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Inégalité de SCHRODINGER en temps et fréquence : Cas des signaux

asymptotiques
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®L'indgalité de SCHRODINGER est une variante de -
celle de GABOR dite inégalité en temps et fréquence
Elle fournit une borne du produit At,AV directement
lige au produit bande durée BT, encore appelée ?\L
coéfficient de couplage (t,¥). Ce terme est maxi-
mal dans le cas de la Modulation linéaire en Fré-
quence, et peut &tre annulé pour diverses classes
de signaux. Le taux de concentration d'une repré-
sentation conjointe est borné par le facteur de
couplage du signal et de la fonction de pondéra-
tion choisie. Dans la classe des signaux pairs ou
3. modulations d'amplitude paire et linéaire en
fréquence il est possible de définir une "ellipse
temps fréquence" analogue & celle utilisée pour
les Ambiguités selon les ré&sultats de C.W. HEL-
STROM.

Introduction : Un intérét s'est manifesté récem-
ment pour 1'inégalit& de SCHRODINGER variante de
1'inégalité d'HEISENBERG [1] . C'est la Mé&canique
statistique qui semble profiter principalement de
ces résultats. Néanmoins les résultats obtenus
permettent d'envisager des interprétations analo-
gues pour le formalisme hilbertien utilisé en Ana-
1yse des Signaux. Des ré&sultats intéressants peu--
vent alors apparaitre pour les repré&sentations con-
jointes en temps et-fréquence ou les fonctions
d'Ambiguité.

1) Inégalité de SCHRODINGER en temps et fréquence :

Utilisant les résultats de GABOR et le formali-
sme hilbertien, il est possible d'associer aux gran-—
deurs t et VY des opérateurs par une régle de GOTres=
pondance [2][3] . En particulier : EV-»4 (2043&)#—[&.9]
olt [,{;Q] est le commutateur des operateurs tety. En
calculant la variance associée aux opérateurs on dé-
finit :
vare =<B2>- <k§',00\'(k B <bV+Vb> <E><H>

L' opérateur centré t = t - <f>et*} conduisent 3
1'aide de 1'indgalité de SCHWARZ 3 :
<EZK V2> SIKETSI2 avec Vo1 4/4(EV+"'€)’+’4IL~13\2'

ce qui conduit 3 1' 1nega11te de SCHRODINGER.%
VARE.VARY > cv(kv) +£1ES 2

2) Inégalité de SCHRODINGER et paramétre de couplage
t,V !

Cette inégalité est plus stricte que celle d'HEI-
SENBERG-GABOR. En effet le premier terme du menbre
de droite est absent dans la relation :
AL AV 3 (414
Pour exprimer explicitement la relation (1) calculons
les valeurs moyennes sur un signal analytique;
Z(t) A(t)el (t)., I1 vient :

or @) - & TENBdb 4L ([ SR E)- fyldde[ 2 ira

ou 1'on note la présence du termeALdeflnl
par B.LEVINE comme terme de couplage en temps et fré-

quence : %L“Iﬁ Azi(k)d.b 2
a3 L (AL..<t><§>)+Ez e

@ SCHRODINGER's relation is related to the socalled
GABOR's uncertainty equation. A bound is defined
which describes the lower value of the bande
duration product and the time frequency coupling
factor. This factor reaches a maximum value for
linear frequency modulation, and may have null
values for even modulations of signals. Localiza-
tion for energy in the (t,¥V ) plane may be descri-
bed by a second order moment for conjoint repre-
sentations related to the coupling factor. For-
even modulated signals an uncertainty ellipse may
be defined for (t,Y) conjoint representations as
for Ambiguity functions.

5i Z(t) est un signal normé et si}".=<?><é)on ob-
tient 1l'in8galité de GABOR. Ce ré&sultat nous fournit
dans le cas des signaux ptothues quelconques une
nouvelle inégalité Ab‘b\;’m sl ol 1'on consta-
te que ALagBT,B bande spectrale T durée du signal
&tudié. La relation : L—<t>< traduit
la relation de DECOUPLAGE en temps et fréquence dé-
finie par B.LEVINE [4] . Rappelons qu'elle permet de
rendre diagonale la matrice des erreurs d'estimations
de la date d'arrivée et de la fré&quence centrale d'un
E%ﬁnal d'énergie finie entach& d'un bruit non corrélé
41.

3) Bornes sur les valeurs de A(_ H

a) Condition de découplage :

Une condition suffisante pour obtenir la rela-

tion de découplage : ~ >
- =0
AL kLB
est que l'on ait A(t) = A(-t) =[z(t)]
$®) =&-t) = arg'z

Ceci est ré8alisé dans le cas des signaux modulés en
amplitude et fré&quence par l'emploi de modulgtions
paires, dont le cas A(t) TE.({) et Vi(t) = i/&'ﬂ’
v/ Vordlb]  est dit modulation V-FM. Il existe ce-
pendant d'autres solutions utilisant des lois de
modulations quelconques conduisant 2 A&ao.

b) Condition de découplage et décalage temporel:

En utilisant la relation (3) et en décalant
Z(t) de la quantité tg : Z(t-tg) il vient :

Ak =AY +k, | A’w&w)dh'.. Ao k<D,
Par un décalage correctement choisi on peut ramener
la condition de decouplage (3) 3 la forme suivante :

A= <b>z<§.> ()

et méme i une expreSSJ.on centrée pour des SJ.gnaux a

modulations paires : ALao si (b} ~<§> 0
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¢) Borne sur le module de)\M :

~
Soit un signal centré tel que : {t» = 0, propri-
étd dlie au fait que A(t) = A(-t) par exemple, on a :
?\l_= 0 comme expression de la condition de découpla-
ge. Cherchons la borne portant sur les valeurs|Ayl
2 l'aide de 1'inégalité de SCHWARZ :

Al [ R4 de S [ ¥ 0db[Abfds
Al?= <B3D> <E2>

La borne est atteinte si :; = kt ce qui correspond
a4 une loi de modulation linéaire en fréquence (MLF).

IR D 2 <A

avee & = kt, A(t) = AC-D)
Ey-o
Si on porte§= kt dans 1l'expression deAL il

. - ”~
vient 1 A(Fakb) = R<AD> eR
en effet k e3t une pente de modulation d'expression
+ suivant le caract@re croissant ou décroissant
de la modulation. Dans ce cas oll <t>\=; 0 on obti:znt:
~ % z,,- 2' "ﬁ. P L S 2 2.-—*
A AV, (& <B4 )+ uem2)
C'est pour le signal A modulation lindaire de fré-
quence quef) )} atteint sa borne supérieure et
atteint une valeur extremale. La situatiom k = O
correspond au signal dit Fréquence Pure, tel que
F = 2t ,é =W, =27V . C'est pour ce méme signal
que !(V)zlzatteint sa valeur maximale définie 3
1'aide de 1'inégalité de SCHWARZ.

d) Signaux analytiques avec dé&couplage (t,V):

Si on n'envisage pas le cas asymptotique, ol le
mod&le expenentiel est admissible, 1'écriture des
signaux analytiques est relié aux propriétés des
signaux 2 phase de BLASCHKE, comme 1'ont montrd
W.MARTIN et B.PICINBONO [57 .

Nous avons montré que l'on peut les écrire en utili-
sant le fait que : h(-t) & H( ) U (V¥),U=+,v0
ol H(t)g h(¥ ) sont la réponse impulsionnelle H et
le gain complexe d'un filtre linéaire stable et 3 dé-
phasage minimal ob&Issant aux conditions de KRAMERS-
KONIG [6] . Ceci entraine avec l'écriture de la phase
de BLASCHKE et la parité de A2(t) que : AL:.-O

Cette propriété n'est pas limitée 3 cette seule
classe de signaux, dits rationnels, car d'autres si-
naux analytiques la poss&dent tel :
8 ytiq P Z(B)a=3rty)

= N - . X

cars

4) Inégalité de SCHRODINGER et Représentation con-
jointe en t ety :

Pour appliquer 1'in&galité de SCHRODINGER aux
représentations en temps et fréquence nous utilise-—
rons les résultats obtenus par P.FLANDRIN 7] . Ils
traduisent le fait que cette représentation est plus
ou moins localisée dans le plan (t,V). Ceci s'ex-
prime 3 l'aide d'un moment de second ordre réduit
portant sur une durée T arbitraire :

B TH%)0 (kv L)dbdy = AE L T2V S 5 (T )
2 (Bt TV fHdbdy = ATV Lo (T ¢
oli £ est la fonction de pondération caract8risant
la représentation &tudiée. (f = ! WIGNER VILLE,...).
La quantité s'exprime par :

A i e g 1)

Tavo
come: AET2LTEAN? o (46.T-11av)2 2864V O
l'inégalit%zde GABOR conduit & : A (q1

Sa (£ + T2V p (v dbar > £+ (T )

La variante die 3 SCHRODINGER indique alors :

jgz(%#l"qz) (az(b,v,-{)d\:dv > %_; v &2 22 +°@8)

g
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Ce qui fait apparaitre le r8le du coefficient de
couplage comme une borne ‘inférieure 3 la concentra-
tion defaaeiprihée comme moment de second ordre ré-
duit. Un cas intéressant est celui du spectrogramme
ou spectre &volutif, tel que £f(M,T) = %x(n,'c.)
avec)L fonction d'Ambiguité symétrique associée 2
la fonction de pondérationW™:

RV X% =] [Fomd wn-y) A E s S (4yviwW)
On a O0%(T,f) =‘;c-?-Abf,‘+‘I‘7'A\1; et si <'t‘>w= 0,

W(t) = W(-t),{W,WD =Eyy = 1 il vient : A W
- s (D AW (A4 =
soit finalement : c ‘%)a 2-11'( 42%1)

2 2 i) Y2 ¥
Jog (e TS0 W)t ?:zé;)(uﬂ.)@ 28 (ard)

Ce résultat montre que la concentration du spectro-
gramme dans le plan (t,¥Y ) dépend des propriétés du
signal traduites par le coefficient de couplage ﬂ,_(z),
mais aussi des propriétés de la fendtre traduites par
AJ‘O. Il faut remarquer que le premier terme corres-
pond au taux de concentration de la distribution de
WIGNER VILLE, telle que £ = 1 et O(T,f) = 0. Il ¥y a
donc tout int&rét & choisir W(t) donnant une valeur
AMaussi faible que possible. Une remarque s'impose
tout naturellement & propos de la relation (5)
elle n'est valable que dans le cadre des définitions
de Pi(t, VY, £) i 1'aide d'une forme quadritique sy-
métrique et d'une fonction de pondération indépen-
dante de Z. Il n'en serait pas exactement de méme
pour les représentations affines dues & P.BERTRAND
ou aux variantes dues 3 GROSSMANN-MORLET ou d'autres
auteurs E&J .

5) Indgalité de SCHRODINGER et fonction d'Ambiguité:

La fonction d'Ambiguité symétrique &tant lide
par transformation de 4F=OU 1ER avec Pz(t,v sf) ¢
BU6V P §6,0)-xF6,H)

il existe des propriété&s remarquables pour ces deux
fonctions. Il faut dés 1'abord bien en marquer les
différences : [9] .

#* --?.urd)' Y
™ X;@,é):ﬁ[u@)ﬂu&)e A posséde un
R < A

statut de fonction d'intercorrélation entre Z et une
décalée temporelle %E fréquentielle de Z. On a la
propricee : X, = ¥ ) 1%z (< Xa(0,0)

I1 apparait une ar&te dans le plan (95;) pour la
représentation de])@d. De plus les termes d'inter-
action entre composantes du signal Z se manifestent
3 l'extérieur de cette trace principale E9JEIOJ .

oP(t,\’ 3£) ne possé&de nullement ces propri-—
8tés et la géométrie de formation des termes d'inter-
férences est totalement diffédrente [i0]
Tl existe cependant un cas oli 1'expression des deux
quantités coincide . C'est le cas ol Z(t) posséde
la parité, ou le cas Z(t) = A(t)e‘“*‘t@avec A(t)
pair. Si Z(t) = Z(-t) on a :

BEVD=WEY) = 2T (8)2¥) | 12

de méme si on envisage le cas Z(t) = A(t)E s
A(t) = A(-t) il vient : 228

Wy (b0)= (JAGEIAR-LIE I & S ) )

Dans ces deux cas il y a &galité & des translations
prés ou a un changement d'échelle prés. Il est donc
possible d'envisager des propriétés communes quant
a4 la concentration dans le plan (t,V ).

a) Inégalité de SCHRODINGER pour la fonction
d'Ambiguité : Inégalité d'HELSTROM.

Divers auteurs dont A.W.RIHACZEK utilisent le com-
portement quadratique de xwl(sly}%u voisinage de
1'origine pour traduire le caractére elliptique des
courbes de niveau. A l'aide des dérivées partielles
de [X;zlz‘eneet§ calculées au point origine ils ob-
tiennent une inégalité : Cll]

2a2 2\=4f2
T (S2ps- o) e 5t
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2 2,2 2 Al 12 % sy (% .
avecls, =;§-¢,!’”,,‘o.o 3P - %Jx’z‘ 00! 20y - ;23?"-1” HELSTROM [42]

Ce résultat est en fait une variante de 1'inégalité Remerciements :

temps—fréquence obtenue d&s 1960 par C.W. HELSTROM :
L'auteur tient & remercier ses collégues du LTS pour

12 it g —
—_— -2 E:b:g 2 3“’2'35.“’713‘“)]2&“ leurs suggestions et notamment P. FLANDRIN et M.E.
w2 b2 wby4 ) Aea Iéb {z\%ab s BOUHIER.

£ wk = fabélztadh “““““““““““

L'obtention de cette inégalité par C.W.HELSTROM uti- CI]S. GOLIN Journ. Math. Phys. Vol 26 (11) P 2781 - 83
lise une r8gle de correspondance qui se raméneé 3 Nov. 1985

celle proposée par S.GOLIN [17} .
] [ 2)c. BONNET Annales Tél&communications t. 23 N° 3 - 4

b) Transformations dans le plan (t,)) ) ou le Mars 1968
plan (8,%): « [3]p. FLANDRIN These doct. Ing. Inst. Nat. Polytechn.
Grenoble 1987

PuisqueWz (t,V) etY/(O'b)sont transformées de FOURIER . . L
1'une de 1l'autre on pgﬁt 8tudier les transformations [413- LEVINE'Fc.mdements de Radiotechnique Statistique
dans le plan (t,V ) ou le plan (.¢, 0) [3]L13] . Vol II Editions MIR (Moscou) P 346 — 349 197
Considérant le cas Z](t) = Z(t)ebMh® qui est une [5]W. MARTIN, B. PICINBONO Annales Tél&comm. t 38 N°5.
modulation par un signal modulé linéairement en fré-~ 6 Mai 1983

quence on a @
WZA(h)v)z.'W;{b) V- ob) [6)B. ESCUDIE, W. MARTIN 10iZme Colloque GRETST P 25-

S 29 t I. 1985
de méme 3.2(\7) = %(V )e"ﬁvz entraine : ome

- _av.V [7]P. FLANDRIN Thése doct es. Sc. Phys. I. Nat. Polyt.
‘w.u(bIV) _Wz ('b ﬁ ’ ') . Grenoble Mai 1987
Il ne faut pas en conclure rapidement que ceci cor-

respond & une rotation de la surface de la distri- [S]P et J. BERTRAND Recherche Aérospatiale N° 5 (sept:
bution de WIGNER ou de la surface d'Ambiguité ! Ces Oct) P 277 - 283 1985
opérations se représentent par des matrices de [9]}_:- HLLWATSCH (Congrés IASTED PARIS 1985)

transformation des coordonnées [14].
L {io]P. FLANDRIN 8i&me Colloque GRETSI P 69 - 74 tome I

ook Sl ]

. d N . 2] (}I:IA.W. RIHACZEK Principles of high resolution Radar
. 2111 ne COIrESPOIdI i’lt a u:e Yotation ue pour’ cer— Mac Grawhilled 1969
aines valeurs e e M = A_“ = . .
oh 2 5imPeedP ’ 77 Bb99 [12)c.w. HELSTROM Statistical Detection of Signals 1960
. . .
La transformation SlmPle[t,]z[lu 0] [‘t,] [13]a. PAPOULIS Journ. Opt. Soc. Am. Vol 64 N° 6 P 779-
M = ol LY 788 1974
ne peut donc correspondre & une rotation. L'aire
de la surface délimite par une courbe de niveau [i4)8. EscupIE, P. FLANDRIN Rapport ICPI TS 8207 1982

elliptique varie. Cette variation reste en général
faible comme 1'a noté C.W.HELSTRGM, tout en montrant
qu'elle peut dtre nulle pour les signaux 3 modula-
tion lindaire [12]

¢) Ellipse temps—fréquence pour un signal gaus-—
sien modulé en fréquence : 2
S dwd £2

Si nous considérons le signal Z(t) = et . e N

,é‘z“%b d'enveloppe‘gaussien et de loi de modula-
tion de fréquence linéaire de pented”‘:a autour de
la fréquence centrale VO sle caractére analytique
n'est assuré que pour une fréquence centrale VO
suffisamment haute. Tenant compte de 1'invariance
par translation de Wz (t,¥Y ) et vu le fait que :

WA(‘;)\’) = é-‘n'(-q,tv?-.i.tz/zoz)
2 S
Wt [év(u (VI (8) + %
- L
Z( )\7).. ME R

Le module de Wy (tV) correspond & des courbes de ni-
veau du type elliptique :‘Cez[\)..o(nb‘)"-l-h"/z,z‘:. K ,
analogues 3 celle de la fonction d'Ambiguité du
méme signal. Dans ce cas particulier, et dans ce cas
uniquement, on pourra utiliser 1'inggalité de
SCHRODINGER-HELSTROM liant par une forme quadratique
les moments de second ordre du signal [12] .

il vient:

CONCLUSION :

L'inégalité de SCHRODINGER en temps et fréquence pro-
cure une borne plus adaptée que celle de GABOR pour
les signaux asymptotiques. Celle-ci dépend du pro-
duit BT bande durée et du coé&fficient de couplage
%L entre temps et fr&quence. Ce terme traduit le
taux de concentration €é la représentation conjointe
de WIGNER-VILLE danms le plan temps fréquence. Dans

le cas de signaux 3 modulations paires ou linéaires
en fréquence, il est possible de définir une "ellipse
temps fréquence' analogue aux définitions de C.W.
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