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Résumé: La modélisation d'un phénoméne
physique nécessite 1le <choix des variables
X(1),...,X(m) d'état du systéme et dans de
nombreuses situations pratiques,le nombre m
de variables réelles 4 estimer est grand,
voire infini.Par ailleurs,l’'expérience se
répéte indépendamment un nombre n fini de
fois ou se prolonge pendant une durée n AT
limitée.

Connaissant 1l'observation a n dimensions,
le critére d'Akaike fournit la dimension p du
vecteur X a estimer.Cette dimension p est
inférieure ou égale 4 la dimension m
,théorique,nécessaire pour la modélisation.Ce
critére s'appuie sur une fonction de
coit,utilisant 1'information de Kullbach.

Au lieu d‘appliquer classiquement 1le
critére d'Akaike au choix de l'ordre p d'un
nodéle auto~régressif,la détermination du
nombre p de <c¢lasses d'un histogramme en
fonction du nombre n d'observations
indépendantes,est effectuée.

Nous considérons une structure statistique
(Q,4,P ) oc, dans laquelle 8 est absolument

continue par rapport a une probabilité p a
priori.Nous possédons n observations
indépendantes Y EEEEETE S notée Y(1-+n)de la

variable - aléatoire X de densité f(A)=§&;le

G
A,vraie valeur de 8 est identifiée

paramétre

avec la probabilité elle-méme.Nous
introduisons une tribu B(M) discreéte
provenant de m ensembles mesurables

(A‘,...,A n) constituant une partition M de
Q.Introduisons les densités de probabilité £
discrétiséss sur o{M).

Il s'agit de construire l'estimateur 8 du

maximum de vraisemblance ainsi que le critére
d'Akaike permettant de choisir au mieux un
éventuel regroupement desensembles Al,...,Am

en B ,...,B avec k<m.

1:HISTOGRAMME APPROCHE

DEFINITION 1~1:

Soit M={Al ,...,An),une partition de Q en
éléments de A telle que pour tout
le{l,...,m} ,nous ayons u(Al)>0.

Nous définissons la densité discrétisée de
68 par rapport & p par VxeQ

A
(1.1) F(x10)= 20 8B) 3 (g
Aey H(B) °

Comme 0 est une probabilité,nous avons:

m
200 =1 et 8(a, )20
i=1

U.E.R. des sciences B.P. 67
76130 Mont-Saint-Aignan

Summary:Tn order to modelize
experimental phenomena,some unknowns
X(1),...,X(m) are requested to characterize
the state of the system.In various
situations,the number m is great not to say
infinite.However either datas contain only n-
values obtained independently,or experiment
extends over a n AT duration.

From a sample with n values,we have to
assure statistical stability and Akaike's
criterium gives obtimal p to estimate m.This
dimension p is less than m and increases with
n.The criterium minimize a cost function
coming from Kullbach information theory.

Instead of an auto-regressive process,we
consider an histogram modelizing an empirical
density of probability and we obtain a
practical formula to determine the optimal
number p of classes.So we give a solution of
the agregation problen.

pour tout le{l,...,m}.
Ainsi l'ensemble I(M) est le convexe:

A
(1.2) I(M)=[BeR™;vAeM B(A)Z0 et }:
AeM

8 (a)=1}

DEFINITION 1-2:

Soit K=(B L r---:B },une sous-partition
mesurable de M;plus précisémment tout B de K
appartien: & 4 et pour tout A de M,il existe
B de K tel que ACB. Nous définissons la
densité £(8(K)) de 8(K) par rapport i p pour
tout x de Q par:

(1.3)  £(x:0(K))=20 OB) 1 (x)
Beg H(B) °

ainsi le nombre k de paramétres

8 (B . ),--..8(B X ) pour définir £(8(K))
relativement & K est une variable entiére
libre entre 1 et m.

2-ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Lorsque la partition K mesurable de
(Q,A, ) est donnée,nous introduisons

1'estimateur B(K,Y(1-n)) du maximum de
vraisemblance pour lequel les calculs sont
aisés.De plus,cet estimateur jouit de

nombreuses propriétés asymptotiques lorsque
le nombre n d'observations indépendantes tend
vers l'infini.

PROPOSITION 2-1:
Soit Y(1i~n) ,un échantillon de taille n
de la variable aléatoire X de densité £ alors
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La Log vralsemblance relativement a 1la
partition mesurable K de {({Q,4),vaut:

(2.1) L(x,y<1Hn>)=Z n v(B) Log8{B) avec
BeK p(B)
Fa
nV(B)={ie[1,...,nl;1B(yl)=1}

d'observations Y =y

qui est 1le nombre L L

appartenant a B.
Ainsi v(B;Y(1-n)) est la
statistigque de l'ensemble B.

fréquence

PROPOSITION 2-2:

Soit Y(1le~n),un échantillon de taille n de
la variable aléatoire X de densité £, alors
pour toute partition K mesurable,l'estimateur
8(Y{1l~n);K) du maximum de vraisemblance de A
relativement a4 K est tel que pour tout BeK

08 (K,Y(1~n))=v(B)
fréquence statistique de B.

La modélisation choisie conduit donc & un
résultat trés simple:si B est un ensemble
d'une partition K mesurable de (Q,a),
l'estimateur B8(B) de A(B) du maximum de
vraisemblance n'est autre que la fréquence
statistique v(B).Cet estimateur est
indépendant de 1la partition XK dont fait
partie B,la notation 8(B)=8(B;Y(l~n)) qui
n'introduit pas la partition K est cohérente
avec cette propriété.

PROPOSITION 2-3:

Soit K,une partition mesurable de A .Si

8(Y¥{(lrn)) est 1l'estimateur du maximum de
vraisemblance de la loi A alors le vecteur
aléatoire

(/n (8(B;Y(1l~n))~-A(B)):BekK)

converge en 1loi vers la loi gaussienne
centrée dégénérée de covariance:
A 0 A
1 1
= - sf)\,..")\",
i «_I
0 Ak Akj

La matrice C d'information de Fisher

peut-étre calculée aisément:

C(i,j)=E[(aL°gf(g) dLogf

2.3
(2.3 38 a8 Moo

Cependant pour notre structure statistique
8 n'est pas libre dans R¥ mais est contraint
de vérifier:
Z B8(1)=1
Nous prenons
variables libres et
8(k)=1-8(1)-...~B(k-1).

8(1),...,8(k-1) comme

PROPOSITION 2-4:
Soit (Q,B(K),(£(8))
statistique ou:

Berk) ) .la structure

K
£(x:8(K) )=, 8(1) 4 (%)
1=

alors en fonction des paramétres libres
0(1),...,8(k~1),1a matrice de Fisher vaut:
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AML)TYEAKR)TY L L Ak)™?
C= . ... .
A(k)~? A NS S O S N 7
PROPOSITION 2-5:
Les matrices C et [/k-1 sont inverses

1l'une de l'autre.

Comme nB (B;Y(1l~n)) suit une loi binomiale,
la convergence de B(B;Y(1l-n)) vers sa linite
A(B) s'obtient aisément par un calcul direct.

PROPOSITION 2-6:

Pour tout ensemble B mesurable de A4,1la
fréquence expérimentale 6(B;Y(1l~n)) converge
en moyenne quadratique vers A(B).

De cette proposition i1l résulte que toute
combinaison linéaire de variables B8(B;Y(1l~n))
avec BeA converge en moyenne quadratique vers
sa limite.

3-PERTE ET APPROXIMATIONS QUADRATIQUES

Comme 8(Y(l~n)) estime 1la vraie valeur A
du paramétre et remplace donc celui-ci dans
les applications,une erreur s'introduit qu'il
faut évaluer.La perte W a définir doit
représenter le colf pour l'expérimentateur de
la différence entre 6(Y(1l~n)) et A.

Cependant le choix du type d'estimateur
;ici l'estimateur du maximum de vraisemblance

s'effectue par une comparaison sur le risque
R définit comme 1la perte moyenne R=E(W)
lorsque 1'échantillon Y(i~n) est aléatoire.

Il s'agit d'utiliser les définitions
classiques sur la fonction de perte et la
fonction de risque R pour indiquer les
limites de cette théorie et de la changer
éventuellement afin d'avoir des expressions’
utilisables par la suite.

PROPOSITION 3-1:

si £(x:0)=p, O(A)
rey (2
la foncticn de perte:

1A(x) avec BeI,alors

£(X; A

=20 aa) o(8lA), ol
AeM MA)

$(x)=~2 Log(x)

est positive ou nulle et
seulement si B=A.
Nous utilisons la fonction

s'annule si et

(3.2) di{x)=4 (yx-1)°2
convexe et positive.La proposition 3-1 reste
valable

La forme g¢énérale de 1la fonction de perte
pour comparer A et 8(K),s'écrit:

(3.3)

W(A,8(K))=E, [¢(30(K) /dA),
di(K) dp

= D aca) 9(8UBA) A,
heM p(B(2)) w(a)

Dans cette expression,chaque ensemble A de
la partition M détermine de fagon unique un
ensemble B, noté B(A), de la socus-partitior X
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mesurable,c'est I"ensemble BeK telle 'que ASB.

PROPOSTTTON 3-2: .
Pour toute sous-partition mesurable K de M

et pour tout parametre 6(K),la perte
W(A,B8(K)) est majorée par 8.
Il est naturel de prendre comme

probabilité ,la probabilité représentant la

connaissance a priori sur 1la structure
statistique.Dans le cas d‘'un ensemble
Q={0,1],1a mesure de Lebesgue représente
1'absence de connaissance a priori.

Nous introduisons dans R ® ,un produit
scalaire < , > et une norme | | qui

transforment c¢et espace en un espace de
Hilbert et nous remplagons la perte W(A,B8(K))
par une expression approchée [[8(K)-A[®.

DEFINITION 3-3:

Soient K et H,deux sous-partitions
mesurables de M et soit T(K),l'opérateur de
I(K) dans I défini par

(3.4)  [T(K)8](A)=T(8;K) (a)=8{B(A)) (4
w(B(A))

Le produit scalaire de B8(K) avec B(H)',est
défini par:

(3.5) <B(K),B8(H)'>=

=2 1 T(0:R) (&) T(B':H) (a)
AGMA

Nous observons que 6(K) défini uniquement
sur les ensembles B de K,doit é&tre prolongé
aux ensembles A de M afin de pouvoir
effectuer une comparaison entre B8(K) et
Ai;c'est 1le role de l'opérateur T qui utilise
la probabilité a priori p pour étendre 8 (K)
par régle de trois.

Par ailleurs,l'erreur entre W(A,0(K)) et

IA-B(K) |I* fait intervenir la grandeur:

(3.6) |8(K)-0(H) | =

1 |T(8;K) (A)=-T(8';H) (A) [;AeM)

sup[_L__|8(B(A)) 8" (C(A) |, (4,

A(A) p(B(A)) p{C(A))
AeM,B(A)eK,C(A)eH]

=sup (
A

En particulier,prenons
‘=A d'ol

0 (K)=A(K) ,H=M et

(3.7)  |A(K)-A| =sup( |MBEAV) plB) o y; 5y

p(B{R)) A(A)

Avec les notations introduites,le risque
s'écrit:
(3.8) W(A,8(K))=|8(K)-A|? (l+0(|9(K)—A|m))

PROPOSITION 3-4:

Si pour € donné positif, |[A(K)-A| Se€ et
si Bn(K) est un estimateur de A(K),convergent
alors les variables aléatoires W(A,GH(K)) et

|18 . (K)-All * ont asymptotiquement les mémes
lois de probabilités & € prés.

I1 faut noter que la limite de W(A,GH(K))
vaut W(A,A(K)).

Le risque W(A,0 . (K)) compare les
structuresassociée a4 deux partitions

différentes K et M.

Ce risque n'a aucune raison d'étre nulle

sauf dans c¢ertains cas particuliers;par
contre,comme les deux normes | lmet I i
sont équivalentes,dés dque JA(K) ~A] o €St

petit,il en est de méme pour [|A(K)-A]| et donc
pour W(A,A(K)).

PROPOSITION 3-5:
Pour tout €

sous—-partition

|A(K) =N © <e,alors a €

aléatoire n 18 (Y(1-n) :K)-A(K)[| 2 suit
asymptotiquement une loi du x* a k-1 degrés
de liberté.

donné positif,soit K une
mesurable de M telle que
prés,la variable

4-RISQUE:

Par hypothése,le risque R est la moyenne
de la fonction de perte W:pgur chaque
échantillon Y(1~n) de la variable g,gn
estimateur 8 (K) du paramétre A est défini.
Dans ce texte,B(Y(1l~n)) est 1'estimateur du
maximum de vraisemblance.Lorsque AK) est
remplacé par 8 n(K),le codt de 1'erreur est
évalué par W(A,B . (K)).Si de nombreuses
expériences ont lieu.c’est le ?oﬁt moyen R
appellé risque qui intervient soit:

(4.1) R(n:k,K)=E(W(A,Bn(K)) ol

W(A,BD(K)) est défini en (3.3)-.
D'aprés la Prop 3-2,la perte W est majorée
par 8 et par conséquen?,}'espérance
mathématique de celle-ci est définie.

PROPOSITION 4-1:
Seit K,une
M,si 1l'estimateur @8 . (k) converge presque

sdrement vers A(K) alors le risque R(n;A,K)
est défini et converge vers:

sous-partition mesurable de

(4.2) R{w;A,K)=

=2 2 aa){(MBA) Eiél)
Py (B(A)) A(A)

PROPOSITION 4-2:

Soit K,une sous-partition mesurable de
M,si 1l'estimateur 6 n(K) converge en moyenne
quadratique vers A{(K) alors |6 _ (K)-Af 2
converge en moyenne vers la variable certaine
IA(R)=AJE .

Le risque asymptotique R{w;A,K) peut étre
approché par |A(K)-Aj*.

5-CRITERE D'AKAIKE:

Le c¢hoix de 1la sous-partition K de M
dépend du nombre n,taille de 1'échantillon
¥Y(l-n) a la disposition de 1l'expérimentateur;
cette sous-partition K devrait rendre minimum
le risque R(n;A,K) (4.1). v

Comment a 1l'aide d'un seul échantillon
approcher ce risque R{n;A,K) ol ,de plus,la
probabilité AN est inconnue afin de savoir,
s'il y a lieu ou non,de procéder a un nouveau
découpage?

Tout d'abord

R(n: A, K)=E{(W(M 0 (Y(1l-n:K)))

doit &tre approché par

{18 (Y (1-n;K)=A?
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L'estimateﬁr du maximum de vraisemblance
8(B;Y{(1l~n)) de A(B) vaut 2zéro avec 1la
probabilité (A{B)) ® et par 5conséquent la

dérivée troisieme &(x)'''=-3 x2 de ®(x) doit
&tre considérée sur [0,+w[ intervalle sur
lequel elle n'est pas bornée.

PROPOSITIONAS-I:
Soit ¢ = (&' (x) |; [Xx-1|{<|A(K)-A}| ol rune
majoration de 1la dérivée troisiemg _de la

fonection ®(x)=4 ( {x-1) %alors il existe une
constante C telle que:

[R{n;A,K)-E (]| (K)=-Al*) |<c|7\(1<)—)\|g0
+E{ |8 (R)=A(K) |} (C+E(]IB(K}-A(K)[}})

PROPOSITION 5-2:
Pour toute sous-partition mesurable K de

M,la structure Hilbertienne sur R ® vérifie
pour tout B8(K)de I(K) et tout A de I(M):

(5.1) |8 (RK)-AJ2=||B (K)~A(K) [I*+]16-86 (K) ||?
—[|8=A= (B (R)=A(K) |[F-2<8~7, A=A (K) >

maximum de
scalaire

Pour 8(Y(l-n)),estimateur du
vraisemblance de Ade produit
<B(Y(1lrn))~A,A-A(K)> est d'espérance
mathématigque nulle.
deux

Prenons 1'espérance mathématique des

membres de (5.1):

(5.2) E([|B(R)-A[2)=E(}{B(K)=A(K)[*) .
+E (||8-8 (K) ¥ ) ~E(J|8-A- (8 (K) =N (K)) |I*)
Pour simplifier,l'estimateur du maximum de
vraisemblance est noté 9=0(Y(1~n)).
D'aprés la Proposition 3-5,la somme

n |8 (K)-A(K) |I?

suit asymptotiquement,a |A(K)-A] © prés,une

loi du.x 2 & k-1 degrés de liberté;comme la
convergence des BO(B) wvers A(B) a lieu en
moyenne quadratique ,le premier terme du
second membre a pour partie principale &:l

n
lorsque n tend vers l'infini.

Nous montrons également gue ia somme
nf]8-A—- (B8 (K)-a{K}} | * suit asymptotiquement, a
in{K)~Al, prés, une loi du x*a m-k degrés de
liberté.

De plus,la loi des n B(A) pour
dans B conditionnellement & la tribu

+~B(K)=0(0(B) ;BeK)
est une loi multinomiale de paramétres n
0(B) et de fréquences

A inclu

.

A(B)

PROPOSITION 5-3:

Soit K,une sous-partition mesurable de
M,soit 8(Y(len)),l'estimateur du maximum de
vraisemblance de A alors:

E ({18 (Y (1-n) ) A= (8 (¥ (Len) s K) ~A(K) ) [|2)
a pour partie principale m-k lorsque n tend
n

vers 1'infini a 1 |A(K)-Aj,.
n

Le critére pour choisir la meilleure
partition K A partir de 1l'observation
Y(1len),utilise 1'approximation E(|8(K)-Af ?)
de R(n;A,K) puis l'expression (5.2) approchée
par:

E(I6 (K)-A2 )% K21+ E(jl8 ()-8 ?) -k
n n
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L'espérance mathématique

8(B),
(B)

-2 E; A(B) E(Log
BeK

est remplacée par la variable aléatoire:

-2 2. 8(B) Log®(®)
BeK w(B)

et seuls les termes dépendant explicitement
de 1la partition K ,sont conservés dans
1'approximation de E(|[8(k)-8)| * ) ,soit en
définitive:

14} . ]
c= 2Xk-1 3 §: 8 (B;Y(l-n)) Logl(Bi¥(l-m))
n BeK ‘ p(B)
IT-6~CONCLUSION

ce texte est
nombre k

Le critére introduit dans
original et est fonction du
d'ensembles retenus pour calculer
1'histogramme,et du nombre n d'observations.

Le critére présentée fournit une
approximation statistique de:

2 k-1 _ z A(B) Log MB)
n BeK w(B)

Par 1l'inégalité de Jensen,le second terne
décroit avec tout nouveau découpage:

-2 A(B) LogMB)l 3 20 Aa) Log MA) 3o
B w(B) AeM wi(A)

Lorsque la probabilité a -~ priori p,
restreinte & un ensemble B, est égale a la
probabilité A a posteriori, restreinte au

ensemble B, tout nouveau découpage de B
augmente d'une unité et la
partie en Log ne chanyge pas.Le résultat est
ménz  plus  precis:si pour tout ensemble A
+nclu dans B,nous pouvons prédire
linéairement la mesure A(A) par la formule:

méme
est inutile:k

aa)=2B) ()
(B)

alors 1la partie en Log n'est pas modifiée
pour tout nouveau découpage de B.

La mise en oeuvre du critére s'effectue
par découpage successif des ensembles
retenus.Le découpage doit &tre arrété lorsque
la wvaleur du critére augmente en raison de
1'augmentation de l'erreur statistique
d'estimation entre 8(B) et sa limite A(B).
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