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RESUME : Dans le domaine de I'estimation numérique de 1'état
discret d'un systeme, les différents algorithmes de lissages
utilisés sont complexes et cofiteux en temps de calcul. L'intérét
de cet article est de proposer un algorithme de lissage A retard
fixe pour des applications en temps réel, présentant un
parallélisme intrinséque de calcul, et permettant d'estimer le
bruit de commande agissant sur le systéme. Cette formulation
permet de définir un opérateur spécialisé de lissage, qui s'insére
dans une chaine d'estimation et qui réduit considérablement le
temps affecté a ce calcul.

SUMMARY : The different smoothing algorithms used for
discrete state system estimation are complicated and expensive
in computation time. So the interest of this paper is to present a

fast fixed lag smoothing algorithm for real time applications.

This algorithm has an intrinsic parallelism and allows to
estimate the command noise which acts on the modelled
system. This formulation allows to define a specialized fast
smoothing operator too. This operator belongs to an estimation
chain and reduce considerabely the compuration time reserved
to this operation.

INTRODUCTION : Dans une premigre partie, nous présentons
un certain nombre de classes d'algorithmes de lissage
déterminées A 1'aide des équations de KALMAN. Cette étude
est essentiellement faite au niveau de la recherche du
parall€lisme de calcul pour chacune de ces classes.

Dans une seconde partie, nous analyserons le
comportement numérique des algorithmes envisagés vis i vis de
la parall¢lisation et nous présenterons un nouvel algorithme de
lissage qui répond aux critéres de temps réel du traitement
(retard fixe), d'estimation du bruit de commande, et de
parallélisation (cascadabilité et simplicité des opérateurs
élémentaires).

Nous présentons finalement une structure parallele
de calcul, pour la classe d'algorithmes retenue.

L'opérateur de lissage présenté est le complément
d'un opérateur de filtrage/prédiction, et s'insére dans une chaine
telle que celle présentée figure 1.

1. PRESENTATION DES ALGORITHMES DE LISSAGE :

Soit le systéme modélisé par :

X :Q(K+I,K)Xk+w

k+1 k

Z, =HK Xe vV

Une classification des probleémes de lissage de ce type de ce
systéme peut-étre faite en fonction du mode opératoire. La
présentation faite dans cet article, ne saurait en aucun cas étre
exhaustive et les algorithmes présentés sont parmi les plus
couramment utilisés pour le traitement en temps différé.

On réleve trois classes. Pour chacune de ces
catégories, nous allons brievement rappeler les différentes
approches développées. Une trés bonne synthése a été faite par

MEDITCH [1].

1.1. Algorithme de lissage au point fixe :

Les premiers algorithmes de lissage au point fixe
furent proposés par CARLTON (2], par RAUGH [3] et ensuite

par MEDITCH [4] sous forme récursive,

Ce type d'algorithme est caractérisé par des

équations de la forme :

ANI_ AN -~

KM= RN A /N Dy, (T, (N
AK/NGT) = AK/N) By, , 2

~ “ - e .
0U Ty, = 24,4 - H(N+ 1) X! représente I'innovation du filtre
de KALMAN.

Dot (Ty,,) est un terme de correction qui est
fonction de l'innovation du filtre. On le qualifiera "d'innovation
du lisseur”. C'est un vecteur de méme dimension que le vecteur
d'état (dimension n).

A (k/N) est un gain de lissage

By, ; est une matrice de correction qui traduit la
mémoire du systéme.

Nous citerons particuli¢rement la forme proposée par RAUGH

[3] et MEDITCH [4] :

AN AN >~

X =X o+ A (k/:')1KN+1 (S (3
+

avec A(k/N+1)=Z ¢, = A(k/N) C (4)
K i N+1

en prenant la définition de C,.

k -1
Co=052" (+1,K) (P pyp) (5)

et ot K, ; est le gain de filtre de KALMAN associé au lisseur.

La forme proposée par CARLTON [2], quant 2 elle
ne fait pas intervenir la covariance du bruit de mesure R, quil
considére comme nulle. Une forme généralisée au cas oll cette

covariance est non nulle, a ét€ proposée par ROSSO [5]. 1l
vient alors :

XM= XN M/ HT

A 6)

N+ 1
0UM (K/N+1) = M (k/N)BT (N +1, N)

T K Net
{a _HN+1RN+1 P N+1) 2
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Figure 1. Chaine d'estimation.

11 est interessant de remarquer que contrairement a
I'algorithme de RAUGH-MEDICH, cette forml_llation ne
nécessite pas d'inversion matricielle & chaque itération, ce qui
nous ameéne déji a le préférer pour .une éventuelle
parallélisation.

1,2 Algorithmes de lissage sur un intervalle fixe ;

La forme générale des équations de ce type de
lissage est :

N ~ ~ ~ K

XkN = ka + Sk (xan " Koy )

S(k) représente un gain de lissage en fonction de l'indice de
récurrence k dans l'intervalle de lissage.

Une forme par RAUGH et al [6] et MEDITCH (7] :

A Ak ~ N ~ k
Xe = X+ G O = Xy ) (8)

En ayant pris la méme définition pour .Ck (équation 4)

Une autre forme a €té introduite par BRYSON-FRAZIER (8]
pour le lissage a intervalle fixe pour des modeles linéaires et
non-linéaires.
) Cet algorithme est donné par le systéme d'équations
_ suivant :

N

c= X = p ke (ke l, K0 N (9

T, T -1
avec Ny = (1 - kHOT (8" (ke 1, K0 A, - HR D)

k, estle gain du filtre de KALMAN associé et >‘k est un vecteur

de méme dimension que le vecteur d'état X, Clest une variable
auxiliaire dont l'interprétation mathématique est

C kA N Ak
M = P Oy = X y)

Il est important de remarquer que cet algorithme
évite toute inversion matricielle et qu'il permet d'obtenir de
fagon simple, une estimation du bruit de commande par la
relation.

W= QA (10)

1.3. Algorithmes de lissage & retard fixe

) ’Cette classe d'algorithmes est caractérisée par la
forme générale suivante :

SNet AN Ak
xk:f(xk,xk,ck) (n

) On cherche a avoir une valeur lissée a I'instant k+1
en’fonctxon de la valeur lissée 2 I'instant k et de la valeur
préalablement filtrée A l'instant k, en ce en tenant compte de

l'innovation apportée au filtre par les mesures.

La formulation de RAUGH (3] et MEDITCH [7]
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& N ak -1
X = @k, k-1) X ko1
v 0, o7 Kk k-1 ET_TEY L, -

k-1 N-1
v Gy Ky Gy

2k -1
k-1)

Comme nous le voyons, cet algorithme séquentiel
est trés complexe et lourd en temps de calcul. Il nécessite :

- l'utilisation préalable d'un lissage au point fixe sur
une horizon de points €gal & la largeur de la fenétre de retard,
afin d'obtenir une initialisation correcte des parametres.

- l'inversion 3 chaque itération d'au moins deux
matrices de méme dimension que le systtme. De plus,
l'inversion de la matrice @ peut conduire & un modele instable
suivant les méthodes et la précision numériques employées
(coflit en temps de calcul).

D'autres formulations ont été proposées par

HAGANDER [9] et MOORE [10] pour cette forme

d'algorithme. Cependant ces formulations, si elles peuvent étre
plus facilement appliquées n'en restent pas moins aussi
complexes. De plus de part son caractére séquentiel, ce type de
formulations ne permet pas une parallélisation aisée et
cascadable comme nous le cherchons.

k fixe

@ temps

% N -

N varire {(instant

k k+1 N d’acquisition des mesu
—
Figure 2.a. Lissage au point fixe.
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Figure 2.b. Lissage a intervalle fixe.

temps

intervalle de longueur £=N-k constante

Figure 2.c. Lissage a retard fixe.
2 ETUDE DU PARALLELISME :

Comme nous l'avons dit précédemment, les
algorithmes de lissage a retard fixe sont difficilement
parallélisable surtout de part leur caractére séquentiel. Aussi une
autre approche consiste & prendre une fenétre de lissage de
largeur constante et a la déplacer au rythme des observations.
Conime le montre la figure 3, on peut procéder & un lissage au
point fixe pour chacun des points de cette fenétre (figure 4). Le
dernier point sorti de cette fenétre devient alors le nouveau
parametre lissé A retard constant.

Cependant, les algorithmes de lissage 2 intervalle
fixe sont totalement séquentiels, oil aucun parallélisme n'a pu
étre décelé.

Considérons la forme de lissage au point fixe pour

chacun des points X, de la fenétre (1 = K......... N). 11 vient en
reprenant les équations 1 et 2 :

res}

ant

n des

L=N-k fixe

k varient
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Figure 3. Lissage a retard fixe en utilisant
un lissage a intervalle fixe dans une fenétre.
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Figure 4. Lissage a retard fixe en utilisant
un lissage au point fixe dans une fenétre.

S 2 B e AN Dy, @, )
et A(K/N+D) = AK/NB,,
12
P = R A /N D,y @)

ot AMNSN+1) = AN/N) By,

Avec A (N/N) qui est fourni par le filtre situé en amont de la
chalne de lissage.

On a donc 2s (s = N-k) équations indépendantes ol By, ; et

Dy, 1 (T, sontdes parametres fournis simultanément par le
filtre associé , 4 l'ensemble des points de la fenéte.

La figure 5 montre le diagramme d'évolution de cette
formulation. Si nous introduisons dans ce diagramme lindice
d'évolution temporel j (j variant de k a N) de 1a relation
générale.

~

Nel_ o N : o
Xpoo= K A (J/N) Dy, (Cyyy?

et AG/N+1) = AG/NIBy,,

Nous obtenons le diagramme d'évolution temporel

de la figure 6. En projetant perpendiculairement 2 l'axe

. temporel, nous obtenons la structure de l'opérateur de lissage
de la figure 7.

Nous avons obtenu un macro opérateur que l'on pourrait
qualifier de "semi-systolique" en reprenant la définition de

MONGENET [11].
En appliquant les méthodes de réseaux de PETRI &
flux de données développées notamment par

ABELLARD-BARBAGELATA-GIULIERI [12]. On obtient le

réseau de PETRI présenté a la figure 8 duquel on déduit
aisément l'opérateur de la figure 7 obtenu par la méthode de
MONGENET. Nous avons donc confirmer la structure de
l'opérateur par deux méthodes différentes et éprouvées.

3. PROPOSITION D'UNE NOUVELLE FORMULATION ;

Compte tenu des contraintes numériques et des
contraintes de temps, nous avons choisis un algorithme de

Net

4:4\/

N+1
A(N/N+1)
DN+1(3N*1] .BN+1
A(N-1/N+4)
DN+1(3N+1) BN+1
Dy, (2. 2 8
N+l JN+1 +1
5 A{k/N+1)
7 B
Oney C3nes’ Phet
A{k-1/N+1)

Byay
”
Dyas 3nay)

Byes

3
J Dot Bnes?

Figure 6. Diagramme d'évolution temporelle.

:multiplication de matrices AAB

B :multiplication addition de matrices A¥B + Q
N+t

A(N/N)

cellule

lissage au point fixe qui ne nécessite pas d'inversion matricielle.
Nous avons par conséquent utilisé la formulation de
CARLTON généralisée (équation 5 et 7). Cependant
contrairement 2 la formulation proposée par BRYSON et
FRAZIER, nous n'avons pas l'estimation du bruit de
commande. Aussi avons nous introduit une nouvelle
paramétrisation de cet algorithme (équation 9).

I Ak kT N
X =X =P @ (k+1, K A, (13)

avec Ay, = (1= KHOT (87 (ke 1, k) N (K/N)
e
- HRTY

k -1
enposantx: = 0etl, =7 —Hkx K

(14

FEn réécrivant I'équation 2 I'instant N+1 on obtient :

'\N+l:'>\<k

kKT Ne1
R -pleT kel KON (15)

On obtient en soustrayant membre & membre I'équation 13 2
I'équation 14

A Nel  aN ok kT N+1
% M- = R - preT kel O N
ak kT N
S8 - preT ket KON
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jord v AN
Prer Bner” %y ACN/N3 By,

\ \

represente un operateur elementaire

de multiplicat,on Mmatricielle

Figure 8. Réseau de PETRI associé au lissage

point fixe.
soit
A N kK T 40 Lar s Nl N,
‘x‘kN+ _ ?(k - P @ K+1 , KX R

En developpant une derni¢re fois, en sachant que -)\ﬁ =0,il
. vient:

%2+ YN+
3 T
YOON1) = P 2 T (ke DL (K

-1 o~
R 41 CN+I

T

Hy o) H o

N+1 TN +1

En écrivant autrement cette équation, il vient :
AN+l AN N
%, =% +GEN) X, 1

olt G(k,N) représente un gain de correction du lisseur et s'écrit :

G&N) = P " (+ LWL, .. L

k+1 " ™N

R T

et Ay 4y = (- Ky Net Nt

N+1' N+1 )THT

N+1

On a également Gk, N+1) = Gk, NOLy, 1

On retrouve par conséquent, la forme générale des
équations 1 et 2.

En procédant de la méme fagon pour 1'équation 10
d'estimation du bruit de dynamique, il vient

WkN+]= v?/': + N (k,N+1)$(’N+1

avecNkN)=-QL, , ..Ly= NG N-1L

On a donc un opérateur identique 2 celui de

l'estimation de I'état et indépendant de celui-ci, pour
T'estimation du bruit.

Cet algorithme a été testé sur ces modeles de
poursuite et donnent des résultats similaires a l'algorithme de
RAUGH 4 intervalle fixe. De plus, compte tenu du fait
qu'aucune inversion matricielle n'est nécessaire, la précision
numérique a pu &tre diminué, ce qui est appréciable pour la
simplicité des opérateurs élémentaires.

CONCLUSION

Cette étude nous a permis de définir un algorithme
rapide et d'en déduire un opérateur de calcul optimisé pour le
lissage en temps réel. Une méthodes géométrique simple nous a
permis d'obtenir trés facilement cet opérateur 2 partir des

| spécifications algorithmiques.

Une implantation de cet opérateur a €té effectude a
l'aide de processeurs de traitement du signal travaillant avec des

nombres en virgule flottante de 32 bits [13]. L'utilisation d'un

tel opérateur rend alors négligeable l'opération de lissage dans
une chaine d'estimation.
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