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ANALYSE DES EFFETS DE QUANTIFICATION

DAKS L' IMPLANTATION DE L'ALGORITHME LNS

H. DEDIEU*

F. CASTANIE*

GAPSE/ENSEEIHT 2 rue Camichel 31071 TOULQUSE Cedex FRANCE

RESUME

Une &tude exhaustive de l'ensemble des effets de

quantification dans l'algorithme du gradient
stochastique (L¥S) est présentée.
Aprés  aveir  decrit les erreurs affectant

l1'aigorithme lors de son implémentation, on cherche a
exprimer les ¢quaticns de récurrence qui régissent
1vévolution des moments d'ordre un et - deux, de
1tecart du vecteur courant des coefficients au
vectaur de Wienper.

Cette étude permet alors de poser aisement les
conditions de non-blocage de 1'algorithme, mais aussi
de déduire quantitativement le comporiement de la
moyenne quadratique de 1l'erreur de sortie.
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o« l'algorithme LMS ait donné lieu a ume
avondante iitiérature, la plupart des travaux ont été
effectués an supposant une précision infinie. Les
z2ffets non lindaires de l'adaptation des coefficients
cnt &ité &tudiés par les auteurs dans le cas de
gquantification de type signe sur les données [1l ou
sur l'erresur £2] et dans le cas plus général toutes
les opérations non linéaires {31 de la forme :

War = W v < 1 4l (X)

déja noter que 1'inclusion de ces effets
s complique de fagon trés significative
1'stude du premier et second moment du  vecteur

o  considére le cas d'une

e - W . O[]

1 Q représente un quantificateur uniforme,

iculté du probléme apparait facilement et il

est pas étomnnmant que les travaux solent peu

nombreux. Ce manque théorique n'occulte pourtant pas

un probléme de 1'implantation virgule fixe dont le

praticien sait bien que la solution n'est pas
toujours triviale.

opération de

Dans 1'diude des effets de quantification des
filtres digitaux & coefficients fixes, on suppose
généralement que chaque gquantificateur peut étre
modélisé par une source de bruit donnant naissance a
une séquence d'une variable aléatoire uniformément
distribuée et indépendante des autres variables
issues des autres quantificateurs.

Cette fagon de procéder ne peut étre simplement
étenduas aux filtres adaptatifs, du fait de la
récursivité en temps de 1'algorithme, puisque tout
biaiz de quantification & 1'étape n influe sur le
biais qui existera & l'eétape n + 1 (report d'erreur
cumulatif).

SUMMARY

This communication introduces an exhaustive study
of the quantization effects in the Least Mean Square
Algorithm (L¥S). :

After describing the errors present in the
algorithm while implementing it, we try to write the
recursion equations that rule the evolution of the
first and the second moment of the distance between
the actual coefficient vector and the Wiener vector.

This study allows us in one hand to define easily
the conditions for which the adaptation ceases in the
algorithm, and in the other hand to evaluate the
behavior of the mean square output error.

Ainsi il est intuitif que le quantificateur ne
fonctionne pas comme une simple non linéarité , mais
plutét comme une non linéarité a mémoire.

Les premiers travaux sur le probleme posé par
1'effet des quantificateurs concluaient que toute
adaptation cessait dés que la valeur moyenne des -
composantes du vecteur d'actualisation 2He. A
devenait inférieur au demi-pas de quantification. On
pouvait alors déduire un choix pour le compromis
(facteur de gain, précision requise pour les
accumulateurs), dans le cas de 1'algorithme L¥S
appliqué a 1'égaliseur adaptatif [4].

Ce choix était dicté & 1'aide de modéles validés
par des simulations. Cependant on n'avait pas encore
analysé 1'effet du quantificateur présent dans la
*boucle d'asservissement des coefficients”.

Dans un travail récent [5], une analyse des
effets de quantification a é&té éffectuée, ce travail
sous certaines hypothéses permet de prendre en compte
au niveau de l'erreur guadratique de sortie :
® 1les effets dus & la quantification des données
d'entrée

les erreurs dues aux erreurs d'arrondi dans le
calcul de la sortie du filtre
(© 1les erreurs dues & la différence qui existe entre
les valeurs des coefficients en précision finie et en
précision infinie.

On peut aussi noter les travaux [6] et {7}, dans
lesquels est décrite une procédure de quantification
aléatoire des coefficients permettant d'éviter le
phénomene de blocage de l'algorithme et d'assurer la
convergence en moyenne vers le vecteur de Viener,

On trouve aussi dans [6] et [7] le calcul de
'estimation de la dégradation de la puissance
d'erreur de sortie, ainsi que le calcul du bruit sur
les coefficients dans 1'hypothése de la seule
quantification des coefficients. Citons aussi les

* Ce travail a été accompli dans le cadre du
GRECO 69 (SARTA) et fait partie de la theése de
doctorat de H. Dedieu.
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travaux {81, qui développent un rocédé de
linéarisation des quantificateurs semblable a celui
présenté dans {61 et [7]1, «conduisant & des

constatations qualitatives similaires.

Avec des hypothéses semblables & celles adoptées
en [5], nous développons dans la suite un
méthodologie différente, afin d'estimer la
dégradation appportée par la quantification, non
seulement au niveau du bruit de sortie de
l'algorithme, mais aussi au niveau du bruit existant
sur le vecteur des coefficients, ceci dans le but de
nodéliser plus facilement les régimes blogqué ou non
blogué de l'algorithme.

I1 METHODOLOGIE DE L'ETUDE

Considérons l'aigorithme donné par (1) :

web) Q@ leper oy

W far A) =
dang leque
pe

ve IS

a 0L
S0ous  une hypouheae de non débordement peut &tre
ous la forme (2
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Wa (M-l/‘\ = Ewéﬁ-*ﬂ r\—
Si nous =notons le vecteur coefficient
produit  par l'a;éor;thmp Gui “ravaillerait en
précision infinie , la récurrence sur \Nh\s'eﬁrln

o
a [
Wlit) = WY« 2HE) K

~ (3
ou C(h) est l'erreur en précision infinie.

On peut mettre en évidence au niveau du vecteur
de filtrage daux types d'erreurs différentes

M&Q(u+4) o@¥ =

[g@“) _N,,';l [W (wad) . {\“:1 1%)’_&']“’)

L'scart gqui existe & une étape de calcul donneée
entre le vecteur coef ient quantifié et le vecteur
de Wiener, est donc la somme de 1'écart du vecteur
coefficient non guantifié, obtenu & la méme éiape de
calcul par le méme algorithme fonctionnant sur les
mémes données {(non quantifiées), avec le vecteur de
Viener, et de deux termes 4'erreurs

terreur [_\"/Q (\«M %*‘j est un
Q E“’A“A] - ___M14

orme (Wi - W

les deux vecteurs

~ le premier typs &
simple terme d'errsur d'arrondi

a1

le deuxiéme type d'errsu
est la différence gqui exis
W(n“) et W(\-44)

vJ@d étant généralement un vecteur quantifie beaucoup
plus finement que Wo[wst) .

Whllétant le vecteur obtenu par le méme algorithme
foncticnnant avec les mémes données, mais en
précision infinie.

L'objet de 1'étude qui suit est de faire
l'analyse de ces deux effets, on s'interessera au
calcul des deux premisrs momenis du veuueur[W(ud ,a
De cette analyse on déduira le uomHoLtemenv
l'erreur guadratique moyenne .
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II1 ETUDE COMPLETE DU REPORT DE L'ENSEXBLE DES
BRUITS DE QUANTIFICATION

Yypothése 1 : On sSuppose que les seules
multiplications introduisent des erreurs, on Suppase
qu'il n'y a pas dépassement et que les additions
n'introduisent pas d'erreur.
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Hypothase 2 : 0On suppose gue tous les bruits
de gquantification sont indépendants entre eux, soni
indépendants avec toutes las autres variables da
ltalgorithme, sont indépendants composante a
composante.

Hypothése 3 : Les doanées x{n) et d{n) sont
suppaseeaA stationnaires, de plus les composanteas
z{n+tl-j> = Xi(w) du vecteur _le gont indépendantes

entre elles.

Hypothése 4 We,
@3t indépendant de X‘Q . Cette hypothése semble
raisonnable, - ire

conduire lez

1 ==

L=

coefficients

bruits ayant pou rig 3

données ou d fguantificateur Qdy, par ¥ un bruit

de quantification de l'erreur (quantificateur Qe:}
Crm e T a1 e L
Zoit i'algorithme

avec
Qc  dasignant lz quantificatesur agissant sur les
coefficients [Bc bits]

Q4 dasignant lz quantificateut agissant sur les
données [Bd bits]

Qe désignant le quantificateur agissant sur 1'erresur
[{Bc ou Bd bits:

by

qué

ia m

sort

douze bits sont adoptes paur dlsc
d'entrée,

Analysons tout d'abord l'effast du quantificateur
Qe, l'erreur gquantifiée s'écrit dans (5> :

o) = Q [duls) - O[]

Comme Bz) Bd
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Au  niveau de (7}, i
hypothéses sur la structu
scalaire

.1 nous faut faire des
re de calcul du produit

Hypothese dite de double précisica :

Si 1'on suppose que tous les produits de

Wi ). @ LX) sont effsctués en "double
précision”, la somme étant quantifiée sur Be = Bc
bits ou Be = Bd bits , (7) s'écrit alors :

ﬁq("’\) = AQA («o\) - w;:._(w)(?,([)_({:a ¥ Y(\«) &)

501t

eQ(‘\) = d("\) + PJ‘L(“) WQ( I;X(“ l‘a—l X(«) 9)
donc ’

— T -
eq (M) = (_0\ (V\) - V_QQC(»\) Xlwﬂ - i\/Qc(u) l’a(h)+(’:t(\),‘{pj<1o>
Avec les définitions suivantes :

Ey[w) est le vecteur des arrondis d'erreur sur le
vecteur X(w) quqnt1¢1e sur By bits.

&ﬁ(“) est l'erreur d'arrondi sur les donneées d{(n)

quantifiées sur Ba bits.
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: K(v\) est 1l'erreur d'arrondi sur la somme
résultant du produit scalaire wl(..),)_(l«) quantifiée sur
B.. bits. -

Hypothése dite de simple précision :

Si_1'on suppose que tous les produits de
W{c(\). QA [E(uﬂ sont quantifiés sur Bec bits, la

somme étant quantifiée sur Be = .Bc bits ou Be = Bd
bits, (7) devient :

N
o) = dog) - Mo QLX)+ 2 X ()

. an

soit _ N

E’Q (_‘«) H 0\(‘\) ¥ B.,_(u) - \_K_)Qc (v\) [)_((V\) 4 E(‘\v\) + -iZ_-« Y:[-\) az)

o ) = [Ale) - W X)) - waelw) b)) a®
Avec les définitions suivantes : Jé n(“)

f}(ﬂ) est le vecteur des arrondis 4'erreur sur le
vecteur _ (») quantifié sur Bd bits.
ﬁ,ﬁd est l'erreur d'arrondi sur les données d(n)
quantifiées sur B. bits.
X:(u) est l'erreur d'arrondi qui entéche chacun
des N produits constituant 1le produit scalaire,
chacun étant quantifié sur B. bits.

I1I-2) CALCUL DES EQUATIONS DE RECURRENCE SUR W

Posons : )
w2 @ [{H Qd [).((“ﬂ 2 (‘*_)] as

Sous les hypothéses habituelles faites sur les
quantificateurs il vient :

“a oz 2 K [_?_((“)4— ﬁ,(nﬂ.%[«-\) +X) as

f(f"‘) étant le bruit d'arrondi sur les coefficients.

Si nous plagons sous  1l'hypothése  double
précision, il vient en reportant (10) dans (15) ;

u, =< f* LX("“ ’i 2op} (V\) - A__V‘U_;c (v\) )_( (M)Ik
s 21 LXA] L ) - o) Bl - Wyt Db, m“)l
st I (“){ eorl ) ~AWRKE) + ¥() - dwl ) B

T
Wt B Y KLy 9O
Dans 1'hypothése simple précigion, il suffirait
de remplacer dans (167, Y(a) par Z. L)
aza

Par un jeu d'écriture relativement simple mais
fastidieux, dont on trouvera le détail dans [10], on
peut exprimer le vecteur
sous la forme récurrente :

J\A/QC (mvl) bod A A__‘QJQ[V\) + [7) + C

avec :

Pz T- 2pR6R K0 B P aghy,

17>

(5‘: LM eopt (\«Y?_((w) (19)
o2 R [V - W B B
AT w“){e,,ﬂ () 4 ¥ - 3/,,,3 B rz[u?] 4 odla) GO

Avec dans (20}, si l'on se place dans 1*hypothése
double précision :

INERS @1a)
et =i 1l'on se place damns l'pypothése simple précision
()2 Z Yala) (21b)

izt

I1I-2> ETUDE DU MOMENT D'ORDRE 1 DE d¥g

A partir de 1l'équation récurrente (17), il est
aisé [101, compte tenu des hypothéses 1,2,3 et 4
d'obtenir la récurrence sur le veoteurE[A_ﬂQ&g. soit

£ [dw@(mﬂ -1 —'4'{{ R+ fb‘ﬂql E [4_“’«»cf‘~ﬂ 22)
—— - 2tep I Wopt
Sous la condition o< M < 4y 1'équation (225
converge vers la quantité (23), qui exprime le biais
existant sur;le régime limite

) ’
1 1
E [o_\_\A/Q,_C‘*O)] z -(;,{P\-;('ts HS Wopt 23>
Dans 1'expression (22), 5}3: mesure la puissance
du bruit de quantification sur les données X(n) &t

d(n) quantifiées sur Bs bits.

I1I1-3> ETUDE DU MOMENT D'ORDRE 2 DE dVWq

Posons

—
MW‘R(“H) = dWgelart) dWalney) 20
A partir de (17), (24) s'écrit :

T T T
M\/Q (\n“} = AM\MQ(‘\\] A 4 @Awa‘(“) A

T
2 C AWE W AT 4 A dWac() D
+ &(ST “+ CBT X AOL“_IQQ{\]CT -+ P>CT+ CCT (25)

aaT
111-3-1) Btude de la quantité AMWR'A dans (25)

D'aprés (18) :

A MNQ (w\ AT - M\Nq<“) :

_ZH [ H M\uqlx) + Hug) HT]
LRY H M) HY 26)

.

avec

H:H

lip

[_XMXI) + Xl ¢ B ﬁ“‘ﬁ@ @n

On trouvera dans [10], les calculs relativement
lourds qui permettent de déterminer le terme général
de la matrice (26), soit

AR
Lo g eead) (s 2edad  ali] el

28>

siig

et pour les termes diagonaux :

£ [A M%(“)Aj (A'Ml} z

{4 CGR (e é&) i) (e G8).4 ut) o5 209

+Yl17 #Yl‘h 3 E[M"Q(“)](“‘l’{)
Les quantités = ¥y et Yip représentant
respectivement les moments d'ordre 4 des données X et
des bruits de quantification de ces mémes données.

T T
I111-3-2) Etude de la quantité BAW)A  dans (25,

D'apres (18> et (197, et en  supposant
1'orthogonalité entre 1l'erreur de Wiener et les
données X(n), on a :

E [&J_MQT(“) R_T] = E[A dwa("‘)&q: O 30>
111-3-3) Btude de la quantité CAWR) A dans 25)

D'aprés (18) et (20>, on peut montrer que les
termes non nuls de E[C dwgl) R1_]fi,')) sont proportionnels
a Core (AWM (2] Wod(j) , soit d'apres (22) a &g
on donc :

e [c awie) 1] € [hdwacT]o0

-
111-3-4) Etude de la quantité BB dans (25)

D'apres (19) : 1
T .
E[(srs_]:t‘rt fun R 32>

+
11I-3-5) Etude de la quantitée C B dans (25)

D'aprés (1%et 20
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[ = 4 H KX el RUR) T B 4 B
) -

T 2
LLHYD, }Tuﬁ(“))lw(uj i) y,,”s‘f“hr';(k)](sn
+ .2 M ot(~) NTeopt )
Du principe d'orthogonalité de 1'erreur de Viener
avec _f(w) et des différentes hypotheses

d'indépendance résultent 1'égalité :

£ [cr?J] - B [BCTJ = 0 (34)

t
111-3-6) Etude de la quantite CC dans (25)

D'aprés (20)
E(eeT o[ vl - wam el
‘L[(Hl E{Llr}:*‘ [L"Xﬂ (e,,;(u) + X(’“) "_'Vo-:E r&‘(\‘)) (Yl’\);%ﬂ({‘%‘){\))}&
€ [zl ' (3%)
soit ‘
ke ; T

E [QCT] qiteg Koo § R Wopt | g[\} R

LS N

! ["{LJL%»&*’g;—'Je@;&g&E (36)

111-3-5) Equation de récurrence sur les termes
diagonaux de la matrice (24} :

Dans la suite, seuls nous interesserons les
régimes limites des termes diagonaux de (24), que
nous pourrons exprimer en tenant compte des résultats
intermédiaires €29, (30, (31), (34) et (36) par :

£ [ Muglor | (4,4 =

| e (6006) o 2 (667 + 'l 684 S
(o red) - 1{B-4) (&84 6) L fmen) casale ({o®)
111-4) REPORT SUR L'ERREUR DE SORTIE

Ecrivons 1'erreur de sortie de l'algorithme :

eln) = dl) - Qe [Whe ) Xd () a7

s0it encore

elv) : AG) - Whel) LZJ(‘Q (38)
o) = dbe) - wheb) (XDt ek @9
avec YQW\ donné par (21a) ou (21b) suivant

1'hypothése double ou simple précision dans laguelle
on s'est placeé.
(39) s'écrit aprés quelques manipulations :

1) = Cogho) - AWZele) [X) 1 B3] - Woy B +16keo)

L'erreur quadratique moyenne de sortie de

1'algorithme est alors donnée par :
(] -Gt + ELA0 et 501
b € (BT Mgkl B 4 (Wops) Yoy 6 @b
En développant (41) il vient :
ELo] s Gur o[Z Muhiba)) (61 &)

1 \WW;\L g'r:' + {’\‘7'/ 42>

En reportant dans (42), 1l'équation (36) on peut
écrire le régime limite de l'erreur quadratique soit

£ fe 4 MRS Gom
A ,;0/6;_
1 T
0 { s e ]l
A4 - D/
+ or#llff& +(Y1‘ /e -

avec
D = ({4 a) 1w &%y

-

I1 est clair, que dans l'équation (43>, =i l'on
raisonne sur un méme nombre de bits pour les données
et les coefficients la dégradation majeure est
apportee paptla quantification des coefficients, le
terme g€*/4 K") /{4 - ,'D/gx}) étant trés largement
dominant devant tous les autres termes provenant de
bruits de quantification. D'autre par ce terme
d'erreur est inversement proportionnel au facteur de
gain, si bien que dés que l'on pilotera l'algorithme
par un facteur de gain plus petit que le facteur de
gain nominal la puissance de l'erreur de sortie
croitra. On trouvera des illustrations de ce
phénoméné dans [5],[6] et [7].

III-5) CONDITION DE NON BLOCAGE DE L'ALGORITHME

En l'absence de toute quantification, 1l'équation’
(36) donnerait :

.o Hblg! (45)
E: My ()] X =% j 4
&x - R (NA) e
Une condition de non-blocage de l'algorithme est
que la puissance du bruit d'arrondi des composantes

du vecteur coefficient soit inférieure a la quantiteé
,lﬁ_~§J:2:———u— (46)

45>, soit
1
6, 1
8 < . qvk.’\kl_ft)éx
Connaissant un encadrement de la valeur i~n¢ on
peut estimer la valeur minimale du facteur de gain a
ne pas dépasser, soit :

> 6L 47>

L (U-") 5114}

Si l'on applique la formule de Sheppard, (47) est
parfaitement calculable pour les applications
pratiques ( Ex : Quantification déterministe €é:3f)

42,

IV CONCLUSION

On a pris en compte l'ensemble des effets de
gquantification de l'algoritme LXS.

Scus des hypotheses simples, on a donné les
équations récurrentes du premier et du second moment
de 1‘'écart du vecteur coefficient ceurant au vecteur
de Viener.

On a exprimé une condition de non-blocage de

l'algorithme, valeur minimale du facteur de gain a ne
pas dépasser.

Enfin la valeur de 1'erreur quadratique a éte
calculée -(43)~, aprés simplification de (43) omn
corrobore les résultats donnés par (51, a 1l'aide
d'hypotheses semblables , mais avec une approche du

probléme différente. _  _ . .
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