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RESUME

La définition d'un opérateur de calcul en
temps réel qui résout 1'équation de LIAPUNOV discréte
de fagon itérative, nécessite d'étudier les diverses
méthodes d'obtention d'un produit matriciel multiple.
Aprés avoir rappelé les difféfentes structures systo-
liques pour le calcul d'un produit matriciel ordinaire
on étudie la possibilité de d&finir une structure pour
le double produit matriciel en utilisant 1'approche de

QUINTON.

Une structure systolique est définie pour
calculer un produit matriciel multiple & condition de
disposer de cellules dont l'organisation des opérations
élémentaires est-programmable. Cependant cette struc-—
ture étant mal adapt@e au calcul itératif, 1'opérateur
de LIAPUNOV sera alors constitud avec une structure
systolique permettant le calcul itératif sans réorgani-

sation des données sur les bus.

SUMMARY

The conception of a real-time calcula-
ting operator for the iterative resolution of discrete
LIAPUNOV equation requires the various methods of

getting a multiple array product to be studied. First

the different simple array product systolic architec—

tures are reminded, then the possibility of defining
an architecture for matricial product using QUINTON

wiew, 1is considered.

A systolic architecture is defined for
multiple array product if the elementary operation
sequency can be programmable. Yet as this structure
is not-well adapted to iterative computing, a conven—
tionnal cascadable systolic structure constitutes the
LIAPUNOV iterative operator, in which the data are

not reorganized on different buses.
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Introduction

La résolution itérative d'une &quation de
LIAPUNOV nécessite d'effectuer un produit matriciel
multiple. Aussi on cherchera 2 définir une structure
systolique qui réalise cette fonction. Cependant la
nécessité d'effectuer deux calculs matriciels en pa-
ralléle et de fagon itérative feront choisir une
structure cascadable. Dans ce qui suit les exemples
utiliseront des matrices d'ordre 3.

1. Produit matriciel simple.

Différentes structures pour la multiplica-

tion matricielle ont &té proposées par de nombreux
auteurs. Nous rappelons 3 titre comparatif les diffé-
rentes formes obtenues en utilisant 1'approche propo-
sée par QUINTON.

Dans une premiére &tape, il faut définir le
graphe de dépendance D en fonction de 1'&volution des
indices i,j,k et donc dé&terminer les &quations récur-
rentes. ici . csC.. € indépen~

Les coefficients alk,ka,clJ étant indépen

dants respectivement de j, i, et k, la propagation de
ces coefficients se fera alors de la fagon suivante :

c (i,3,k) = ¢ (i,j,k-1) + a (i,3-1,k) . b (i-1,j,k)
a (i’j’k) = a (isj—]ak)
b (i,j,k) = b (i-1,j,k)

Le domaine de calcul est le cube défini par

D={i,j,k | I«igN,lgjeN, 1gkcghn}

/A

Les vecteurs de dépendances sont

_ _ T

ea - (O’ 1’ 0)
T

6, = (-1, 0, 0)
T

8, = (0, 0, -1)

- Les différentes structures sont alors obte-

nues 3 l'aide des projections (tableau 1.1) :

(0,0,1) ou (0,1,0) ou (1,0,0)

pour le calcul du produit de matrices nxn.

La multiplication de deux matrices A et B w = . .
de dimension NxN telle que C=AxB se fait en calcu- projections selon les axes k,j,1.
lant les coefficients 7= (0,1,1) ou (1,0,1) ou (I,1,0)
N projections selon les bissectrices des plans
(G,%, (L,k) et (i,)).
Cig = I agy by . : .
I k=1 J m = (1,1,1) projection selon la bissectrice du trié-
dre (i,j,k).
Type d'opérateur cubique carré mixte hexagonal
(0,0,1) (0,1,1)
Projections (0,1,0) (1,0,1) (1,1,1)
(1’0’0) (1)1)0)
Nombre de cellules n3 n? 2n? - n 32 - 3n + |
2n
Nombre de ports 202 " 20 ou 3n - | hn - 2
d'entrée
n + n registres
Nomb -
ombre de ports n? n registres ou n 2n - 1l oun 2n ~ 1
de sortie
Temps de calcul d'une
matrice (transit) nT aT (2n'~ 1T (2n - DT
T = temps transit
d'une cellule
non .
Cascadable oui . . difficilement oul
sauf cas particulier
Tableau 1.1 Comparaison des différentes formes de réseau systolique
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2. Double produit matriciel

Le double produit matriciel D= A.B.C se
fait 3 1'aide des équations

N

fie=1 250y (F=4B)
1=1
.

1370 £y o
k=1
et donc N N

dG5=1 1 3y Py o

k=1 1=1

il vient alors les équations suivantes

a(i,j,k,1) = a(i,j,k-1,1)
b(i,j,k,1) = b(i-1,j,k,1)
e(i,j,k,1) = c(i-1,3,k,1)
£(i,3,k,1) = £(i,j-1,k,1) +a(i,j,k-1,1) . b(i~1,j,k,1)

d(i:jak’l) = d(i’j‘:k_]’]-) +f(iaj_],k:1) . C(i-]’j:k)l)

Les parameétres a et d ainsi que b et ¢ se
propagent suivant ia méme direction, ce qui est posst
ble puisqu'ils sont introduits dans des cellules dif-
férentes,

Le domaine de calcul est alors constitué de
deux cubes qui ont une face commune.

Les vecteurs de dépendance sont :

6, = (0,0,-1,0)"
6, = (-1,0,0,0)"
6, = (-1,0,0,0"
6, = (0,0,-1,0)7
6, = (0,-1,0,0)7

Les différentes projections appliquées per~
mettent alors de définir :

~ Soit des structures correspondant i la mise
en cascade de deux opérateurs de produits simples.

- Soit des montages particuliers plus com-
plexes tel que celui de 1la figure 2.1 ol le sens de
propagation des données et 1'ordre des opérations
€lémentaires de chaque cellule changent au cours du
calcul des coefficients. En effet, pendant la premié-
re moitié des calculs, les coefficients a se propagent
verticalement, les b restent 3 1'intérieur de chaque
cellule et 1es coefficients f=f +ab se propagent ho~
rizontalement. Durant la seconde moitié des calculs,
les b sont remplacés par les ¢ et les résultats
d=d+ fc se propagent verticalement.

Ce montage présente 1' avantage de pouvoir
réaliser le produit d'un nombre important de matrices
de ménes dimensions dans la mesure oii il est possible

. d'intervertir le branchement des entrées et des sor-—
ties de chaque cellule de calcul aprés chaque produit
matriciel tout en gardant le méme ordonnancement des
données sur les bus.

Pour les calculs itératifs,cette structure
n'est cependant pas optimale,et il sera préféré une
solution utilisant un opérateur de produit matriciel
simple cascadable.

dyy 412 43

Figure 2,1 Opérateur de double produit matriciel

3. Détermination de la structure de l'opérateur de

LIAPUNOV

Compte tenu des &tudes algorithmiques pré-
cédentes, l'equatlon de LIAPUNOV discréte est résolue
par l'équation récursive & convergence quadratique :
62T+ p

2
Cette &quation peut se décomposer en deux &quations
pour mettre en évidence le parallélisme de calcul :

2k avec PO = Q

= (2%
P @O P, .

N T
Pk+1 = ¢k Pk ¢k + Pk

Prer = Ox Oy

Les équations récurrentes sont alors :

+u

T
Iy uy s ULk-1 7 U2,k

Y2.k-1 " 1,k-1

(2) u

2,k T Y2,k-1 ° Y2,k-1

Le domaine de dépendance (figure 3.1) est constitué
de deux segments de droites paralléles {k | 1 <k <K}
ol K est fixé par le critére de convergence. On asso-
cie une cellule ronde 3 1'&quation 1 et une cellule
carrée 2 1'équation 2 pour représenter le domaine de

dépendance.

Pour définir la fonction de temps, on fait
1'hypothése que le calcul de vy i et celui de U2,k
occupent le méme temps, hypothese qui peut tougours
8tre réalis@e en ajoutant une cellule de retard.

Une projection possible est alors celle le
long de 1'axe k.
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Figure 3.1 Domaine de cal¢ul de 1'équation de

LIAPUNOV accé&léré.

ope% p

$
Figure 3.3 Principe de fonctionnement de 1'opérateur figure 3.2 ~ Définition des bus et numérotation

de LIAPUNOYV accé&léré. . . des cellules correspondant au
tableau 3.4

£ 1234567 891011 1213141516 171819 20 temps
1 3 x b t
n
1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 n 12 T2 R o x A x & 4+ +
r 3 e [ x o0 x A x t 4 + +
12 12 al3 a3 temps & 4 o x s x a + +
a 5 x 4
a3 an az2 a33 N TR
4 a2l a32 s 1 ° x ¥y t
5 a3l o 2 ° o x A X A 1
£ . 13 r 3 o [ x o & x 4 x t A
n t 4 x A x & t
t 2 bl2 b23 i 5 ° o ° x Iy +
r{b 3] bll b22 b33 S
& 4 b2l b32 1 {o o x o A % a x 1 A + 1
3 e 5 b31 2 ° 0 x o A x A x t+ B 1
s s 3 o o x o & x 4 x t A
1 ) cl3 2 4 ° o x o A x 4 x t 4 ¥
b 2 cl 2 c 33 o 5 Jo 0 x o 8 % A x t+ A + +
c3f{ cll . [ 12 < c 6 o [ x o & x 4 x 1 A +
E 4 c2 5 [ < 7 o 0 x o A x A x t 8
5 c u 8 [ o x 0 & x A x t 4 t
D P 9 {o ° X o & x A x t+ & + +
0 1 al3 a0 ° o x o & x 4 x B T
N 2 al2 a23 £ o 6 X o A x A x t o2
N a3 all a22 a3l iy ° ° x 0o A x A x t & t
E 4 a2l a32 o 13 ° ° x o & x A x t A +
E 5 a3l no14 0 ° x o & x 4 x t+ 4 +
S s 15 0 0 x 0 A x A x t & +
o] 1 b13 16 ° o % o & x & x t o8 t
rf 2 b12 b23 1741 o ° x 0 & x A x t 8 +
t]b 3 bll b22 b33 18 0 o x o0 A x A x t A +
1 /50 b2l 531 b32 19 o [} x 0o A x A x t A +
e i i i
s i | o
; 2 cl3 o3 ) i | t | o i calcul de («;51’)T
e3 cll 22 ¢33 ) . ! | x : calcul de ¢P¢T +P
15. c21 y 32 : P : | B : calcul de ¢2
c
I | t i |I + : nouveau calcul
| | ! by
. X % X calcul: i | ] : ] retards :
2 X X X | j I t ¢ P 4¢P
ol 3 X X X T
o Bl 4 X X X re .i | ' ) o o o
¢ st 5 X X X A I 1
p 6 X X X ¢peT 4 p [—"l _] |
7 X X X o
uc ! !
PE 9 X X x ¢ 2 0 0
10 X X X
T L 1 X X X P@T l 0 2
1
oL 12 X X X I
N E 13 X X X |
14 X X X I
s 15 X X X 1ére itération ] Zéme itération
16 X X X !
17 X X X
18 X X X
19 X X X

Figure 3.5 Distribution des données et

i

. . ) occupation des cellules de

Figure 3.4 Distribution des données et occupation _— PO
* des cellules d'un produit matriciel 1'opérateur de LIAPUNOV accéleré.

hexagonal.
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Figure 3.6 Structure de 1'opérateur
B iz
de LTIAPUNOV accéléré d'ordre 3

muni de ses registres de retard
et de ses multiplexeurs.

/

ﬁ

La réalisation de la cellule exécutant le
calcul de 1'@quation 1 se fait avec deux cellules he-
xagonales qui travaillent 3 tour de rdle alors que le
calcul de 1'équation 2 nécessite une cellule hexagona
le et une cellule de retard. Pour réaliser ce retard,
il est alors possible d'utiliser la cellule hexagonale
inutilisée par la cellule de 1'équation 1, ce qui don-
ne alors la forme de 1'opérateur de LIAPUNOV accéléré
de la figure 3.3 sur laquelle a &té précisé son fonc-
tionnement.

Le choix de la cellule de produit matriciel
de forme hexagonale (figure 3.2) est justifié par la
possibilité de cascader ce type de cellule sans pré-
caution compte tenu de la propagation des donnges qui
conservent leur ordonnancement pendant tous les cal-
culs.

Une &tude plus approfondie nous améne 3 pré-
ciser la distribution des données sur les différents
bus ainsi qu'3 déterminer le fonctionnement des cellw
les dans le temps (figure 3.4) pour une cellule de
structure hexagonale. On constate alors que le bus de
données et les cellules €lémentaires travaillent au
tiers de leurs possibilités, c'est-ia-dire qu'il est
possible d'exécuter trois produits matriciels diffé-

rents dans la méme cellule hexagonale (figure 3.5).
L'opérateur de LIAPUNOV se réduit alors & 19 cellules
€élémentaires, de deux ensembles de cellules de retard
sur les sorties de ¢ et de ¢P, et de trois sélecteurs.
Ces derniers permettent de choisir sur les bus d'en-
trée soit les matrices ¢ et P qui intervienment dans
le calcul d'une itération, soit la matrice ¢ qu'il
faut élever au carré pour l'itération suivante. De
plus ces sélecteurs évitent les circulations parasi=-
tes des matrices et emp8chent en conséquence des conw
flits sur les bus (figure 3.6).

I1 est & noter que l'avantage obtenu en mi-
nimisant le nombre de cellules &lémentaires 2 19 est
compensé par deux temps de calcul supplémentaires par
itérations.

Conclusion

I1 a été défini une structure systolique
permettant de calculer plusieurs produits matriciels
i condition de disposer de cellules Elementaires de
calcul dont on peut programmer l'organisation des opé-
rations. Cependant cette structure désorganise 1'ordre
des coefficients de la matrice résultat et domc est

"difficilement utilisable pour du calcul itératif.
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