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RESUME

On s'intéresse au calcul du vecteur gain de Kalman
asymptotique dans
modéle invariant et bruits stationnaires. Les
sions de 1l'état étant é&levées, il faut trouver des
méthodes rapides pour résoudre 1'équation de Riccati

algébrique. On

un probléme d'estimation avec un
dimen-

compare deux méthodes possibles: une
méthode de factorisation du type Chandrasekhar et une
meéthode de partitionnement du type doublement. Dans le
cas d'une observation scalaire, les méthodes de factor-
isation de Chandrasekhar sont plus rapides que celles
de partitionnement dés que la dimension de 1'état est
élevée.
tions initiales peut &tre compensé par 1l'utilisation de
méthodes de Chandrasekhar duales. Malgré 1'augmentation
du volume des calculs que cela entraine, la comparaison
reste toujours & leur avantage pour des systimes de di-
mensions importantes tels que ceux que 1l'on rencontre

en restauration d'images.

Leur manque de robustesse vis & vis des condi- -

SUMMARY

We are interested in the fast computation of the

steady-state or asymptotic gain of a Kalman filter,

used in a recursive and suboptimal estimation proce-
dure. The dimension of the state being very large, so
must we find a faster technique than the direct resolu-
tion of a Riccati equation to compute the asymptotic
gain. Two possible methods are compared here: one is
the factorization method of Chandrasekhar-type, and the
other the so-called partitioned method. The factoriza-
tion method runs better than the partitioned one for a
scalar observation and a high dimension state, which is
a situation often encountered in 2D image restoration.
Chandrasek—

initial conditions, we

In order to be able to efficiently use the
har equations with arbitrary
have developped the discrete dual Chandrasekhar equa-

tions for the change of initial conditions.
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INTRODUCTION.

Considérons un probléme d'estimation d'état stan-
dard, fondé sur le modéle suivant:
Xig1 = Fxy o+ Guy (1)
y; =Hx; +b;, i=1,2,... (2)
ol

u; Qoo

¥* * *

E fbst (uj,b5,%1) = JORO |8, (3)

Les matrices F, G, H, Q et la matrice de covariance

a priori P, sont supposées connues,constantes, et les

vecteurs x,, y; et u; sont de dimension n, m et p res-
pectivement. Le gain de Kalman nécessaire a une estima-

tion optimale et récursive de 1l'état x est:

= * * -1 _ *rpey-l ey-1
Kgi = FPH (HPiH + R) = FP;H (Ri) = Ki(Ri) (4)

Le calcul de ce gain est associé & 1la résolution
d'une équation aux différences de Riccati:

) - *
P, = FR,F" + 6a6™ - K, (RS)~1K] (5)

décrivant la dynamique de la matrice de covariance de
1'erreur de prédiction:

A ~ *
Pion = El(xipy = Ri,100) (i1 - Ria)s))

L'importance de ces équations de Riccati a &té mise
en évidence dés les premiers travaux de Kalman et Bucy.
De nombreuses études ont été effectuées par la suite,
cherchant & obtenir des solutions stables et, si possi-
ble, de maniére rapide. Dans beaucoup d‘a?plications on
se contente d'une solution asymptotique de 1l'équation

de Riccati, suffisante pour une mise en  oeuvre
sous-optimale du filtre de Kalman avec un gain con-
stant. L'avantage réside évidemment dans la diminution
calculs.

du volume des Le but de cet article est de

comparer deux méthodes possibles pour calculer le gain
de Kalman asymptotique dans un probléme de grandes di-
mensions comme, par exemple, la restauration
d'images [1,2].

Parmi les études consacrées a
l'obtention du gain de Kalman asymptotique [3-16], on
peut distinguer les méthodes itératives [6-14] et 1les
méthodes non itératives [15,16]. Ces derniéres consis-
tent & résoudre une équation algébrique par calcul des
vecteurs propres du Hamiltonien, ce qui
résoudre une équation de degré 2n.
méthodes est rapidement limité lorsque la dimension n
du systéme considéré devient élevée. Devant traiter des

systémes

trés nombreuses

conduit &

L'emploi de ces

de grande
méthodes itératives.

dimension, on s'intéresse ici aux

Bien entendu, le calcul du gain asymptotique pour-
rait se faire directement par itération:

P = lim Py, (6)
i~-> o

et le gain asymptotique serait alors donné par:
K = FPH" (HPH"+R)™1 n

Mais le calcul direct de (6) & 1l'aide de (5)
nécessite trop d'opérations arithmétiques. On est donc
amené & utiliser des méthodes rapides qui exploitent la
constance des matrices F, G, H, Q, R et Py

ALGORITHMES DE CHANDRASEKHAR.
Remarquant que la dimension (n,m) de Ky est
celle de P;: (n,n), cette

s

généralement inférieure a
différence étant maximale si 1l'observation est scalaire
(m=1), on voit que 1l'on a intérét & manipuler, & chaque
récursion, la variation de K; défini en (4) plutdt que
de calculer P; en résolvant complétement 1'équation de
Riccati. L'invariance et la stationarité du systéme (1)
et (2) nous permettent de factoriser la matrice &P; de
variation de la matrice de covariance:

5P; = P; - Py_; (8)

sous la forme:
*
8Py =Yy qMy_3¥5. (9)
De la méme maniére, en définissant §K; = K; - K;_,

que le gain de Kalman peut &tre calculé paf‘
les équations de Chandrasekhar suivantes [17]:

on montre

Y, = [F - k(RO Y, (10)
My o= Mg o+ MyYTHT(RS)TIHY, M, (11)
RS,y = RS + HY;M,Y]H" (12)
Ki,1 = K; + FY;MYIH (13)

Bien que Pi n'apparaisse plus dans ces équations,

elle peut cependant " &tre calculée 3 chaque récursion

par:
* ¥
Pisr = Py + Y3M;YH

Les valeurs initiales de«(12) et (13) sont aisées &
trouver:
K, = FP.H" et RE =R + HP_H (14)
1~ "' 1 - b's
Mais celles de {10) et
calculs préliminaires. Soit:

(11) nécessitent quelques

* * e\=1,% *
8Py = FP,F + GQG™ - K (RY) ™K - P, = Y MYy (15)

La matrice M; est une matrice de signature de di-
mension (r,r) ol r est le rang de 4P; qui vérifie dans

de nombreux cas particuliers [17,22]:

r < min (n,m) = min(n,1)




713 L\/

COMPARAISON ENTRE METHODES DE FACTORISATION ET METHODES DE PARTIONNEMENT.
APPLICATION A LA RESTAURATION D'IMAGES.

DU XUE-CHENG, D. SAINT-FELIX, G. DEMOMENT

SR

Dans telles que la
déconvolution en ligne, la restauration sous-optimale
ete...,
conditions ,

beaucoup d'applications

1l'observation est
le rang r est égal & 1, et le
nombre total d'opérations arithmétiques &  chaque
1l'algorithme de Chandrasekhar est donné

dans le tableau suivant.

d'images, scalaire [1,2].

Dans ces

récursion de

Tableau I ( n=dim(x;), m=1) .

Termes opérations

add. mul.
HY; n-1 n
FYy n(n-1) 2
¢q.(10) n n+2
¢q.(11) 1 3
éq.(12) | 1 1
¢q.(13) n » n
total nl+2n+l n2+3n+6

Le nombre total d'opérations élémentaires &
itération est donc:

chaque

N, = (n? + 2n + 1) add. + (n® + 3n + 6) mul.

Supposons que Tc représente le nombre d'itérations
nécessaire pour atteindre le gain asymptotique défini
par [{8Pp, Il < £llPp.l] od & est fixe &

nombre total d'opérations arithmétiques nécessité par

priori. Le
cet algorithme est donc:

Np = Tc[(n2+2n+l)add. + (n2+3n+6)mul. ) (16)
¢

ALGORITHME DE PARTITIONNEMENT .

Cette méthode utilise
systéme (1) et (2) est invariant. On cherche & calculer
P(2k) a4 partir de P(25"1) au lieu de calculer
séquentiellement P(0), P(1), P(2)...( P(k) dénote dans
ce paragraphe la matrice de

également le fait que le

covariance & 1l'itération
k). On utilise pour cela le fait que la solution de
1'équation de Riccati algébrique peut &tre obtenue &
1'aide de la solution d'une équation linéaire (Hamilto-
nienne) du type A = @A =q)kAo, de dimension 2n, A&
partir de laquelle on a immédiatement une solution dou-
blée AZK, En effet le calcul de la matrice de
tion ¢FK
longueur de 1'itération courante k [11]. Cette méthode
peut aussi &tre développée avec une approche trés
différente [18,19] utilisant la théorie de la propaga-
tion. Nous

transi-
=aﬂ(¢k se fait en doublant & chaque fois la

utiliserons par 1la suite les expressions
Lainiotis [13,14], qui
d'un

générales de présentent des

avantages lors changement des conditions initi-

ales. Elles sont données par [1h4]:

p(2k*1A) = PO(QKA) +‘F°(2&A)[I+P(2kﬁgo (2‘&)]-1-
CINTACS) Q7

ot les parties nominales Po(.), w(.) et Oo(.) sont

calculées par:

P, (2K*A) = B (2%0) + w (2T + P (2Ka)o (2XA) 11,
Po(2Ka)wy(2ka) (18)

Yo(25+1A) = w (2N (T + B (2¥n)0,(2Ka) 17 eh(2%0)  (29)

0,(25*1a) = 0,(25A) + W (KA [T + B (2KA)0, (2KA)]7L.

Po (20w, (20) (20)
pour k=0,1,2..., et ol Aest 1l'intervalle de base.

Les initialisations de (17-20) sont triviales:
P(1)=Py,, w,(1)=I, Oo(l)=0 et Po(1)=0. Mais celles de

P(A), (), 0,(aY et P(A) nécessitent la
résolution directe de:

v (i) = [I-K (1)H]FE (i-1) avec ¥, (1) =1 (21)
0o(i) = 0g(i-1) + @i(i-1)F H'P3 (1 ]i-1)HFY (1-1),
0,(0) = 0 ° (22)
P (i]i-1) = FP,(i-1)F" + Q (23)
Ko(1) = Po(111-1)H'PEL(114-1) (24)
P,(i) = [I - Ko(i)H]PO(i|i~l) (25)
on(ili—l) = HP (i|i-1)E" + R, i=1,2...,A (26)

Tableau II

Termes opérations

add. mul.
P(.)0,(.) (n34n?)/2 (n3+n2) /2
[1+P(.)0,(.) 17t 0(n?) o(n?)
&q. (17) n? (n34n2) /2 +2n3
P (.)0,(.) (n3m?)/2 (n3+n?)/2
[1+4P,(.)0 ()]t 0(n?) 0(n2)
w () [1+P(.)0 ()] | n3 n3
éq. (19) n3 n3
[1+P(.)0 () 17IR, (L) | (n3m®)/2 (n3+n?)/2
éq. (18) n2+2n3 2n3
éq. (20) (n3+n2) /2
total 6n3+4n2+0(n?) | 8n3+2n2+0(n?)
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Pour simplifier les initialisations, prenons A=l.
La solution P(2K)

calculée & 1'aide des parties nominales P_(.), 0,(.) et

de l'équation de Riccati peut &tre

¥,(.), et la convergence de P(Ek) est quadratique [11].
Prenons ici la méme matrice de covariance initiale
P(O):Px qu'avec l'algorithme de Chandrasekhar. La solu-
tion P(Qk) coincide alors exactement avec la solution
P; obtenue par l'algorithme de Chandrasekhar & i=2%. on
peut espérer qu'aprés Tp=Log2(Tc) itérations, la solu-
tion P(QTP)

gence précédemment définie. Le

vérifie également la condition de conver-
nombre d'opérations &

chaque itération est alors donné dans le tableau II.

ce tableau 1les calculs
P(.), Po(.) et 0,(.)
sont symétriques, alors que la matrice ?5(.) ne

Remarque: On a négligé dans

d'initialisation. Les matrices

pas. La multiplication de deux matrices symétriques
nécessite (n3+n2)/2 opérations. Il faut aussi noter que
l'inversion de deux matrices dans (17-20) nécessite &
chaque fois O(n2) opérations, puisqu'elles sont aussi
symétriques. Le nombre global d'opérations élémentaires

est donc finalement:

Np = T,[(8n3+20240(n?))mul . +(6n3+kn+0(n?) )ada. ] (27)
p

COMPARATSON.

La comparaison entre les deux algorithmes est dif-
ficile & faire dans le cas général, car le nombre glo-
bal d'opérations nécessité par chacun des algorithmes
dépend de la dimension de l'¢tat n et du nombre
d'itérations T, (ou Tp) nécessaires pour atteindre 1la
solution dite asymptotique. En se limitant aux seules
multiplications, on peut évaluer le rapport A du nombre
total d'opérations arithmétiques demandé par
l'algorithme de Chandrasekhar au nombre total demandé

par l'algorithme de partitionnement:

2
T.(n“+3n+6)
A= A(Tc’n) = Logz(Tc) (8n3+2n£+0(n3)) (28)
qui peut s'écrire plus simplement si n est grand:
£(Tc)
A= —— (29)

olt £(T,)= T./(8Logy(T.)), est une fonction monotone
croissante de To. Pour que la comparaison ait un sens,
il faut encore que T. soit une puissance entiére de 2:
To = 2k. La question qui se pose immédiatement est la
sulvante: pour quelle dimension fi du systéme y-a-t-il
méme volume de calcul pour les deux méthodes? Si k = 5,
on trouve d'aprés (29) que fi est &gal & 1. Si k = 10, &
est égal 4 1 ou 2. Si k = 15, c'est-a-dire si T.=32768,
alors A=273. On voit donc que A est inférieur & 1 dés
que n>fi(k), 1l'algorithme de Chandrasekhar est alors le
plus rapide.

Inversement, si on fixe la dimension fi (qui est
connue & priori), par exemple fi=2000, il faut au moins
2% iterations (ici k=19 et donc To= 219 524288) pour
que la méthode de partitionnement soit aussi rapide que

la méthode de Chandrasekhar. Dans les applications pra-

l'est

tiques, on constate que le nombre d'itérations
nécessaires est du méme ordre de grandeur que la dimen-
sion du systéme [21,22], soit T, = gfi et 1>1000, avec
2¢q<10 selon le critére de convergence. Dans ce
A(T,, )
clure que l'algorithme de Chandrasekhar est plus rapide

1l'algorithme de partitionnement dans le cas retenu

cas,
est toujours inférieur & 1. On peut donc con-

que

ici d'une observation scalaire. Ceci nous améne & nu-

ancer l'affirmation de Lainiotis [13] selon laquelle
les méthodes de partitionnement sont toujours plus ra-

pides que la méthode de Chandrasekhar, méme lorsque

celle-ci est & son maximum d'efficacité. Ceci n'est

eventuellement vrai que si la dimension de l'état est

faible (c'est-d-dire si n<fi pour k fixé).

EQUATIONS DE CHANDRASEKHAR DUALES DISCRETES.

méthodes
d'un changement des conditions initiales pu-

Les sont robustes

vis-a-vis

de partitionnement
isque l'initialisation peut se faire avec une matrice
Pyr quelconque. Par contre, pour que les équations de
Chandrasekhar soient intéressantes, il faut choisir des
conditions initiales particuliéres conduisant & un rang

faible pour 1'incrément 5P5. Cette restriction peut
étre une géne dans certaines applications. Pour
remédier & ce défaut, on peut utiliser des équations

dites de "Chandrasekhar duales" développées dans le cas
continu par Ljung et Kailath [20] et dont 1la version
discréte de [19] est détaillée
dans [23].

L'idée de base consiste & décomposer la matrice de

développée & partir

covariance initiale correcte P, en deux parties Py et
8Py avec:
Fyr = Px + 6Py (30)

choisies de telle fagon qu'avec P seule on puisse

X

utiliser au mieux 1'algorithme de Chandrasekhar. Le

gain asymptotique correspondant est noté K,, alors que
K est le gain effectif recherché. Définissons:
aKgi = Kgi - Kogi (31)

ol Kgi = Ki(Rie)'l est le gain généralisé obtenu & 1la
iéme itération avec la condition initiale correcte P
et ot K

dition

xr?
_ e y-1 s
= Koi(Roi) est celui obtenu avec la con-

incorrecte Py
Chandrasekhar duales discrétes (voir annexe):

ogi

initiale On a les équations de

8Kgj = #(i+1,1)8PMy(1,1) (R,)™T (32)

Mo(ivl,1) = [M(1,1) + Mo(i, 0¥, Mt - (5,1)y, )72,
No(1,1)}F (33)

Mo(1,1) = H avec dim(M(.,.)) = (1,n)

No(i+1,1) = Ng(1,1) - iMa(i,1)(R.$) ™M (1,1) (34)

No(1,1) = 0 avec dim(Ny(.,.)) = (1,n)

F=F(I+pPu"H)™ (35)
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A partir de 1'équation (32), on obtient &

1'itération T,:

* -
8K po = $(Te+l,1)6BMS(Te, 1) (REp,) ™ (36)
ol l'indice Te représente le nombre total d'itérations
défini plus haut. M3(T.,1) dans (36) peut &tre calculd

par application répétée de (33-34) et le nombre de cal-
culs & chaque itération est donné par le tableau III.

Pableau IIT { n = dim(x;) )

opérations
Termes add. mul.
N, ()Y n-1 n
Mo (L)Y n-1 n
éq. (33) 02+l ne+n+3
¢q. (34) n n+l
total n2+3n-l nZelns

Le calcul de ¢(T,+1,1), qui est la matrice de transi-
tion de (F—KgiH), est un peu plus compliqué. On a:

B(T+1,1) = ¢y (Terl,1) [I-(Py —P W (To+1,1) 17 (37)
ol wo(.) peut se calculer par:

Wo(i+l,1) = W, (1,1) - My(i,1)(R,$) MM (1,1) (38)
Répétant (38) de on trouve

Wo(Ta+l,1). Le calcul de cette é&quation & chaque
itération nécessite n(n+l)/2 opérations. On définit:

i=1l Jjusqu'a i=T, ,

_ _ -1 * e -1
Y= [T - 8Pl (Ted, 1) ]70Po(Te, 1) (RGp ) (39)
Y est un vecteur de dimensions (n,l), et le calcul de
(39) nécessite en général O(n3) opérations. Nous avons
d'aprés (36):

aKch = $5(Te+1,1)Y (ko)

et nous trouvons finalement:

sKgi =(F - KogiH )aKgi—l avec 5Kgo =Y (41)
Le nombre d'opérations élémentaires 4 chaque

itération de (41) est &gal & n2.

Le nombre total d'opérations élémentaires nécessité
par ces équations de Chandrasekhar duales discrétes est

donné par:
Nog = Tc{(n2+hn+h) + 0.5(n+1l)n + n2] + o(n3)

= T.(2.50%+k.5n+k) + O(n3) (42)
Remarque: L'utilisation de 1'équation (39) dont le vo-

lume de calcul est proportionnel & O(n3), ne se fait

qu'une fois. Dans le cas d'une matrice de covariance

initiale P,,. quelconque, il faut done, pour pouvoir
comparer les deux méthodes de calcul rapide du gain as-
ymptotique, rajouter le nombre d'opérations nécessitées
par l'emploi d'équations de Chandrasekhar duales. On

obtient ainsi:

T, (n2+3n46) + T_(2.5n%+k.5nek) + 0(n3)

Ap(To,n) = Logs(T,) (8n3+2n=+0(n°))
’ 0(n3)
= A(T,,n) + Tog,(T,) &n (43)
On voit donc d'aprés (43) que les conclusions
données dans la section précédente restent valables si
T, est grand devant 1l'unité.
CONCLUSION.

Lorsque le systéme est invariant et stationnaire et
que 1'observation est scalaire, pour calculer le gain
asymptotique de Kalman en partant d'une condition ini-
tiale P, quelconque, 1'algorithme de Chandrasekhar est
toujours plus rapide et plus aisé & mettre en oeuvre
que l'algorithme de partitionnement pour des systémes
de dimension importante. Ce résultal a &été utilisé pour
calculer le vecteur-gain d'un filtre de Kalman asympto-
tique développé rapide

d'images {(voir réf. [21]).

pour la restauration

ANNEXE.

Equations de Chandrasekhar Duales Discrétes.

Par définition: Kgi=xi(R§)’1, Kogi=Koi(R§i)“l, ol

Kgi correspond au gain calculé avec la condition initi-

ale P ., et ol Kogi correspond & P,. Définissons:
SKgi = Kgi - Kogi (A1)
on a:
* ey-1

sxgi = (F—KgiH)aPiH (Ry5) (a2)
ou: 8Pi1 = Piyy - Poislr En remarquant que:

e _ pe _ pe _ * _ _
8RS =R} - RS =HOPH , et P, =P; - 8P;
on peut démontrer [23] que:

. *

8P;,1 = (i+1,1)8P,8(i41,1) (A3)

ot ¢(.,.) et ¢b("') sont les matrices de transition de
(F-Ky ) et de (F-KouiH)

ogi respectivement. L'équation
(32) en découle:

SKgy = (F-KggH)$(1,1)8PM(5,1) (R ™ (Ab)
avec ici:
Mo (i,1) = Ho,(i,1) (a5)
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On a [19] les équations de propagation rétrograde
et directe:
$o(i+1,1) = (1, 1)[T - QW (1,1)]7IF (46)

od: Q = YyMy¥Yy , F = F(I+pua)t

Wo(i+1,1) = Wo(i,1)

- (i, DHH(R + Py H'H) Lo, (1,1) (a7)

En multipliant (A6) par H & gauche et en définissant :

No(i,1) = YiWo(i,1) (48)

on a:

Mg(i+1,1) = [Mg(1,1) + No(i,1)¥y (M1 - Ng(1,1)¥7) 7t
No(i,1) IF (A9)

No(i+1,1) = No(i,1) - YM1(1,1) (R,S)™MM,(1,1)  (AlO)

Wo(i+l,1) = Wo(i,1) - Mo(i,1)(RS) ™M (1,1) (A11)

et 4'

tion

@(i+1,1) = ¢, (i+1,1)[I-(Py~Py )W, (i+1,1)]17F

(2]

aprés 1l'équation (7) de [19] la matrice de transi-
pour les conditions initiales est donnée par:

(A12)
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