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RESUME

On considére la poursuite d'une phase ¢, va-

riable au cours du temps, par une boucle de phase adap-

tive du type @41 = 9k + Ay ol A est le gain (positif)

de la boucle, et Ay un incrément 1ié & 1'erreur de pha-

se en sortie de la boucle. La phase variable ¢ affec-
te multiplicativement un signal complexe ay aléatoire
mais connu de puissance A et l'observation est en ou-
tre entachée d'un bruit (complexe) additif by de puis-
sance B. Le signal d'erreur ey qui contréle la boucle

de phase inelut donc 1'information ak(e‘]<1>k - &%) sur
1'erreur de phase, mais aussi le bruit by. La boucle
est concue pour minimiser 1'erreur £ = E(|eg|2), passé
le régime transitoire d'initialisation. Pour cela on
utilise classiquement pour Ay le gradient stochastique
de |ex|2. Les performances de cet algorithme dépendent
du rapport signal sur bruit A/B, mais aussi de la
puissance d2 des variations temporelles di = P - O
de la phase a poursuivre.

Dans le présent travail nous démontrons le dé-
couplage de l'erreur € en deux termes indépendants,
1'erreur de fluctuations, due au seul bruit by et pro-
portionnelle & A et l'erreur de retard due seulement
aux variations de phase di et qui décroit si A croit.

Nous montrons que le fonctionnement de la bou-
cle, caractérisé par son gain optimal Agpt et son er-
reur minimale €pip, est entiérement déterminé par le
paramétre y = d(A/B)2 que nous avons dénommé degré de
non stationnarité. Le cas le plus intéressant est ce-
lui des variations lentes dans lequel y est trés infé-

rieur a 1.

Nous effectuons une étude comparative de 1'op-
timisation de la boucle & partir de deux modéles dif-
férents pour les incréments de phase di : un modele
déterministe qui décrira bien la dérive de fréquence,
et un modéle aléatoire centré mieux adapté & la gigue
de phase. Les deux modgles conduisent a un gain norma-
lisé AAgpt fonction croissante du seul degré y de non
stationnarité. La dépendance est respectivement en
y et en y pour le modele déterministe et pour le
modéle aléatoire. Ainsi le choix du gain doit-il étre
beaucoup plus grand pour une phase déterministe que
pour une phase aléatoire. L'erreur €pjn qui en résulte
est elle aussi tr&s supérieure. On peut en conclure
que le moddle aléatoire centré pour les incréments de
phase est en général trop optimiste.

* GRECO CNRS Systémes Adaptatifs en Robotique,
Traitement du Signal, Automatique

SUMMARY

The tracking of a time-variable phase &) using
an adaptive phase-locked-loop of the kind @1 = @ +
Ay is investigated, ‘A being a positive gain and Ay
an increment that depends on the phase error at the
loop output. The phase &, is a multiplicative noise
on the observation of a random complex signal ay that
is known but suffers also from an additive (complex)
noise by. Thus the error signal ey controlling the

loop includes both a phase information ak(e‘]q)k - &%)
and that noise by. The loop is designed to minimize

e = E(]eg]2), once it has reached its steady-state.

For this sake, one uses the classical stochastic gra-~
dient of |ek|é.
depend upon the ratio A/B, where A = E(iak|2),

B = E(|bk|2), but also upon the power d? of the in-
crements dy = @1 - @ of the phase to be tracked.

In the present work, we prove that the error ¢
is decoupled in two independent terms, the fluctua-
tion error originating solely in the noise by, and
proportional to A, and the lag error due solely to
the time variations dy and decreasing as A increases.

We show that optimization of the loop (Xopt
and Emin)lis characterized by the single parameter
y = (A/B)2 denominated "nonstationarity degree'. The
most interesting case is "slow-variations" where
y << 1.

We establish a comparison between two diffe-
rent models for the phase increments di : a determi-
nistic model that describes frequency-offset and a
random zero-mean model that is suitable for phase
jitter. Both models yield a normalized gain Axopt
that is increasing w.r.t.+the nonstationarity degree:
it is in y2 3 and in y for the deterministiec and ran-
dom models respectively. The main conclusion is that
the gain choice should be much more cautious for de-
terministic phase, resulting in a much larger €pin,
and that the random zero-mean model is, generai&y,
far too optimistic.

This algorithm has performances that . -
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I. BOUCLE A VERROUILLAGE DE PHASE NUMERIQUE

1.1. Le probléme de la poursuite d'une phase

En traitement du signal, et particuligrement en
communication, par exemple pour des problémes de syn-
chronisation [1], [2], il est fréquent d'avoir a esti-
met une phase variable @y, ol k est le temps (discré-
tisé). En général la phase ¢ affecte multiplicative-
ment - par 1'intermédiaire de el k - une grandeur ay
que nous appelons signal et qui est le plus souvent
aléatoire ; la mesure du résultat est en outre enta-
chée d'un bruit additif (complexe) by supposé indépen-
dant de ay et ¢, de sorte que 1'information de phase
est contenue dans le signal observé

i,
X = ae + bk

K K (1.1)

On suppose que le signal ap est connu. 11 s'agit de
‘restituer le signal aped® ou, ce qui revient au méme
de poursuivre au cours du temps la valeur 9, & l'aide
d'un estimateur @y qui se base sur les quantités com-
plexes g et xi. Une boucle & verrouillage de phase
(BVP) numérique du premier ordre est un algorithme
adaptatif d'estimation du type :

O = 9 + Me,0,,3,,% ) (1.2)

contrdlé par l'erreur

Jo

e K (1.3)
Je

e - a

k = %k k

entre le signal observé et le signal aye restitué
grace & 1'estimation de phase @ (voir fig. 1).

La récupération de porteuse dans un systéme de
transmission sur_fréquence porteuse entre dans ce ca-
dre, a(=els™VO T) étant alors 1'écriture complexe de
la porteuse & la fréguence nominale vg, et »;, 12 bruit
a l'instant k accepté par le filtre de la boucle de
phase. Dans ce cas on a la propriété de modulation de
phase (MP) que |ak| = /A est constant, qui jouera un
role important dans la suite. Un autre exemple est
donné par 1'élimination de la gigue de phase dans les
transmissions de données (TD) avec modulation d'ampli-
tude en quadrature [3], a, étant la donnée complexe
transmise qui est restituée & la sortie du récepteur
par un détecteur a seuils et by le bruit de ligne et
celui d0 aux interférences résiduelles. Dans ce cas,
les variables aléatoires a, sont généralement indé-
pendantes, ce qui jouera un réle important dans la
suite. Un troisieme exemple est 1l'annulation d'un écho
affecté de fluctuations de phase, ol ap est 1'écho re-
constitué, compte non tenu du déphasage [4] et apel¥K
1'écho estimé.

Dans la boucle (1.2), le paramétre positif A
appelé gain de la boucle joue un réle prépondérant. En
1'augmentant on accroit la vitesse de l'algorithme et
1'on permet la poursuite de variations plus rapides
pour la phase vraie ¢, . Pourtant l'erreur (1.3) qui
pilote la boucle contient le bruit by qui rend aléa-
toire 1'incrément A. Ceci introduit des fluctuations
parasites, sans lien avec la phase a poursuivre et qui
augmentent avec A. De la sorte le choix de X doit ré-
sulter d'un compromis entre petit retard de poursuite
(grande valeur de A) et faibles fluctuations de bruit
(petite valeur de A). Il s'agit 12 d'un fait bien con-
nu expérimentalement, mais non encore parfaitement
élucidé théoriquement parce que le calcul de la con-
tribution des deux types d'erreur - retard et fluc-
tuation - dans 1l'erreur d'estimation @y~ se heurte
a des difficultés.

1.2. Choix d'un modele statistique

11 existe déja des travaux qui traitent théori-
quement du calcul des deux types d'erreur, retard et
fluctuations, pour des systemes adaptatifs plus géné-
raux que le cas particulier des BVP [5]-[9] et destinés
a poursuivre les variations d'un estimateur optimal au
cours du temps. Ces études visent toutes (plus ou moins)
4 1'optimisation du compromis entre les deux types
d'erreur. Or il apparait que le résultat est assez dif-
férent suivant le modéle statistique adopté pour les
variations de phase vraie. En effet l'erreur de retard,
bien que toujours décroissante par rapport au gain A de
1'algorithme n'a pas le méme type de décroissance si
1'on considére que les variations temporelles & pour-
suivre sont déterministes (cf. [6]1, [7]1, [9]) ou aléa-
toires (cf. [5], [8]).

Dans cet article nous présentons une méthode
originale de découplage entre l'erreur de retard et
1'erreur de fluctuations qui permet le calcul de 1'er-
reur quadratique moyenne (EQM) totale (somme des deux
erreurs) sur la phase

e =e(n) 2 lim E(fe, - ®k|2) (1.4)
koo
ou sur le signal lui-méme
Je
k o k! )

§=8(\) = lim E(fa e = - a (1.5)
k-+00

La méthode est valable pour les deux cas d'une
phase @ & poursuivre déterministe et aléatoire ; elle
permet d'optiiiser la poursuite de la boucle par le
choix du gain Agpt qui minimise (1.4) ou (1.5).

Dans le paragraphe II nous justifions la méthode
de découplage. Dans le paragraphe III nous évaluons
1'erreur de fluctuation, puis dans les paragraphes IV
et V nous calculons l'erreur de retard dans les cas
d'une phase &, déterministe ou aléatoire respectivement,
et nous optimisons le gain. Les résultats des deux mo-
deles sont comparés en conclusion.

11I. DECDUPLAGE ENTRE RETARD ET FLUCTUATIONS

I11.1. L'algorithme de poursuite de phase

De nombreux algorithmes sont possibles pour
1l'estimateur de phase ¢ de 1'équation (1.2). Cependant
on choisit usuellement un algorithme destiné & minimi-
ser le carré de 1'erreur instantanée (1.3)

jo Jo
2 P k 2
]ek| = I(ake - ae )+ b |7 (2.1)

k
Au bruit additif pres_ (2.1) est 1l'erreur d'es-
timation du signal vrai a eJ®k due & l'erreur de phase
O - P. I1 est clair quela valeur @ = & pour l'es-
timation de phase est celle que minimise la puissance
instantande (2.1) ; il est donc raisonnable de piloter
l'estimateur ¢ & 1'aide du gradient stochastique de
(2.1) :

3le, |?
- Ak

et T % T2 T3,

C'est 13& le cas particulier - pour une phase - de l'al-
gorithme dit LMS ou du gradient stochastique. L'intro-
duction de (2.1) dans (2.2) donne, d'aprés des calculs
classiques : ’

(2.2)

. -Joy
Gpq = O A Im[ekake } =@ + AL, (2.3)

ot Re(z) et Im(z) désignent respectivement les parties
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réelle et imaginaire d'un nombre complexe z. L'équa-
‘tion (2.3) traduit la BVP numérique du premier ordre
qui est étudiée dans cet article. L'interprétation
géométrique en est donnée sur la figure 1, ol 1l'on
voit que pour de petits angles, l'incrément Ay de
1'algorithme n'est autre que 1l'angle Yy =(ﬁyk, ﬁxk).
Notons respectivement

- %

W =@ -9 5 d o= Byn K (2.4)

1'erreur d'estimation et la variation temporelle (ou

incrément) de la phase vraie & poursuivre. L'algorith-
me s'écrit alors
(¢, -9, ) -9
2 I8 K
Wepp = W + A Im{| a e + afb e ] - d, (2.5)

Supposons que 1'on peut linéariser 1' exponentlelle
exp(-ju) . [ << 11. Alars

Hpq = (1—X|akl )uk + )\|ak|nk - dy (2.6)
ol l'on a défini le bruit (réel) my par

N = Im(gke_J(wk+8k)J H Sk 2 Arg(ak). (2.7)

I11.2. Etude du cas "homogene"

I1 est utile de considérer d'abord le cas dit
"homogene" d'un bruit nul et d'une phase 9 constante,
olt 1'erreur prend la forme multiplicative simple

t

2, t
- (1 _ _
w = O Alakl My 4 = LR (2.8)
avec k=1 2
I (- 2xa) k > i+l
LR e (2.9)
’ 1 k< i

Nous faisons l'hypothése de base suivante pcur -—ztte
suite :

Les |ak|2
vérifient

(H-0) sont stationnaires, ergodiques et

E[Log|1-x|ak|2|']= (D) ; o) >0 . (2.10)
Ce n'est pas une hypothése forte puisque (2.10) est
vraie dés que A est assez petit et qu'en outre l'ergo-
disme n'implique nullement l'indépendance. En utili-

sant 1'ergodisme sous la forme :

k-1
Z Log
j=0

k—1

1->\|aj|2| __,E{Log 1—>\|aj|2‘}, (2.11)

et en passant aux logarithmes dans (2.8), il est clair
que |uf| a un comportement asymptotique exponentiel en
exp-ck, ce qui assure qu'il converge vers O gréce a
(2.10).

II.3. Découplage entre retard et fluctuations

D'aprés ce qui précéde l'erreur d'estimation

provient des deux termes Arpng et -di, dit "non homoge-

nes" dans 1'algorithme (2.6).
rithmes auxiliaires

Introduisons les algo-

f % fa
Mg = (1 - Aay, | pk + A Im(b a¥e ) 5w =0 (2.12f)
r _ R \
M = (- %|ak| uk - d, ;) =0 (2.12r)
On a clairement u, = uf + uﬁ + uﬁ car les deux membres

suivent la méme équaticn d'évolution, & partir des

mémes conditions initiales yg = pg. Le terme uﬁ donné
par (2.8) est la partie transitoire de l'erreur qui dé-
croit vers zéro. En régime permanent, pour k assez
grand on pourra donc écrire Yy = M + uE ce qui fait
apparaitre la décomposition entre les deux types d'er-
reurs. En effet d'apres (2.12f) et (2.12r) l'erreur de
fluctuations ujf ne dépend que de la suite des bruits ny
et pas des incréments de phase dy, tandis que l'erreur
de retard uf ne dépend que de la suite des phases &
(par les di) et pas des bruits de mesure n.

Pour calculer les statistiques de u£ et uﬁ et en

particulier leur intercorrélation, nous faisons les deux

hypotheses suivantes

(H-1) Les variations {dy} de la phase ¢, sont indépen-
dantes des signaux {aJ} et des bruits de mesure
{b 1,

(H-2) La suite {by} des bruits est stationnaire, indé-

pendante, centrée et indépendante des signaux

{aj}.

Ce sont 12 des hypoth&ses peu contraignantes, vérifiées
dans la plupart des applications, en particulier celles
mentionnées en introduction. Elles laissent ouvertes la
possibilité de choisir pour di un modéle déterministe
ou aléatcire et ainsi conservent une grande généralité
au résultat.

I1 faut remarguer que la suite {ny} ne satisfait
pas’ les hypothéses (H-1), {H-2) car les Tdk} sont liés
aux {ny} par l'intermédiaire des estimations @y ; de
plus la suite {n} ne peut &tre indépendante & cause de
la corrélation introduite par les angles @ et 9. De
la sorte, et méme lorsque l'erreur de phase My reste
petite, la poursuite d'une phase n'est pas un cas par-
ticulier d'identification d'un modele linéaire & une
dimension.

Pour prouver le découplage entre u{ et uﬁ on dé-
veloppe (2.12) selon

£ k-1 —j@i
He=A I m | In(bate ) (2.13F)
iz0 1
" k-1
uw=- 3 mw .d, . (2.13m)
k 0=0 L,k 2

En développant le produit on voit, gréce a (H-1),
que la variable bj est indépendante de toutes les au-
tres variables aléatoires gui interviennent. Comme
£(bj) = 0, on obtient E(uﬂuﬁ) = 0, soit

2 2\

_ r2
E(u) = EGu ™ + EGq ™) . (2.14)
On peut appliquer un raisonnement similaire a
1'erreur (1.5) gqui affecte le signal restitué par la
3yP : celle-ci admet une décomposition en transitoire,

fluctuation et
le découplage

retard, et en régime permanent, et on a

E(la |A8) = E(a |20/D) + E(a [2ufD) . (2.15)

k| Hie kI “k

III. ERREUR DE FLUCTUATIONS

Pour calculer E(uﬁz), 1'hypothese suivante dite
de "bruit circulaire" est utile

(H-3) E[Ré{bk}z] - E[Im{bk}z] ; E[Ré{bk}.lm{bk}] -0

car elle pallie & la non indépendance des ni. Ce type

(H-2),.
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de bruit est trés fréquent en pratique. En élevant

(2.13f) au carré il vient : .

k-1
Ew?) =223 z E((n Zlai[ZJ (3.1)

oll B = E(Ibk|2) est la puissance du bruit de mesure.
Puisque les |aj 2 sont stationnaires on a successive-
ment
[<n O la| ] - -{(ﬂo - |a ENERY
e = e« 32 Yy e 7). u3)

Ainsi E(u 2) est une série positive, pour laquelle
convergenge et bornitude sont équivalentes. La démons-
tration de bornitude [10] est basée sur le fait, men-
tionné en 1I1.2 que le produit (aléatoire) Tg,k @ un
comportement asymptothue en e‘“k, ce qui assure la
sommabilité de (3.3). Nous avons donc prouvé 1'exis-
tence d'une valeur limite, soit f()\), pour 1l'erreur de
fluctuation uﬁ sur la pha e . Naturellement on peut
prouver de la méme manidre que 1l'erreur E(|ak] uE2
sur le signal admet une limite F(XA), que nous evaluons
maintenant. Pour cela on prend le carré, puis la
moyenne de la recur81on (2 12f) sur l'errew de phase :

f0?,) = - A|ak| 2)%f }-+ 26 In, (11 [ay | u}
« E(fa, %00 (3.4)

Les hypotheses (H-1), (H-2), (H-3) entraiment aisément
que le terme croisé est nul et que E(Iak|2n%) = AB/2,
en notant A = E( lak|2) la puissance du sighal. En pas-
sant alors & la limite dans (3.4) il vient :
AB
E(| kIZ f2 4 F2y Aa , k> (3.5)
Le résultat (3.5) donmera F(A) si 1'on sait

relier entre eux les moments E(]|a] pﬁz) et

—E(l 3y | Hy

E([ak|4u£ ). Ceci est possible pour les exemples évo-
qués en I.
Egg@glg_gf_l_ﬁ@ﬁz C'est le cas ol Iak| = v/A. Alors on
a
; _F(N) _B X
FA) = — R v (3.6)

Exemple n® 2 (1D). C'est le cas de variables ap indé-
555855355__§1555_ak et Wi, sont indépendants d'aprés la
récursion (2.12). En introduisant 1'indice

E(|ak]4)/ E|ak|2)2, toujours au moins égal a 1,
(3 5) s'écrit :

F(A) _ B X
A T2 2> amA’

Dans les deux cas le résultat est obtenu sous
condition de convergence de l'erreur uﬁ, ce qui est
assuré par (2.10). Une condition suffisante est que
AmA soit inférieur & 2. Les résultats (3.6) et (3.7)
deviennent identiques lorsque le gain de la boucle de-
vient tres petit au sens ol

f(x) = (3.7)

AmA << 2 (3.8)
C'est un cas trés important en pratique. Il correspond
aux variations de phase dites lentes, et nous 1'étu-
dierons plus loin. L'’erreur de fluctuations, toujours
proportionnelle au bruit de mesure est en outre pro-
portionnelle au gain A :

f(x) = AB/4 (3.9)

Remarque. Ce résultat est deux fois plus faible que
celui qu'on pouvait attendre d' apres la théorie connue
[5] en identification lindéaire, ol un q&u1t additif B'
conduit & une erreur de fluctuation Ceci

s'explique aisément : dans 1! algorlthme (2.5) ou (2.6)
de la BVP, la partie bruit A Im(afe™J%b,) a une puis-
sance redu1te de moitié par rapport a l'algorithme usuel
car la partie réelle n'est pas prise en compte.

IV. MODELE DE PHASE DETERMINISTE

Nous calculons maintenant l'erreur de retard
E(uﬁz) = r(X) en supposant que di est une variable dé-
terministe. Dans le cadre de cette étude, nous nous
restreindrons au cas, fondamental pour les applications,
de la dérive de fréquence : di = d. D'apres (2.13r)

ui = —d[[1+0-kr2 1) + (1—Xri_1)(1—kri_2) F o+
e (oAl ) L (1—Xr$)]}

i
On a vu en II.2 par des techni ues d'ergodisme que
‘erreur transitoire W = (1- ALQ L1 ALO)uO a un
comportement asymptotique exponentlel en e-0k, Les ter-
mes {aléatoires) qui composent uf sont analogues. On
peut démontrer qu'ils sont sommables et convergent vers
une variable aléatoire proportionnelle a d, dont il
faut estimer le moment d'ordre 2. Pour cela on peut uti-
liser la méme technique qu'au paragraphe III par passa-
ge 2 la limite sur la formule de récursion (2.12r)
apres moyennage. Pour l'ordre 1 il vient :

4.1)

E(a ] ® uh) — -a/h . (4.2)

Pour 1'ordre 2, il vient :

2 r2 4 T2

2AE(]a, [0, 7) - A %E(]a a W)+ 2dE(uk » —d?.(4.3)

Pour aller plus loin reprenons les exemples 1 et 2.
(|a | = VM.
r(}) =

Exemple 1. I1 vient facilement

(4.4)
A°A

4'ol avec l'erreur de fluctuations (3.6), 1'EQM totale.

Exemple 2. (Indépendance des ay). Alors (4.2)-(4.3) en-
trainent :
2 - XA
I‘()\) 2 2 . 'i'—_ A C (4.5)

ATA
D' ol l':QM totale en ajoutant (3.7).
lLes retards (4.4) et (4.5) sont valables sous la condi-
tion suffisante AmA inférieur & 2. Leur trait commun
fondamental est d'étre inversement proportionnels au
carré du gain. Leurs valeurs seront égales pourvu que
le gain soit faible, selon (3.8). Ceci conduit a la
forme particuliérement simple de l'erreur totale :
2
e =22+ 2.
ATA

Optimisation du gain de boucle

(4.6)

La premiére remarque importante est que l'erreur
d'estimation du signal &(X) normalisée par le bruit de
mesure B s'écrit a l'aide des deux seuls parameétres

2

vz M yT =z dZA/B (4.7)
et prend la forme simplifide
a v Z
8(N)/B =) = 3+ L (4.8)
v

La normalisation (4.7) du gain de 1'algorithme
par 1l'inverse de la puissance du signal est coutumigre.
Le parametre y sera appelé degré de non-stationarité.
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I1 augmente avec l'amplitude d des variations de pha
se : il est défini d'une maniére relative, en référen-
ce au bruit de mesure par d4/B : les variations de
phase ne peuvent étre déclarées lentes dans 1'absolu.
Elles ne sont jamais lentes si le bruit d'observation
est négligeable. Pour une dérive de fréquence donnée,
la non-stationnarité a poursuivre est d'autant plus
sévere que B est plus faible.,

En ce qui concerne la minimisation de 1'EQM,
on vérifie aisément le résultat suivant, valable dans
les exemples 1 et 2 : pourvu que le degré de non-sta-
tionnarité yZ soit plus petit que (9m+3)/2m2 1'EQM
n{v) possdde sur l'intervalle ]0,2/m[ un minimum uni-
que plus petit que 2.y2/3. I1 faut noter que dans la
pratique m ne dépasse jamais 3.

Cas des variations lentes

La forme simplfiée (4.6) est valable si
AmA << 2, ce qui traduit le fait que la BVP génére
une estimée @ qui varie lentement. Pour gqu'elle soit
utile (et optimale) il faut donc que la phase vraie
®,, soit elle aussi & variations lentes, ce qui doit
se traduire par une condition indépendante de A - le
gain de boucle n'influe en rien sur la phase a pour-
suivre - condition qui dépend seulement des données,
le signal ay, le bruit de mesure by et les variations
de phase di. La condition cherchée doit se traduire
par le fait qu'en minimisant (4.6) on obtient un gain
Yopt qui remplit la condition (3.8) sous laquelle
ltalgorithme est & variations lentes. Or (4.6) admet
comme minimum unique

2/3

A =y, o=y (4.9)

opt opt

La condition cherchée (mAlgpt << 2) s'éerit
donc simplement my2/3 << 1. Elle ne fait intervenir
que y et comme m est au plus de quelques unités elle
s'écrit

y < 1, (4.10)

Sous cette condition 1'EQM minimum vaut 3y2/3/4.
Elle est proportionnelle a Yopt lorsque y varie et
inclut une contribution de fluctuations double de la
contribution retard. '

La condition (4.10) sera dite de "variations
lentes". Alors le résultat de 1l'optimisation est ro-
buste vis a vis des hypoth&ses sur le signal a, puis-
que les cas 1 et 2 qui n'ont pas d'aspect commun con-
duisent au méme gain optimum (4.9).

V. MODELE DE PHASE ALEATOIRE

Nous calculons ici le retard - et nous optimi-
sons la boucle - pour une variable dy aléatoire cen-
trée. Dans le cadre de cette étude nous nous res-
treindrons au cas ol la suite {dy} est stationnaire
et indépendante, ce qui constitue un modéle accepta-
ble de la gigue de phase, elle-méme trés importante
dans les applications. En appelant d2 1la variance des
di il vient d'apres (2.13r)

2 k-1

r2 2
B = o 2R ). (5.1)

La technique de calcul est la méme qu'au paragraphe
III : (5.1) est une série positive pour laquelle la
bornitude entraine la convergence. De la méme maniére
toute quantité du type E(|a,[2Nuf2) admet une limite,
que nous évalugns en utilisant les propriétés

E(dk) = E(|ak] Uidk) = 0. I1 vient

2
2 T2 A 4 r2 d
ECla, Py )- 7E(|ak| ui ) — oy, k> e (5.2)

La méme méthodologie de calcul qu'en III et IV
donne les valeurs numériques

2

r(d) = AAdz_ T (exemple 1) »
d2

r(A) = N GETY (exemple 2) .

Le trait commun important de ces retards est d'étre
inversement proportionnels au gain, et non plus au car-
ré du gain comme dans le cas de phase déterministe :

en aléatoire, le retard est beaucoup moins grand qu'en
déterministe. Ce point capital montre que la distorsion
de phase la plus sévére est la dérive de fréquence.

En ce qui concerne la minimisation de 1'EQM (exemples

1 et 2) on vérifie qu'elle possiéde un minimum unique
vogt qui reste inférieur (ou égal) & vZ y. Cette der-
ni

iere valeur
VOpt = /E Y (5.3)
correspond & l'optimisation de 1'EQM totale sur 1'es-
timation du signal dont la forme se simplifie dans
1'hypothese (3.8) de petit gain. Sous sa forme norma-
lisée, cette erreur s'écrit maintenant, d'apres (3.9)

2
\
n(v) = &+ %3 , (5.4)
expression qui doit &tre comparée a (4.8). Le cas des
variations lentes est celui ol 1l'optimum correspondant
Vopt = vZ y satisfait effectivement la condition de
petit gain soit, d'apres (3.8), my << ¥Z. Comme m est
au plus de quelques unités la condition de variations
lentes se traduit encore par (4.10), comme dans le cas
d'une phase déterministe. L'erreur minimale qui en ré-
sulte vaut ngin = y//2. Elle est proportionnelle &
Vopt lorsque y varie et elle est également partagée
engre fluctuations et retard.

VI. CONCLUSION : COMPARAISON DES MODELES

Sous des conditions fort générales pour le si-
gnal ay (stationarité, ergodisme) et sous condition
d'indépendance du bruit de mesure (bruit blanc, indé-
pendance du signal et des fluctuations de phase) nous
avons prouvé rigoureusement que 1'EQM sur 1l'estimation
de phase se découple avec le temps en deux termes in-
dépendants, les fluctuations et le retard. En ajoutant
la condition de bruit circulaire nous avons prouvé que
le terme de fluctuations, dépendant du bruit de mesure
est proportionnel au bruit et auy gain de boucle, deux
fois plus faible qu'avec un modeéle d'identification
linéaire. Cette erreur augmente avec A, tandis que
1'erreur de retard décroit si A augmente. Mais cette
décroissance dépend du modele statistique des varia-
tions de la phase vraie, de sorte que le gain de com-
promis entre les deux erreurs différe suivant le cas.

C'est le cas d'une Phase déterministe corres-
pondant principalement & la dérive de fréquence qui
est le plus "dangereux" car l'erreur de retard croit
comme 1/AZ lorsque le gain est trop petit. C'est beau-
coup plus que dans le cas d'une phase aléatoire, cor-
respondant principalement & la gigue de phase, ol le
retard est en 1/X seulement. Pour se préserver d'une
grosse erreur due au retard on doit donc choisir un
gain nettement supérieur pour le cas d'une phase dé-
terministe. C'est ce qui apparait trés clairement a la
comparaison des gains de boucle optimaux (4.9) et
(5.3) : A est vZ y-1/3 fois plus grand dans le cas dé-
terministe, tandis que y est trés inférieur & 1.
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L'EQM normalisée, elle aussi, méme aprés optimisation
se trouve trés supérieure dans le cas déterministe
par rapport au cas aléatoire. On doit conclure que le
modéle aléatoire centré pour les incréments de phase
est en général trop optimiste. Dans 1l'ignorance du

ministe :

lement :

(5]

B. WIDROW, J.M. McCOOL, M.G. LARIMORE, C.R. JOHN-
SON, "Stationary and Nonstationary Learning Cha-
racteristics of the LMS Adaptive Filter. "Proc.
IEEE, vol. 64, n® 8, pp. 1151-1162, 1976.

IEEE Trans. ASSP

type de variations pour la phase il est prudent d'op- [6] D.C. FARDEN, "Tracking Properties of Adaptive Si-
timiser la boucle comme pour le cas d'une phase déter- gnal Processing Algorithms'".
mieux vaut un gain trop grand que trop pe- vol. 29, n® 3, pp. 439-446, 1981.
tit, vu l'effet prépondérant de 1'erreur de retard.
[7] 0. MACCHI, E. EWADA, "Filtrage adaptatif de canaux

Néanmoins les deux modeles de phase ont d'im- non-stationnaires”. Actes 9&me Colloque GRETSI,
portants traits communs. D'abord 1'EQM totale sur Nice, pp. 437-442, 1983,
1l'estimation du signal est, aprés normalisation par
le bruit de mesure, fonction de deux paramétres seu- [8] A. BENVENISTE, "Tracking Capability of Monostep

le gain AA normalisé par la puissance du si- and Multistep Adaptive Algorithms". Proc. 1984
gnal et le degré y de non-stationnarité dans lequel Conf. Dec. Control, tLas Vegas.
les variations de la phase sont rapportées & la puis-
sance du bruit de mesure. De la sorte le gain AA op- [9]

timal, et l'erreur minimale assocciéde ne dépendent que

~de y, le gain étant fonction croissante de y comme il
est naturel. En outre cette EQM une fois minimisée
par le gain convenable lui devient proportionnelle
lorsque y varie, le facteur de proportionnalité étant

proche de 1/2.

La condition de variation lente y << 1 et le
degré y de non-stationnarité sont définis de la méme
maniére pour une phase déterministe et pour une phase
aléatoire ; ce degré est indépendant du gain de la
boucle. Pour les deux modéles, la vitesse des varia-
tions de phase doit &tre jugée de la méme mani2re,
relativemerit au bruit. Ces résultats montrent combien
la notion de variations lentes utilisée par les au-
teurs antérieurs sur la seule base d'un gain AA fai-
ble demeurait incompléte.

La théorie qui vient d'étre développée deman-
de la confrontation avec la pratique par 1'intermé-
diaire de simulations. Celles-ci ont été faites en
collaboration avec K.H. Park dans le cas ou le signal
ay est la copie (régénérée par filtrage adaptatif) de
la sortie complexe d'un canal d'écho. La comparaison
est développée dans la publication [ 4 ] et 1'accord
est excellent.
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