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RESUME

Les deux méthodes essentielles pour obtenir des den-
sités spectrales sont la méthode du périodogramme
(analyseurs 3 FFT) et la méthode du corrélogramme

(analyseurs & corrélation).

Nous montrons que, contrairement a 1'opinion répan-
due, ces deux méthodes ne sont pas équivalentes.

Nous comparons donc ces deux méthodes et en déduisons
la supériorité de la méthode par corrélation du point
de vue de la précision de l'estimation, de la réso-
lution et de 1'étendue spectrale des signaux que

l'on peut traiter.

SUMMARY

There are two main ways for digital spectral analysis.
Spectral analysis by mean of FFT (so called periodo-
gram method) and spectral analysis by mean of Fourier
transform of correlation function (so called correlo-
gram method.

We show that, on the contrary of general opinion,
these two methods are not equivalent.

In this paper we compare both methods and we infer
superiority of correlogram method (accuracy, resolu-
tion, flexibility, bandwith).
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1 — INTRODUCTION

En 1969, FAUQUE, BERTHIER, MAX et BONNET [1] propo-
sérent une méthode d'analyse spectrale (appelée par
la suite méthode du corrélogramme) basée sur le théo-
réme de WIENER-KINCHINE. Cette méthode trouvait son
intérét dans les travaux antérieurs de cette méme
équipe LETI-CEPHAG [2,3] qui montraient qu'un codage
trés grossier (6, 4, 2 et méme 1 bits) permettait
d'obtenir la fonction de corrélation et donc la den-
sité spectrale avec une excellente précision. Cette
méthode qui a donné lieu & un certain nombre de réa-—
lisations industrielles (S.A.I.P., INTERTECHNIQUE)

a été rapidement supplantée, pour les signaux jus-
qu'aux fréquences acoustiques, par les analyseurs de
spectre & FFT importés des U.S.A. (méthode dite du
périodogramme). Depuis il a été admis que ces deux
méthodes étaient équivalentes. Cependant de nombreux
expérimentateurs, dont FEST [4] , MASSON [5] ont
constaté que la méthode du corrélogramme donnait de
meilleurs résultats que la méthode du périodogramme.
I1 y avait 1a un paradoxe [6] que nous nous sommes

attachés a lever.

2 — TRANSFORMEE DE FOURIER (TF) ; TRANSFORMEE DE
FOURIER NUMERIQUE (TFN) ; TRANSFORMEE DE FOURIER
DISCRETE (TFD)

Un signal x(t) a une transformée de Fourier

®

[ x(t) exp [-2mjvt]dt (1)

—

Y(v) =

Si le signal x(t) est & support borné (0,T)
T

Y(v) = f

0

x(t) exp [-2rjvt Jdt

Si x(t) est échantillonné conformément au théoréme
de SHANNON afin que le repliement de spectre soit
négligeable, et si x(t) se compose de N échantil-
lons

{xk }N K =0, 1, 2... N
!Xk } a une TF
N
N-1
TF lxk} = E x(kTe) . exp [—2njvae] (2)
N .
®k=0

Comme 1'on opére par voie numérique, v doit &tre
discrétisé : v = 24v

on a alors la TFN

N-1

TFN {XRIN = g x(kTe) exp [-2maav kTe] (3)
k=0

Av  doit étre choisi de telle maniére que la TF soit
échantillonnée conformément au théoréme de SHANNON
[7,15]

Si N = 2P on définit la TFD
N-1
2

TFD |ix = g x(kT ) exp [-2mj E—] (4)
k N e N
k=0

Cette TFD est justiciable des algorithmes de calcul
rapide, dits FFT (Cooley-Tukey ; Sande ; Vinograd).

La comparaison de (2), (3) et (4) montre que la TFD
est la TF échantillonnée au pas AF = Fe/N.

Lorsqué l'on utilise la TFD, on ne peut chosir Av qui
est alors égal a AF = Fe/N, il n'est donc pas certain
que ce pas d'échantillonage respecte le théoréme de
SHANNON. Il est donc capital de ne pas confondre
Transformée de Fourier discréte et Transformée de
Fourier,

Rappelons gue, dans leur publication originale COOLEY
et TUKEY ne parlérent pas de Transformée de Fourier,
mais de Série de Fourier, ce qui n'est évidemment pas
équivalent. )

3 — ANALYSE SPECTRALE DE SIGNAUX ALEATOIRES STATION-
NAIRES

3.1. Méthode du périodogramme (Analyseurs & FFT)

18]
3.1.1. Filtrage du spectre

Le signal temporel x(t) de spectre S(v)est échantilon-
né & la fréquence F_ = 1/T. et est divisé en sections
de N mots,donc de dirée & = NT . On calcule la TFD
puis la densité spectrale discréte de chaque section

%
sm(—§ﬁ, NT.) et 1'on montre que

B [s, (=, wr| = s (e, wr)
avec
2
s(&%ﬁ, NT) = S(v) * NT [—E%%1§¥§E§—] . (s)
VR

La relation (5) montre que le sectionnement du signal
temporel x(t) introduit sur le spectre un filtrage en

Sinmv NTg
mv NT
e

certains auteurs appellent biais ce filtrage.

3.1.2. Variance _de l'estimation_
Du fait de la durée d'analyse forcément finie et limi-
tée & n sections soit une durée n.N.T, = MTg = T, il
y a une erreur d'estimation dont la variance est [8]
1 N

Vp = 5= i (6)
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Si l'on admet (mais est-ce correct ? voir Fig. 1) que

2
le filtrage en [§§%§%§2& équivaut & un filtre
1 F
idéal (rectangulaire) de largeur AF = ﬁf— = ﬁﬂ
on peut écrire
N NTe 1
= = = —& = == 7
Vp M MT TAF (7)
AF étant appelé '"finesse d'analyse".
M
J
e, e —
— y Y -
¥, -yht W, 2/wy
Fig.1

3.1.3. Compromis Variance—giltgage_

D'aprés (6), plus N est petit, plus la variance est
faible, mais plus est important l'effet de filtrage.
Pour que cet effet de filtrage soit négligeable,

il faut que

. 2
S(v) * NTe [S—;g"—ET:IP—] # s(v) (8)

ou, par TF
(1) . [1 - l"]# c(1) (9)
ce qui nécessite (Fig. 2) que le rayon de corréla-

tion du signal soit trés inférieur a la durée NT, de
la section du signal

// .
v \\
Ve N NTe
s AN
// \\
//- c(t)[ _n.l] ~
s / .
N
- NMTe \/ %t) NT,

Fig.2

I1 y a donc une contradiction entre une analyse fine
et une variance faible, ce qui ressort bien de la
relation (7).

Si 1'on souhaite utiliser une fenétre de pondération
[10] celle-ci doit &tre appliquée & chaque section du
signal temporel, il faut donc décider a priori du
choix de la fenétre et une fois l'analyse commencée,
il n'est plus possible de revenir sur ce choix.

3.2. Méthode du corrélogramme [8,9]

On calcule d'abord (une estimation de) la fonction ge
corrélation, puis on en fait la transformée de Fourier
(numérique) et non la TFD car,comme on ne fait cette
TFN qu'une fois, il n'est pas nécessaire d'aller trés
vite, et l'on peut donc choisir le pas d'échantilon-
nage en fréquence aussi petit que nécessaire. En réa-
lité la fonction de corrélation sera limitée par le
déclage maximum réalisable 1, = N,Te ; on aura alors

C{t,1, ) = C(x) . I | (1) (10)

=Ty s Ty

et, en appliquant le théoréme de WIENER-KINCHINE

S(v,7,) = S(v) * 21, [S;‘—i;"%—] (11)
Cette relation montre que la troncature inévitable de
la fonction de corrélation introduit sur le spectre
un filtrage en g%%?g;ﬂiﬁ (filtrage appelé biais par
certains auteurs).

3.2.2, Variance de l'estimation_
La fonction de corrélation étant calculée sur une
durée limitée (T = MTe) du signal, il en résulte une
erreur d'estimation sur cette fonction de corrélation,
et, aprés une TF une erreur d'estimation sur le spec—-
tre. On démontre [8] que la variance sur les spectre
est : .

210 2Nl _2No
Ve™ W T TTwr. . S W (12)

Si 1l'on admet (mais est-ce correct ? voir Fig. 3) que

le filtre en %ﬂ"i est équivalent & un filtre
o
idéal de largeur AF = 1
270
on peut écrire la variance sous la forme
_ 2% 1

vc T T T TAF (13)
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11 semble que
tions (13) et
1'équivalence
n'impose plus
(12).

ce soit l'identité formelle des rela-
(7) qui ait entrainé la conclusion de
des deux méthodes, conclusion qui ne

si 1'on considére les relations (6) et
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3.2.3. Compromis variance-filtrage
Dans le cas de la méthode du corrélogramme, s'il est
exact que plus No sera petit, plus faible sera la va-
riance, la relation (10) montre que pour que 1l'effet
de filtrage soit négligeable il suffit que la durée
de la fonction de corrélation soit égale ou supérieu-
re au rayon de corrélation du signal. I1 suffit donc
pour se mettre dans les conditions optimales de ne
conserver de la fonction de corrélation que la partie
correspondant au rayon de corrélation N,Tg, du signal
(fig. 4)

Y W 1
|

|

|

~1 %

Fig.4

Du point de vue pratique, cette troncature de la
fonction de corrélation peut se faire aprés coup,une
fois la fonction de corrélation acquise.

Supposons un corrélateur a 1024 retards, si le si-
gnal comporte M mots on pourrait dire que la varian-
ce sera 2x1024.

M

Mais si la fonction de corrélation est pratiquement
nulle au-delad du 50e retard, les valeurs correspon-—
dant aux retards supérieurs ne comportent que de
l'erreur d'estimation ; on ne les fera pas interve-
nir et le spectre sera :

=

yJ
La variance ne sera plus alors que?%§q elle sera 20
fois plus faible.

De tels cas sont fréquents, et en général il suffit
d'un nombre de points de corrélation compris entre
30 et 80. On pourra alors avoir le spectre avec une
finesse aussi grande que l'on voudra, il suffira de
choisir Av assez petit.

La fonction de corrélation étant acquise, on pourra
faire plusieurs essais de troncature, de maniére &
choisir le meilleur compromis variance-~filtrage.

=27 jLAv mTg

C(mTg)e (14)

m=

3.2.4. Utilisation de fenétres de pondération
Il est clair que la fenétre de pondération étant ap-
pliquée sur la fonction de corrélation aprés obten-
tion de celle-ci, il sera possible d'essayer succes-—
sivement plusieurs fenétres de pondérations et de
choisir celle qui convient le mieux au but recher-
ché [10].

4 ~ ANALYSE SPECTRALE DE SIGNAUX PERIODIQUE

4.1. Méthode gdu périodogramme

Soit x(t) = A Cos (2nF.t -0)

le spectre du signal périodique obtenue selon la méme
méthode qu'au paragraphe 3.1. est donné par

A? ||sin (n ~Fo)NT |2 |sinm(v+F)NT,

2
S NT = 15
WiNTe) = 5 R TFonG 1Y |7 & sFe T ] (18)
ou en premiére approximation : ’
A? lsinn (v ~Fo )NT 2
-2 arWv 2o/ e
S(\),NTe) 2 |vlo-F )N (16)
P X B’ Fe
échantillonné au pas &
N
On montre aisément que
TF [S{v,NT )] = ézcoszn Fot[1 - lli—]: C{t,NT.) (17)
e 2 NTe e

donc le support de C(t,NTg) est (-NTg,NT,) et il faut
alors échantillonner S(v,NT,) avec un pas

1 Fe
<& —— = £
ST N ¥
La TFD, qui échantillonne au pas gﬁ, produit TOUJOURS
un sous échantillonnage du spectre d'un signal
PERIODIQUE.

Il n'est donc plus possible de retrouver, dans le spec-
tre d'une section de signal périodique (pas plus que
dans la moyenne des spectres des différentes sections)
la fréquence du signal et son amplitude. Si, comme
c'est le cas le plus souvent, on privilégie la connais-
sance de l'amplitude au détriment de celle de la fré-
quence, on utilise une fen&tre & "toit plat" qui con-
serve l'amplitude du signal, mais interdit toute
localisation précise de la fréquence puisque on ne

peut plus localiser le maximum du spectre (Fig. 5).

Fig-5

4,2. Méthode du corrélogramme [9,10]

La fonction d'autocrrélation du signal x(t) défini en
AZ
4.1. est @ =

3 cos2nFot (17)
d'on
A2 I
C(t,T0) = 5 cos 2nFot [ l (1) (18)
=To Tp

d'oli, pour le spectre, en premiére approximation

A* [MM]

S(\’yTo) = '2“ A Zﬂ(V—Fo)TO

On peut donc, en choisissant & aussi petit que l'on
veut déterminer le maxinmum de S(Av ,t, ) donc détermi-
ner Fé et A.
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Sin 2mvTte

3i les lobes du
. 21T VTeo

sont génants, il suffira

d;appliquer
par exemple
un spectre :

a4 C(t) une fendtre de pondération.
3 fenétre de BARTLETT [10] qui conduit a

2

A% 1Sin n{v-Fo)1o N
—— e ——— , & rapprocher

2 | w(v-Fo)to

de (16)

ou bien la fenétre de PARZEN qui conduit a un spectre

Sin % (v=Fs )10 "

N>

(v-Fo)1e

U
2
Dans les deux cas, il est possible de déterminer F,
et A ce que ne permet pas la fenétre "3 toit plat".

CONCLUSION

La méthode du corrélogramme présente les avantages
suivants :

1) Codage des signaux & trés peu de digits, ce qui
entraine une réalisation aisée et la possibilité de
traiter des signaux jusqu'a 100 MHz [11,12,13], alors
que par FFT on ne dépasse guére 100 KHz en temps réel.

2} Indépendance de 1l'échantillonnage temporel et de
1'échantillonnage fréquentiel, ce qui donne la pos-
sibilité d'échantillonner le spectre avec un pas en
fréquence aussi fin que 1l'on souhaite, puisqu'il
n'est plus nécessaire de faire la TF en un temps aus-
si court que possible,

3) Possibilité d'utiliser successivement plusieurs
fenétres de pondération selon le résultat souhaité,
alors que, dans la méthode du périodogramme la fe-
nétre est appliquée au signal temporel elle doit
donc &tre choisie a priori, et ce choix est défini-
tif.

4) Enfin, dans le cas des signaux périodiques pos-—
sibilité d'appliquer & la fonction de corrélation une
méthode paramétrique (maximum d'entropie, modéle au-
torégressif, méthode de Pizarenko...).
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