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RESUME

L'étude développée ici, concerne les sources
acoustiques dont Tle rayonnement, dans les zones de
champ intense, est assimilable & celui d'une source
gaussienne. Une famille de telles sources est définie.
Les effets non-linéaires, relatifs a ces sources peu-
vent &tre décrits par ceux d'une source gaussienne.On
a donc &tudié pour cette source, qu'on suppose mono-
chromatique dans une premiére partie, une approxima-
tion de la solution non-linéaire quand la thermovisco-
sité est négligeable. Le champ est alors exprimé par
plusieurs termes. Le premier, qui se rapproche d'une
solution de FUBINI, tient compte sans approximation,
d'une partie importante des effets non-linéaires. Les
termes suivants qui interviennent comme termes correc-
tifs, sont solutions d'équations aux dérivées partiel-
Tes du premier ordre, linéarisées. Un calcul précis,
donnant lieu & des applications numériques, a été ef-
fectué pour les trois premiers harmoniques. Avec 1'hy-
pothése d'une source "bichromatique", des résultats
permettant d'évaluer 1'émission paramétrique jusqu'au
voisinage de 1'onde de choc, ont &té obtenus.

SUMMARY

This study deals with acoustic sources whose
radiations in strong field areas are like those of a
gaussian source. A family of such sources is defined.
Non linear effects relative to these sources can be
described by those caused by a gaussian source. An
approximate solution in the non-thermoviscous case is
studied for a monochromatic source. The field is ex-
pressed by several terms. The first term accounts for
most of the non-1inear effects without any approxima-
tion and is of the FUBINI type. The following terms
which appear to be corrective terms are solutions of
Tinearized first order partial differential equations.
An accurate derivation which leads to numerical appli-
cations is done for the first three harmonics. Some
results are obtained from a bichromatic source and
allow to estimate the parametric emission up to the
shock wave front.
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I - INTRODUCTION

L'étude développée dans le présent article, traite
du rayonnement non-linéaire d'une source plane, & sy-
métrie de révolution autour d'un axe acoustique. Le
fluide est supposé homogéne et non thermovisqueux.

Le but visé est de trouverdes solutions approchées
pour le champ acoustique, quand la répartitiond'ampli-
tude sur la source est, soit une gaussienne, soit une
répartition dont la forme est proche de celle d'un
créneau. On montre que les effets non-Tinéaires, rela-
tifs & ces deux répartitions, peuvent étre approxima-
tivement identiques. Le cas gaussien paraissantle plus
simple mathématiquement, c’'est celui qui a &té retenu
pour appréhender les effets non-linéaires. On consi-
dére gue la source est "monochromatique", et ensuite,
"bichromatique"”, et que le faisceau d'ondes est assez
directif.

La description du champest envisagée dans une zone
qui s'étend de la source aux endroits ol 1'on situe
1'onde de choc, dans le demi-espace fluide. Une métho-
de de résolution qui s'apparente a une méthode de per-~
turbation est développée. Elle est basée essentielle-
ment sur une décomposition de la solution en une somme
de termes, dont la détermination met en jeu des coor-
données curvilignes particuliéres. Cetteméthode permet
de calculer, pour une source monochromatique, les pre-
miers harmoniques & partir de quelcues premiers termes
seulement. Une &tude précise des trois premiers harmo-
niques est développée ici.

Pour une source "bichromatique', une approximation
relative & 1'émission paramétrique est formulée.

11 apparait donc, dans cette étude, que 1'on peut
faire intervenir une méthode simple d'approche des
effets non-1inéaires lorsque le rayonnement se déve-
loppe suivant deux dimensions spatiales.

11 - EQUATIONS DE BASE

Dans le cas non thermovisqueux et irrotationnel,
on peut retenir pour le potentiel des vitesses, 1'équa-
tion formulée par RUZNETSOV [17] qui s'écrit :

2 —>y Y
@) gb'fa -C&A‘P:%(V‘P + é%(%’))

En faisant 1'hypothé&se, que localement les ondes
sont approximativement progressives et planes([2] ,
on peut déduire de (1), 1'équation :

DL — 2 = .1- é.. _é_(f t \
() 5—?‘ <O = p e 3t(bb> (o&/&:ue_%r

qui est 1'équation de base de cette Etude.

ITT - EXPRESSIONS DE CONDITIONS SUR LA SOURCE ET
ETUDE DU CAS LINEAIRES

Dans le cas monochromatique, on retient sur la

source la condition :
a .

3) 2 ._‘E( = U_(4) 2cm WE
( ) Co dF |azo m(l}) -
(XX est 1'abscisse sur 1'axe acoustiaue (0%) et
1'ordonnée Y est la variable transversale).
La fonction Wk, (y)quirend comptede T1a répartition du
champ de vitesse de la source est exprimée dans cette
étude comme :

(4) )= U (1= (12 EF))
m _ 7
ou ) u‘m(\é’): '\);, gﬁc:(_gqe ‘/"(m? ~ ({- "'1'.

s = s "= aqT(m 4!
On définit donc par (4) ou (5) une famille de ré-
partitions particuliére. D'aprés [3]une501ution]1né-
aire approchée valable pour Tes lonaueurs d'onde fai-
bles devant Ta larceur de la source s'écrit :

. I%m 9t
)y o o Tt
COAE T3 LOF
ket ? q=1 =€ %/d,,
ot : w - %
%:a € 0/77=2_§_;<m

Les paramétres U,, et o<,, peuvent étre choisis de
facon que les £, coincident en champ lointain et au
voisinage de 1'axe avec la solution linéaire (. donnée
par une "répartition source", en forme de créneau.
C'est-a-dire que les @, décrivent approximativement
le Tobe principal relatif & (f, . Pour ceci, on doit
poser : ..

9 $#1 2 z 4 g4 4+
WS Cot) = gl % S Sl
® £ 3 H B 2 0= vk

o Vg et £, sont 1'amplitude et la demi-largeur du
Ccréneau.

La figure n°l montre Tes courbes
de pour m =4,2,%

2 R A R R R

u,m(‘#)/vz en fonction

i

On peut étudier les solutions Cf% lorsque 1'on
s'éloigne de la source. La figure n°Z montre les varia-
tions de 1'amplitude de Ce_'/fv;\mzz/d;-)é :x:d,/,uglic
en fonction de YA \Hex?/dy PoUr. /m=+127

(ici, ©de=@P2re  est distance de RAYLEIGH
associée au créneau),
2| :
1 5
e B
1

On peut constater sur cette derniére figure, que
les amplitudes des différentes solutions (f,deviennent
rapidement proches les unes des autres, au voisinage
de 1'axe, pour des valeurs de x croissantes. On pour-

‘rait voir qu'il en est de méme pour les phases.

On pourrait remarquer que les écarts entre les Cﬁg
diminuent de plus en plus, au fur et & mesure que T'on
s'@&loigne de la source au-deld de ¢ =tz
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IV - METHODE D'APPROCHE DES EFFETS NON-LINEAIRES

D'aprés les résultats du paragraphe précédent, on
peut constater que le champ relatif & une source gaus-
sienne peut rendre compte, & partir d'une distance re-
lativement modérée, du champ relatif &certaines autres
sources, et ceci, surtout dans les zones de champ in-
tense. Comme la génération des effets non-linéaires
s'opére dans ces zones de champ, et qu'ils sont cumu-
latifs (ce qui implique que le rayonnement, dans la
zone trés proche de la source, ne doit pas avoir gran-
de influence sur ces effets, la cumulation ayant un
résuitat faible), le cas gaussien doit &tre approxi-
mativement équivalent & d'autres cas de répartition
du point de vue des non-linéarités. Ons'attachera donc
a:€tudier la solution non-Tingaire relative & lasource
gaussienne.

La m&thode_d'approche de cette étude a déja été
décrite dans [2] et [4] . On se Tlimitera ici, & ex-
poser ses aspects généraux et certaines améliorations
apportées récemment.

La technique de calcul est basée sur une décomposition
de Ta solution Y sous la forme :

(8) C=\V,+VY

ol 1a fonction Wi peut &tre définie comme un terme
dominant dépendant de coordonnées curvilignes approxi~
-mativement orthogonales X, et 4, . Ces coordonnges
sont un cas particulier des coordonnées curvilignes
suivantes:

x -x(4+.%g 1 andy X
P &) -F T

() .
\ Y= Fu= %;;{71

U dedy & (g 6)

204,
Leur intérét apparaitra ultérieurement.

On écrit :
@o Yi= %(T'!zt" Ex": ’ x;_-;:t‘,} %L«.>
et :

V=V (¢, X, %—)
On peut obtenir, d partir de 1'équation (2), .
compte tenu de (8) et (10) et, aprés avoir effectué une
dpproximation parabolique sur VY, (cf. [573 ). la nou-
velle équation :
2 .
9V AN _ct 2B

CEY

W, ), B8 (ant
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ol tu:_ est le cas particulier de 1'opérateur T“P
qu'on écrit :

A t, :(i--i é.. + 492 + 7 é(enze?ﬁ) D)
“e) P \et aac;; Y]

3% Gitntn? Fo Y
ol :
(@3) Jo= 2 O ( e 9P4>
€ps Lpe bps %\ Epg

et ol €py €py et €pp sont les unités de longueurs
locales, relatives au passage de (x, ig) & (g, $p)quand
les coordonnées atp et y’P sont supposées strictement
orthogonales.

L'opérateur Lf se déduit de 1'opérateur A\ . On
peut justifier le choix de 1'expression (12) de p par
un calcul montrant que les termes non diagonaux de A
sont négligeables, compte tenu de la condition £ >>4
qui est retenue dans les hypothéses. L'expression de

, donnée en supposant que les coordonnées Xp
et %, sont strictement orthogonales, est dgnc une bon-
ne approximation. I1 s'ensuit que 1'expression (12) de
T.p est justifiée dans Te cas présent. '

La voie choisie dans cette étude, est de définir
\V4 en annylant le dernier terme de (11). Ceci impli-
que que 4 satisfait a 1'équation non-linéaire spa-
tialement unidimensionnelle :

t /
@LO \%%ﬁ—a@%u% f)_\.k’) = &(“u'&;)

27U

ol 34 (%/,4,) est une fonction qui se détermine en
imposant que \#4 ne comporte que des termes dépendan‘g
du temps (condition pour que le cas décrit soit physi-

que).

Etant donnée 1'équation (14), le terme V) satis-
fait a :

30 _c2Av . c? 2B (o), B> (Y
S © o) = °t'*‘\’v4+'é;£a¢- 3¢ 57/ 25457
5)

L'utilisation des &quations (14) et {15), pour la
détermination de  impose plusieurs étapes de calculs.
La premiére est 1a détermination de 4. . Le termev)
est déterminé ensuite aprés plusieurs décompositions.

V - SOURCE MONOCHROMAT IQUE

V-1' Premiére étape du calcul

_ Dans un premier temps, on va calculer Wge. On
peut lui imposer de satisfaire & la condition & 1a
limite sur la source, & savoir :

2
- »y .

@e) = QLP‘ =43¢ = vz e senwk
Ca 3"!"4 3430 CO at =

Cette relation implique que ¥} est nul en xao;
Compte tenu de (14), (16) et de la condition suivante :
12 2 Xy /d AJ
¢1#) o @ +22/o% 17’
Y se calcule de Ta méme maniére que la solution de
FUBINI. On obtient :

o0

{48) \/{t:—%}r— g L 7—(44;0'{) Cormw Ty

4
1+ 5 2 moy ™0

r:l_'}’.

»

ol : s d g -D(’g: 7’ C
A >x1 . = - .
%) 0_”5”’ 0?(d |1+ 1/50/,) Y ’f'ﬁﬂn&
\&décm’t la formation d'une onde de choc pour\;c‘éi.

V-2 Deuxiéme étape de calcul

. Dans EZ] on a indiqué que le terme ¥) est
simplement correctif, si Te rapportd/§” (d= distance
de RAYLEIGH (9), € = distance de formation de 1'onde
de choc du cas unidimensjonnel (19))est petit. On a,
dansT2] , montré qu'on peut &crire alors :

(20) 1= 0(4 Yy

Pour obtenir ce résultat (20), une méthode simple
d'approximations successives a &té utilisée. On va ex-
poser maintenant une autre méthode plus précise, ol le
paramétre ¢l /F” n'est plus supposé petit.



264

GENERATION NON - LINEAIRE D'HARMONIQUES
DANS LE CAS D'UNE SOURCE ACOUSTIQUE

1

" On se Timite ici, & 1'6tude de V) i partir de 1'é-
quation (15), dans laquelle le dernier terme du second
membre est négligé.

L'équation (15) est alors Tindarisée par rapport
av On peut voir que Te terme négligé ne joue un
role qu partir du quatriéme harmonique, et on sait,
d'aprés [2] que sa contribution est faible. L' équation
(15) devient donc :

PO PV,
@) 2-dly =Ly, + Cz at:( St 3¢

Un calcul montre, qu'avec une bonne approximation,
le ptewe harmonique de TuWe  s'écrit :

£ w‘”——% Z“iq 3 [6-2) St L) J ke Jronpury

L'examen de 1'expression (22) montre qu'elle cor-
respond a une contribution au prem1er harmonique négli-
geable devant celle de \}/,1_ (soit Yy (L) ). Ceci est
essentiellement di au choix part1cu11er des coordon—
nées curvilignes ( O ne joue donc un réle qu'a
partir du second harmomque
On peut effectuer une décomposition du terme V)
Ta forme.suivante I

(23) v = f(V) e+ Y)

ot ¥)p s'introduit-comme fonction des coordonnées cur-

sous

vilignes Xpet Yo (9), soit :
. ac ,
@) V=V (p=b-2F, xpw 0
et : , ,
@ V=V (&,%,4)

On porte (23) dans 1'8quation (21) et on considére
que Vip + 104 est une solution particuliére, re-
lative au terme Ty WP (22). Une aporoximation para-
bolique sur 7p , ana‘logue a celle effectuée sur Wy
conduit alors 3 la suite d'équations :

¥ ! oY 2o
‘ﬂ?f"("zd\? PL?P Ca ;L-(ag) ar)
@¢) > 2%, By £33 7

"2%5@}-—53?‘5% o 5\% a‘\?p zﬁ ‘;L‘VJ

Le terme “p peut &tre déterminé de maniére sem-
blable @ 4 en annulant le dernier terme de (26). \7
satisfait alors a 1'équation :

T r Y, M. & ®
e? %%Z*-{ %~ o 3\%9 S0 ?j”b"a‘% *,5.{"79

r'p est donné par (13) et (17) et la fonction §
détermine en imposant que “jpne comporte que des
mes dependant du temps.
1T s'ensuit que V3%

se
Pter—

satisfait & 1'équation :

L./ 2 Vi 8 é
@ Ur-<'dve=Tw, + L 3 ( (3%

qui est a rapprocher de (21). L'opérateur T‘P est
donné par (12).

L'équation (27) est une &quation aux dérivées par-
tielles du premier ordre, qui s'intégre par Taméthode
des caractéristiques. Sa résolution conduit &

Xq
Ry
4co¢(f>w'z",+(p.9am§;9:{‘3" + S;,

’ 4 ’
ou 0% =WA) log (MY +fieaVa)et ot Sp a ste
introduite dans la relation (29) de fagon a ce que tous
les termes soient dépendants du temos.

L k V*1+ ":/dz
ke)

La fonction ’&'P est une caractéristique qui satis-
1'équation :

39 WT,=wWT, +o/ J_("“FO’Jdem/mw?,;]-m(ﬁ— ) l3,
& £z st

fait a

m»4 x|
IT apparaft & ce niveau des développements que 1'expres-
sion : 0
GO P=y+ S v,
p-ez
o Mg est donné par (18) et V), par (29) est une

bonne approximation de la solution relative 3 1a source
monochromatique.

En effet, V)p se relie & V)p comme V) se relie a Uy .
Le choix des coordonnées curvﬂlgnes (9) implique que
les premiers harmomques de \9,, (P P41, Pz )sont né -
gligeables par rapport & ceux de et les harmoni-
ques élevés restent relativement peﬂts et ceci d'au-
tant pTus que P est grand.

Ce résultat (31) est ana]yt1que et il peut conduire ra-
pidement & des résultats numériques.

V-3 Etude des trois premiers harmoniques

L'étude de Ta relation (31) peut montrer
qu'il faut tenir comptede trois termes si 1'on veut ras-

sembler toutes les contributions notables pour les trois
prem1ers harmomques Ainsi, pour cette partie de 1'é-
tude, jusqu'au troisiéme harmonique, on écrit :

@) Y=Y+~

Aprés quelques développements, les résultats de 1'étu-
de précédente permettent d'écrire :

r(.eijz_/ Inl"l ,
(33} VZ"‘""" —-——-Eg i _{‘e_ z_f_?_—___ﬁ zdf
Ry ey 10 ("*'59 )

& ‘53“)?.? —'f 1+6 t‘."
ety
H1iegt)

Bw =

femil
RN PR

et ol aprés certaines approximations faites dans (30),
on écrit :
[SN7 e +a(f‘—f’)+{A+—(>({'—tﬂ+(5+p’g(awm 6--0
) - -~
(3 ) 4?2 ee'u-{—é- €'+ta£(!- t'))

avec : ¢t

M =2,3

o =8l0-
As cug[(

; P=1-2% 5 w= w(’r,,,,+r'-5—)

?_”2) aumv 4 G (4= 8% aomav ]

) Coov 4 B (4~ ‘f%fz) Cod e»u-]
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B = = g[‘?gﬁcmv_ ;“m‘m’\)’_%?(d—‘gitz)m 'z‘l)"]
C f;_z[%f‘m‘mv - (4-GH) scme v-] |
D=- %_2 [ aomv + Gt 2em 2v-]

Ces expressions (33), (34)et (35), et 1'expression
simple de \[/4 (18), permettent de décrire les trois

premiers harmoniques jusqu'a 1'endroit ol 1'on situe
1'onde de choc, c'est-a-dire pour :

9;(T:ri ou Eiﬂ =40 (%g-)

]

Sur 1'qxe acoustique, 1'onde de choc se produit
donc & la distance f§, telle que : gc:‘,{,_,@t(%)

On a étudié ici, les variations de la grandeur réduite

<P(P)= LFCPL____‘V""'W pour p=+42,3
i e

Pour une application numérique, on peut choisir,_
3 titre d'exemple, la valeur 0.5 pour le paramétred/@’
ce qui correspond @ un niveau sonore de 125 dB pour une
fréquence fondamentale de 100 kHz et une demi-largeur
de source de £=4A4x, = 15 cm.

L'onde de choc se forme sur
5c= 3,63%d = 17,46 métres.

-
i

‘axe & la dista

Dans l1a figure n°3, la courbe en trait plein re-
présente 1'amplitude de ) . 1e second harmonique.
sur 1'axe, en fonction de 3/ . Sur cetteméme figure,
1a courbe en pointillés représente les résultats de la
solution, obtenue par une méthode d'approximations suc-

cessives simple, c'est-a-dire au deuxiéme ordre en<j.

Les &carts entre les deux solutions augmentent quand
on se rapproche de 1'onde de choc.

36

La figure n° 4 illustre ces mémes variations pour
1'harmonique trois @ ( Ta courbe en pointiliés
est relative au troisiéme ordre en vz ).

La figure n°5 illustre les variations transversa-
Tes de T'amplitude de @en fonction de ¥/ =k
au quatre distances Xg= 8.l , Xz 8 72 X —-"QC.,et Xy= fe
On pourrait tracer de 1a méme facon les variations de
phase.

VI - EMISSION PARAMETRIQUE

Dans le cas de la source "bichrgmatique",.1'émis-
sion paramétrique correspond au premier harmonique

oL

018

5,09

P

du rayonnement de basse fréquence. Si Mg et Ng sont
Tes deux fréquences fondamentales, la fréquence paramé-
trique est alors :

N_: N?,_Nd. (Nz >N4_)

Pour 1'étude de 1'émissionparamétrique, 1a métho-
de de résolution approchée précédente peut étre utili-
sée. Les décompositions de la solution d&ja évoquée
peuvent s'appliquer, moyennant certaines approximati-
ons.

On se limitera ici, a affirmer que la prise en
considération Q‘harmoniques élevés introduit des ter-
mes de faible importance en ce qui concerne 1'émission

_parametrique. :

En effet, quand 1a fréquence Pq_est petite, on peut
admettre que les termes paramétriques n'interviennent
pas dans les non-linéarités. Ils ont pour origine le
couplage de termes dont les fréquences sont trés voisi-
nes (ces fréquence sont telles que leur différence est
ggale a N_ qui est petite). Ces termes, jouant dans les
couplages, qu'on peut appeler termes de fréquence somme,
semblent, si N_ /N,_ << 4 , voisins des termes rela-
tifs a la source monochromatique. L'ordre de grandeur
de ces termes conduit au résultat suivant : la seule
interaction des deux termes fondamentaux linéarisés est
prépondérante, et cette propriété se conserve jusqu'a
1'onde de choc.

I1 s'ensuit que, retenant toujours une condition
gaussienne sur la source, on peut admettre dans un large
domaine d'espace, la solution au second ordre, formulée
par exemple dans [31
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Ainsi, pour la condition suivante sur la source ;

4 9 y :
E'.,?% l 01 Alm u.;t'-;-’l{&mm W, 1‘:)

on peut retenir le terme paramétrique :

(W Ex) — XY
@ =-(5”7”v3‘l°&ié e (riEY _e_ E4
- _E; s 4+ 82 3'
W=rw. ___}..(%
f_d_ e 3
A z’
ou
/
/
/€= é’:‘:"; Rzt o (2g)
O[ :kl'_"_&. } 4 - “__x_ E-
00y dy 1+EE
=" z 2t pix € _ 2L
“1+ €2 ds 1-¢% F

IX - CONCLUSION

La méthode de résolution présentée ici, conduit
a des solutions analytiques relativement simples.

Pour une source monochromatique, on a montré au
préalable qu'une répartition d'amplitude gaussienne
peut étre équivalente au point de vue des non-linéari-
tés 3 d'autres répartitions. Une solution non-lindaire
approchée, relative au cas gaussien, a &té developpée
pour cette source monochromatique. Des résultats précis
donnant 1ieu & une &tude numérique, ont &té obtenus
pour les trois premiers harmoniques. Une premiére ap-
proche du cas "bichromatique" a été faite. I1 en décou-
le que 1a premiére approximation de la solution pour
1'émission paramétrique, est une approximation valable
Jjusqu'a 1'onde de choc.

IT ressort de cette &tude, que la diffraction et
les effets non-1indaires peuvent &tre appréhendéds si-
multanément en 1'absence de dissipation avec des tech-
niques mathématiques relativement simples, permettant
des calculs numériques rapides.
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