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RESUME

Une matrice [} de TOEPLITZ réelle, symétrique,
définie positive peut étre considérée comme la
matrice d'autocorrélation d'un signal aléatoire H
stationnaire.

Nou§ Btudions la structure de 1'inverse [~
d'une telle matrice en utilisant cette propriété.

Nous calculons 1'expression de =" en fonc-
tion des coefficients autorégressifs associés au
signal H

Quand la dimension N est finie maijs suffi-
sante, 1'inverse [y garde une structure de TOEPLITZ
en son centre mais présente des distorsions dans les
coins (effets de bord).

La matrice /7y est utilisée dans le calcul du
rapnort de vraisemblance 87/7°7X dans le probiéme de
détection d'un signal connu S dans un bruit coloré
de matrice d'autocorréiation /7 ( X étant 1'obser-
vation).

Nous comparons la matrice [ au produit ATA
ol A est la matrice d'un filtre linéaire blanchis-
sant. Cette comparaison permet de faire le rappro-
chement entre la méthode du rapport de vraisemblance
et la méthode classique qui consiste a calculer Ta
corrélation STA7AXentre 1'observation blanchie AX
et Te signal § passé dans le filtre blanchissant AS.

Nous montrons comment les effets de bord de /™7
interviennent quand i1 s'agit de détecter la pré-
sence de S dans 1'observation, sans retard et méme
avant 1a fin du signal.

* Travaux effectués sous contrat GESMA
n° A 8244 545

SUMMARY

A real, symmetric, positive definite TOEPLITZ
matrix [p can be considered as the autocorrelation
matrix of a stationnary process H .

We study the structure of the inverse [~ of
such a matrix using this property.

We calculate the expression of /™~ in terms
of autoregressive coefficients associated to H .

When the dimension is finite but sufficient
the inverse /' keeps a TOEPLITZ structure in its
center but has distortions in its corners.

This matrix /"5 is used to calculate the like-
1ihood ratio §7/7'Xin the problem of detecting a
known signal S 1in a colored noise with correlation
matrix /7 ( X is the observation).

We compare the matrix /-7 with the product
ATA where A is the matrix of a whitening linear
filter. This comparison allow us the make a
parallel between the maximum 1ikelihood method and
the classical method consisting in calculating the
correlation ST474Xbetween the whitened observation
and the signal § filtered through A AS.

We show how the distortions in the corners of
the matrix /™~!intervene when detecting the pre-
sence of S in the observation whitout delay and
even before the end of the signal.
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1.- INTRODUCTION

Une matrice de TOEPLITZ ["p posside par défi-
nition des éléments I'(¢,j)=I({-f)qui ne dépendent
que de t-j . Si cette matrice posséde en plus la
propriété de symétrie on a :

r(6j) = r(le=jl)  I<igN , 1EN

Les propriétés de telles matrices ont &té étu-
diées et de nombreuses méthodes d'inversion de ces
matrices ont &té proposées dans la littérature /1 7/

27, /37

Notre but n'est pas de présenter un nouvel
algorithme mais d'étudier la structure de 1'inverse.

Nous nous plagons dans le cas ol les éléments
de [ sont réels. La matrice [p peut alors étire
considérée comme la matrice d'autocorrélation d'un
signal aléatoire H[L’}.

HT= (H(1) ... H(N))

Dans un premier temps, nous étudierons la
structure de 1'inverse ["N“’.

Ny =E[HH]

Nous calculerons /_',\;7 en fonction des coeffi-
cients/g; ] de prédiction linéaire associés au
signal H .

Nous comparerons cette structure avec le pro-
duit ATAoll A est la matrice du filtre lineaire
construit & partir des coefficients [ab-j.

Nous utiliserons ensuite ces résultats pour
Te caleul de ST/™'X rapport de vraisemblance dans
le cas de la détection d'un signal connu dans un
bruit coloré. Ce probléme est développé par
Yvon LABASQUE dans sa communication / 4 /.

La décomposition ATA nous permettra de compa-
rer ce rapport de vraisemblance avec le filtrage
adapté utilisé pour des signaux continus.

2.- STRUCTURE DE L'INVERSE [y’

La structure de 1'inverse d'une matrice d'au-
tocorrélation a €té analysée par C. MACCHI /5 /.
Rappelons quelques résultats :

. Si la dimension &tait infinie, 1'inverse
aurait éga]emen,t une structure de TOEPLITZ. Les
coefficients f’(i-j) de cette matrice ont une inter-
prétation en termes d'analyse du signal. Ce sont les
coefficients de FOURIER de 1'inverse du spectre du
signal échantillonné :

Soit }F(O).../"[N)}]es gchantillons de la fonc-
tion d'autocorrélation /¢ (F) échantillonnée avec un
pas A i) = fé’/sz). Le spectre du signal échan-
tillonné H(¢ ="£—/o(¢,'A ) est donné par :

-0

tee - 2MiknA
6y (F)= 5 rina) €
(Les 7 sont les coefficients de FOURIER du
spectre repligé).

On peut montrer que les /7 vérifient :

1 Z f"(nA)a,-z”('n'tA

)3 Nz~
Gu(#) 1, 4 |
ou A = A 1 a+277:/"nﬂdf-
Gyt
-4

Les /_" sont les coefficients d'autocorrélation
d'un bruit dont Te spectre est 1'inverse du spectre

G (f).

. Quand la dimension de la matrice est finie
mais suffisante, la matrice inverse garde au centre
une structure de TOEPLITZ, dont les coefficients sont
les /7' mais des distorsions apparaissent dans Tes
coins (effets de bord). C'est cependant une matrice
symétrique et persymétrique.

I c

C. MACCHI montre que les effets de bord sont de
dimension ¢ = min ( Np, Np2).

Nr longueur de la suite /7,
Np2 longueur de la suite /77,

(on suppose qu'une de ces deux suites tend vers zéro
au bout d'un certain ordre).

3.- CALCUL DE /7-"EN FONCTION DES COEFFICIENTS DE
PREDICTION LINEAIRE

Intéressons-nous & 1'expression de 1'inverse
d‘une matrice de TOEPLITZ symétrique en fonction des
coefficients de prédiction 1inéaire ou coefficients
autorégressifs.

[y est considérée comme la matrice de corréla-
tion d'un signal aléatoire H(C).

Les coefficients de prédiction linéaire asso-
ciés a H sont définis comme &tant les_coefficients
permettant de calculer une estimation H[q)a partir
des échangillons précédents { H(c) ¢<g-7
H(a)=-2. atiHg-i)de facon que 1'erreur dé prédjc-
tioon~ U(9J=H(g)-H(g)soit & variance minimale E/u"[g)}
= Vmin .

On a alors ufq)= H{q}—/:/\[qj on peut montrer
que u{q) est un bruit blanc.

Dans la pratique, pour de nombreux signaux, il
est possible de considérer une somme finie de p
termes. I1 existe différents critéres pour déterminer
P (AKAIKE, PARZEN) / 27 /37.

Les coefficients {ay} correspondent & une modé-
lisation autorégressive du bruit.

On peut également interpréter les @, comme
étant les coefficients d‘un filtre linéaire blanchis-
sant et on peut montrer qu'il s'agit d'un filtre
blanchissant & déphasage minimum.

Différents algorithmes permettent de calculer
ces coefficients (LEVINSON, BURG, maximum de vraisem-
blance, moindres carrés). Les performances de ces
algorithmes ont &té largement étudiées dans la litté-
rature /2 /, / 3 /.
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Les coefficients /aL} 1L N sont 1iés a la
matrice [y par les équations de Yule WALKER :

re)_. ... r'(N-1)\[a, 2

.

F[N-I) N1 0

Systéme de N  équations & M inconnues.

Les coefficients {a contiennent 1a méme
information que 710/ . F(N 1) La description du
signal par un modéle AR résume les propriétés au
second ordre du signal.

On peut montrer que la matrice f"N s'exprime
en fonction des coefficients AR / 1 /

ril - AJAo-ATAT _ T- A, AT
a2 0"
ol :
Ao:: a, a ;A,: qp 0

P 0
., L

9

0

Rappelons quelques éléments de la démonstra-
tion : H est supposé &tre un bruit gaussien.

Te vecteur de dimension 2(N) =
((Hr) fH(N) - HIZ f’V? ) que 1'on peut décomposer en
deu%‘\’/ecteurs y et Y de dimension N .

La dens1te composée p( Yo » y, ) peut alors
s'évaluer de deux fagons :

Pl v )= (P(%) PLY: [ Y%) =P(¥%) P(%/%)
Ca]cu1ons chaque expressmnT: R
ply)=_1 ____ T [‘/“277N exp - /2/[Y1f’ v;)
oy, Iy (de meme pour ¥, )

peut s'exprimer en utilisant
le mode1e de pré "51ct1on Une estimation de y, peut
&tre calculée en fonction de Yo !

H(N+2)=-a, H(N+I) —,Zzab' H(N+2-t)+u (N+2)
1=
de proche en proche on peut exprimer toutes les
composantes de Yy
ylned)= F(Y) +w,
)
wy = 2= L(t,]) uf Nt 1)
J=0

avec :

ol L, est une matrice triangulaire inférieure dont
tous les termes de la diagonzﬂe sont égaux a 1.

Yo &tant connu p(Y, /}’) p( Nr2 )
Wane 2

La Toi multidimensionnelle des s s'exprime
en fonction de 1a Toi de & .

On en déduit :

/%) (2”)4%er~ PJ'P ){Z ut }

(NN

Py

de méme : N1

(%% )= —1 [ a2 u i
£ )= ZU%V(?UT*)N ( I t=1
Pour calculer Yo en fonction de Y1 , on uti-

lise Te modéle de prédiction sur les yL) classés dans
1'ordre des temps décroissants
N#1 5&:0

2
Les termes szyut Sy uf peuvent §'expri-
mer sous forme matricielle & 1'aide de la matrice B .

0
2(v) a, - ap 0 0
; 2 _ T T _ [e] 4
Eoqg Vb = YTIBBTIY  J=(]~, )
(N#1)
2 _up =YTBBTY
=1
En reprenant 1'expression de p[}{, Y, Jon en
déduit : . T T
=887-7887 _
U’Z

Cette expression nous donne Ta structure sui-
vante pour la matrice I""

rlo)= 2 o oy,
Inf<k<y

a ap\fa, O
\, \\
o 0 “a, a, g

ry =

On retrouve une structure de TOEPLITZ au centre
et des effets de bord. Les propriétés de symétrie et
persymétrie sont vérifiées. On retrouve au centre la
relation entre la suite /7’ et les coefficients AR.

Nous rappelons ci-dessous les liens entre les
différentes grandeurs

Fillre coloront {b,J Fittre blanchissant /a‘]
modele MA Alz)= '/5(1} modéle AR
Ir)= 2 by, na ’
) Inikip * ki) & /n/(zg‘:" Ohoto!
rl* Gy= T Blz) 8°-") = A”—Zfl'_) r
73 z, z~ I
Gy Yes

Alz)et B(z{désignent les fonctions de trans-
fert en Z des filtres:

Alz) = Ta; 2zt Z=e
B(z)=3b;/z"

t2wFa
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Les effets de bord sont de dimension p . Ce
résultat est cohérent avec celui du paragraphe 2
car les deux suites {@;} et {/"{J}jsont de méme
taille si elles sont finies.

Détaillons la structure des effets de bord.
Considérons par exemple le coin inférieur droit.

Le terme (Lj} de ce coin est :
Zs Gpjep Gpei-p + 1SECIE(pYopet)

Le tableau suivant donne 1'allure de 1'effet
de bord :

2
o7 %k e ke kT T T T T % o
~ !
N |
~ .
TSl |
a |
=K !
N |
S |
~ q, GF_I
~
% aF

Sur la figure suivante nous montrons la
structure de Ta matrice /™~Tpour N = 100. Le
signal étudié est un bruit de houle correspondant
au spectre de BRETSCHNEIDER dont nous donnons
ggalement la fonction d'autocorrélation.

.t gf 1
T

e 4P L

Autocorrélation

F“’Pour N 100 ot Al =14

4.- CALCUL DE ATA

Soit A la matrice du filtre 1inéaire blan-
chissant construit & partir des a;

Openn-- aq 0
(28
/q :(/ P\\\\ ~ N

\\ \\
4] ap i‘L
N+p

On peut comparer le produit ATA avec la
matrice /7 =7. La structure de ATA est la suivante :

(ap\\ O)(ap\ aa) O
A \‘al,, o \‘a,,,l

CE

Z ag ak—/l.-:]/ H /L-JI</(<P
' 4 ap\fa, O
0 0 o, /\2 %

On retrouve les éléments de r-1 partout sauf
dans le coin supérieur gauche.

La matrice n'est plus persymétrique.

L'approche par filtre Tinéaire introduit une
orientation du temps qui n'existe pas dans la
matrice de corrélation.

Ecrire Tes lignes de A dans le sens Gp--- Gy
suppose prse orientation de 1'entrée du fﬂtr{;
=Y )ltemps croissant.
L (N)
) Si on avait choisi 1'autre orientation, les
Tignes de A seraient Qp . . ... ap et il y aurait
inversion des effets de bord de la’matrice ATA .

Les deux matrices /"' et ATA seraient
identiques si les coefficients du filtre étaient
symétriques a, = aP a,:aP,_7 .

La matrice [an est associée a un vecteur de
échantillons du bruit

La matrice A associée au méme vecteur est de
dimension

On remarque qu'en complétant 1a matrice A par
un triangle dans le coin inférieur droit nous obte-
nons une matrice A’ telle queA'A’reste de TOEPLITZ
dans le coin inférieur droit.

0
o 9 0 AN
A’ F N 3 &P_‘\ao
= UPT—CYIO A Aa \a
0 \\\& F\\ 1°
» 0 ~J
Y
0 o}
" 4 - T
ATA = ATA + %, A==y
&, g
7= =% 4
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1

Le coin inférieur droit de A'TA” est :

@, FAYE- 0 0----0\{0-----0 4
(0\\ P °\\ +| aﬂ\ ! af— -, | = P a ak-/i-jl
\o g, o o, AN N ket )
0 g,/ \0 E 1gugpst

1T

La matrice obtenue en prolongeant &galement
le haut de 1a matrice A” est telle que A”TA” est
une matrice de TOEPLITZ de coefficient /~'(¢-f) .

4.1 Calcul du rapport de vraisemblance

On montre / 4 7 que la détection de 1'arrivee
d'un signal connu dans un bruit coloré s'analyse
quand les signaux sont discrétisés en terme de rap-
port de vraisemblance :

T -1
Syln Xn
/7\/ est Ta matrice d'autocorrélation du
bruit,
est le vecteur des observations
(e(1).... x(N)) ,

S est la réference Sy =(00...4(1).. W)OO)
4&(1)...4/M)designent les &chantilions
du signai recherché.

XN

T -l . .
Sp Ty Xysera maximum quand 1'observation
contiendraNle signal en coincidence avec la réfé-
rence.

Les performances d'un te]Ttraitement sont
caractérisées par le produit Sn /7x Si. On
constate que suivant la position des échantillons
/5’_(&) 1{rgM dans Sy , on utilise la matrice

! dans Ta partie de TOEPLITZ ou dans les effets
de bord., On montre qu'il y a une dégradation du pro-
duit 5/\7 vl Spslorsqu’on travaille dans les effets
de bord. Nous avons remarqué précédemment que 1'on
pouvait exprimer /",:/’ de 1a facon suivante :

[ [4
Effet do bord |, 0
Superieur ,?,;
ra Tt Ny | | o 0
5 \ , T 4B Y
0 /;Y) /?0} L‘);-DGP \dp

Cette expression nous permet de calculer
1'&cart entre la partie de TOEPLITZ et 1'effet de
bord inférieur droit.

Lorsque 1'on calcule Rr=ST"Sdans 1
de TOEPLITZ (pour S7= (On,Q 40 AM) 2
avec N 3p#, Nypptl) on obtient :

M

M
Rp=2_ 2 é(c‘)AU)F’{i-J)
J:.f J=1
Lorsque le signal de référence est calé a

droite de ST, Te calcul utilise le coin inférieur
droit de /7~'. La différence entre Ry et ST/77'$

a partie
[
Np—

obtenu alors sera :
sT(c™c) S
qui est une forme quadratique définie non négative

donc Ry > SIS

La détection sera meilleure quand on pourra
accepter un retard i la détection égal & la durée T
du signal + durée correspondant aux effets de

bord S7 . La référence  est alors :
ST= (0 0 4&(1)...5(M),000)

Le maximum de ST/"7’X correspondant sera :
H

STriix = STr-'s + STr'H , H- (,[’)

' H(N)

4.2 Comparaison avec 1'approche filtre adapté

La démarche classique dans le cas continu est
de construire un filtre blanchissant pour le bruit
et de corréler 1'observation blanchie avec Ta réfe-
rence passée dans le filtre blanchissant.

La comparaison de /”~7 avec le produit ATA
nous permet de retrouver la méme démarche qu'en
continu & un effet de bord prés.

Rappelons les équations du filtre adapte.

soit x(&) 1'observation, &(E-&,)1e signal
d'instant d’arrivée £, et de durée T ', H(E)le
bruit, a(T)la réponse impulsionnelle du filtre blan-

a

chissant de durée 77, et A/T1a réponse impulsionnelle
du filtre adapté,y[t} sortie du filtre adapté :

L4(E)= .éné(t-’c’)a[t)c‘/t’ signal passé

dans le filtre blanchissant,
. x,[t) observation blanchie.

On obtient :
T+ 2T

y(t) =/ z(t-T) h(z)de
6

avec :

h[t)_—. alt)x 4,(C)* f(t-T-T,)

Y est Ta distribution de Dirac. Le décalage T+T;
est introduit pour que le filtre soit causal.

Quant on n'impose aucune contrainte sur 1'ins-
tant de détection, Y [E)}atteint son maximum avec un
retard T+7, . Ces“conditions correspondent en numé-
rique au cas oll 1'on utilise le centre de r-.

h (T)peut s'écrire le [T,—-Z}*,éo (T-z).

[ (T,-T) constitue un filtre inverseur du
bruit. I1 correspond aux coefficients /7 de Ta
matrice.

Quand on se fixe un délai & entre 1'instant
détection et le début du signal to :

e
Y, [(:):/x,,(T—t) 5, (6-2) dt
hy  =a(tl[4(0-2]],

[5,(6-T)]g correspond au signal blanchi
tronqué & 1'instant . ©




110

ANALYSE DES EFFETS DE BORD DANS L'INVERSION L\/

D'UNE MATRICE DE TOEPLITZ SYMETRIQUE

11 n'est plus possible de décomposer ce filtre
en filtre inverseur suivi d'une corrélation mais on
peut mettre Ay(T)sous 1a forme :

6
/ r-1(t,%,) 4, [e-zo)dvo
o .

To
ﬂl(z,to)=/ alt-2)a(%-T)dT’

0 ..
Ces 21 (T, T correspondent aux /2y (L,J‘} du
coin inférieur drdit de =71,

5.- CONCLUSION

Nous avons étudié la structure de 1'inverse
d'une matrice de corrélation. C'est une matrice de
TOEPLITZ en son centre mais on observe des effets
de bord. Nous avons analysé ces effets de bord et
nous avons vu comment ils intervenaient dans le cal-
cul du rapport de vraisemblance ST/7'X , dans Tle
probléme de détection d'un signal connu dans un
bruit coloré. Nous avons vu comment 1'analyse des
effets de bord permettent de mieux comprendre
1'influence de la contrainte d'une détection sans
retard.
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