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RESUME

La détermination de la distribution de probabilité
d'une forme quadratique définie positive d'un proces—
sus gaussien nécessite 1l'évaluation des traces des
puissances d'un opérateur défini positif, sym@trique
et nucléaire, c'est—-3-dire d'un opérateur covariance
(Hilbert-Schmidt). Dans cet article nous nous inté-
ressons 3 une classe générale de covariance des pro—
cessus non stationnaire. Nous mettons en évidence la
structure de cet opérateur covariance qui concerne
particuli&rement la fonction de covariance d'un pro-
cessus aléatoire 3 la sortie d'un filtre 1lingaire
aléatoire, ' quand l'entrée est un- signal certain
connu. Nous donnons l'expression générale des traces
des puissances d'un opérateur covariance de cette
forme et nous illustrons le résultat sur certains
exemples, en particulier pour des voies de transmis—
slon al@atoires et dispersives en retard et/ou en
fréquence.

ie peeglt

SUMMARY

The determination of the probability distribution
cf a positive definite quadratic form of a saussian
process necessitate the evaluation of the traces of
powers of a definite, symmetric and nuclear operator,
i.e. a covariance operator (Hilbert Schmidt). In this
article we are interested in a general class of cova—
riances of non stationary process.

We show the structure of this covariance operator,
which concern particularly the covariance functions
of a random process at the output of linear random
filter, when the imput is a know deterministic
signal. We give the general expression of the traces
of powers of a covariance operator of this form and
we i1llustrate the result in some examples, in parti-
cular for random delay and/or doppler spread channels
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) - INTRODUCTION
La statistique exhaustive pour toute décision ou
estination concernant la covariance d'un processus
raussien est une forme quadratique de l'observation.
Traitenent quadratique et covariance d'un processus
saussien sont par conséquent deux notions fortement
lides. La qualité du traitement par rapport aux cri-
tdres ntilisds peut-&tre déternminde de maniére globale
3 1'aide des propriétés probabilistes des formes
cuadratiques. L'obteation de la loi de probabilité
2'une forme quadratique d'un processus gaussien
s'avére trds souvent un probléme plutdt difficile.
Dans la litt@rature différentes approches sont
nroposées. La présentation de différentes méthodes
dépasnre  larpenent 1l'objectif de notre article. Le
lecteur intercssé pourrait consulter les références
{1,2]. Rous nous contentons ici de commenter de ma-
nidre géndrale la philosophie qui régit les différen-
tes approches. On peut distinguer deux grandes
classes de méthodologie. L'une se limite d l'aspect
calculatoire de la détermination de la loi de proba-
nilité : sachant la fonction caractéristique d'une
forme suadratique 3 l'aide des valeurs propres d'un
onfrateur syndtrigee (= produit de la covariance par
1o novau de la forme quadratique) on inverse cette
fonction caractéristique pour obtenir la densité de
probabilité. Cette méthode présente un double incon-—
vénient : d'une part déterminer les valeurs propres
¢t inverser la fonction caractéristique sont des pro—
hldmes difficiles, d'autre part e structurs de
'onfrateur associé A la forme quadratisg.
dana 1o dGenmposition en valears propres. L'autre mé-
thodolorie fournit de fagon indirecte la densité de
~rokahilité 3 1'aide des polyndmes ou des fonctions
orthonormales. Sans que ceci soit génant, les paramé-—
tres qui entreant en jeu sont les traces des puissan—
ces de 1'opfrateur associé & la forme quadratique. La
cncore l'avantage est double : le calcul est toujours
rlus facile que la dEétermination des valeurs propres
ot les aspects structurels de la forme quadratique
sont mnmis en &vidence. Nous nous proposons de
s'intéresser dans cet article 3 la determination des
traces de caertains opératcurs covariance 3 une puis-—
rance donnéc. On pourrait dire que la covariance con-—
2id8rée résulte de la transmission d'un signal connu
i travers une voie alfatoire gaussienne. Dans la sec-
tion 2 nous allons mettre plus en évidence la struc—
ture d'une telle covariance. Ci-aprés nous tacherons
de montrer de quelle manidre on utilise ces méthodes
en détection ou en estimation. Soit K l'opérateur co—
variance d'un processus noyé dans un bruit blanc. On
sait swee, sous l'hypothése de présence du processus,
Arotenr associé d la forme quadratique, qui cons—
titue la statistique exhaustive, est égal 2
1'opérateur covariance K. La densité de probabilité
de la forme quadratiquc sous l'hypothése de présence
nécessite alors la déternination des traces de puis—
sances de la covariance K. CQuant 3 la probabilité de

i 1:1..2
L oAt dllues

fausse alarae olle s'exprime 3 l'aide de cette méme
densité de probabilité [2]. Considérons aussi le cas
o le processus est stationnaire et considérons
1l'estimateur banal de la puissance moyenne.
L'opérateur associé & la forme quadratique est la co-
variance du processus. Mais soulignons que la classe
des covariances qu'on considére dans la suite est
presque toujours non stationnaire. Nous les discute-
rons dans la section 2 et nous donnerons les résultats
izportants de cette contribution dans la section 3.

2 - CLASSE DE PROCESSUS

Dans ce qui suit nous utiliserons un outil mathé-
matique plus abstrait que ce qu'on retient habituel-
lement mais nous pensons plus fécond pour 1l'objectif
cherché, car plus axé vers l'aspect structurel et
algébrique. Nous considérons que la réalisation d'un
processus aléatoire appartient & un espace de Hilbert
séparable H. L'espace est probabilisé& [3], fait ex—
primé par le triplet (H, B , v ), 6 B étant une tribu
des boréliens de H et V une mesure de probabilité.
Si le vecteur X signifie une réalisation d'un proces-
sus aléatoire centré, on définit 1'opérateur cova-
riance par la relation

<Kg,1> = g@g)* <§,1>e\v(§)

< .,.> &tant le produit scalaire dans H. Cette défi-
nition est valable tant pour un processus réel que
pour un processus complexe circulaire. La relation
ci~dessus montre implicitement que toute représenta-

tion linéaire des processus conduit 3 une représenta-
tion bilinéaire de la covariance et vice-versa.

Dans la suite nous nous interessons uniquement &
une classe de processus, en général non stationnaires.
A l'origine ce sont des processus qui resultent d'un
filtrage lindaire aldatoire d'un signal certain [4].
Nous allons reformuler et é&tendre cette classe des
processus.

Soit (TE jg&'i) une famille d'opérateurs li-
néaires unitaires dans H. A 1'élément f de H on as-—
socie un opérteur linéaire K par la relation

-

Kg = Tg £ <§,T.s £>r&(d§),V§éH (1)A

(:E)U('-?.))‘A) &tant un espace mesuré et normalisé par

Jpag -2

On peut prouver que l'opérateur K est Hilbert-Schmidt
et donc un opérateur covariance. Pour montrer le
lien et la généralisation par rapport aux filtres
lindaires aléatoires nous présentons ci-dessous trois
exemples :

Exemple 2.1 : Considérons la famille d'opérateur re-
tard sur des signaux f(t)

Tg £(t) —» £(t-% ) , Yt
T est un opérateur unitaire (V} ). La covariance
qli correspond 3 cet opérateur par l'intermédiaire de
la relation (1) est la suivante

K(e,) = [ el &8N O p@ g )

Cette covariance résulte 3 la sortie d'un filtre 1i-~
néaire aléatoire homogéne, dont la fonction de diffu-
sion en retard est }*(d % )/d§ , quand 1l'entrée
du filtre est le signal f(t).
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Exenple
fréguenti

2.2, L'opérateur considérd est la trans’ation
| le

Ty & f(t) —w [(t)e 2V , Ve

On obtient la covariance suivante

£%(s) cf(t—s

Q (.) Stant la fonction caractéristigue de [N
. N

c'est d@ dire
J2MWT
c{('t) = J e H(drv')

Cette covariance résulte d'une modulation d'amplitude
aléatoire du signal f(t) par un processus stationnaire
dont la covariance est @(t-s), M(dV )/dV &tant

12 fonction de diffusion en fréquence du filtre aléa~
toaivo.

Sonsid@ronz  maintonant 1'onérateur

, A0, Mt

o 3

l.a covariance résultant est donnée par
S
LI G B A G-

K(t,s) = J H(d A0
£ L) 2

Ceci correspond au filtrage linéaire suivant

Y(t) = NESI S G
L %
avec E idx( A)dX*(X)}

) dX(A)

I X @)

Nous considérons maintenant une généralisation de
la covariance (1) & l'aide de¢ deux opérateurs unitai-
res commutables.

Kg=

st sy (T sy £> MEAY), Yo e i (@)
Exx

{Bxx, W(‘!'-er) , M) étant un espace mesuré et norma-

l1se jr&.é’c&\’) =1-

Faid
L'cxcmple qui suit nontre le domaine d'applications
possibles de cette covariance.

Exenmple 2.4. Soient Ty et S, les opérateurs de
l'exemple 2.1 et 2.2 respectivement. Alors la cova-
riance de la relation (2) s'exprime de la fagon sui-
vante

K(t,s)= jf(t— ) £FT X e

e
Cecil correspond au processus 3 la sortie d'un filtre
linéaire aléatoire dont la fonction de diffusion est
P(df a~N )/d} dV ,quand le signal d'entrée est £(t).

23T \’(t—s)M(dg.dv)

Dans la section qui suit nous allons prouver deux
théor@mes concernant les traces d'une puissance don-
née de l'opérateur covariance K donné dans (1) et (2).

3 - TRACES DES PUISSANCES DE L'OPERATEUR COVARIANCE

Lemme 3.1. Soit K un opérateur covariance dans un
espace de Hilbert H dé&fini par

Kg = f;;i (BT3E) K@), ¥ren

T} étant une famille d'opérateur linéaires unitaires
( « ). Alors 1l'opérateur KO est donné par
% P P

kig= [ 1y, £ (g gt We(E o1, g )-..Pf(El,?zﬂT(d&
¥ ¥gen o)

ol Pf(g,;) = <T§ £, T £> est 1'"autocorrélation”
du vecteur f en .

Preuve : Il suffit de montrer que si la relation (3)
est valable 4 un ordre donné n, elle est aussi vala-—
ble 3 l'ordre suivant nt+l. Effectivement on a, quel-

que soit gé&H,

S'If <l<g Tgof >?f(§n—l’ En)...Pf(¥1,§2)TrH(d}’)
CQFDfiVH'A 5\'.{ < %‘ T§n§\4> P‘ (E»\(-\)E ) Pf_(i‘ ?)TT ‘A(d;)

Kn+1_g_=

Théoréme 3.1. Dans les conditions du lemme 3.1.
les traces des puissances d'ordre n de l'opérateur K
sont données pDOAT

™~
tr{K] = tr{Pf]

P £ étant l'opérateur "autocorrélation” de f dans -5

qui opére dans l'espace (= , S(®) ),u.) .

Explicitement on obtient
te [-K“'] = .83“_?; (-§( >-§¢.) b "&(.%WKDE_‘M(AE) 4
une base orthonormale compléte de

Preuve. Soit e;
H. On sait que par définition

{ &4}
%_(Kn_e_k,_ek> ;n=1,2...

Considérons d'abord la trace de K

tr[K] = zk<Ke a2k>

D'aprés (1), on peut &écrire

tr(K] = %(iTgf T§£>}k(d§),gk>

Utilisant la linéarité du produit scalaire on obtient

tr[K] =5 Zk<9k’T§£><T f,_e_k> ME)
J I Te £ ps)

Puisque quel que soit } T est un opérateur unitai-
re et 1l'espace ¥ normalisé par rapport 3 N(dg )s
on obtient facilement

er(K] =L £]]2 = txf Pg

tr{K] =

En utilisant la relation 3 pour l'opérateur Ki» €t
en appliquant la définition de la trace suivant la

méme démarche que pour triK] on obtient (4).
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Ci-apr@s nous donnons le résultat de l'application
du théoréme dans les exemples de la section 2
(Exemples : 2.1, 2.2 et 2.3).

Exemple 3.1. Pour l'opérateur retard 1'"autocorréla-—

tion" de f(t) est la fonction d'autocorrélation habi-

tuelle
(g -3 = JEe-gorte-3 ) a

Si Q(g) est la fonction de diffusion du filtre li-
néaire aléatoire, alors

wlT= | ps) - glacs) Ty,
" e

Exemple 3.2. Pour 1l'opérateur translation fréquentiel-
le, 1""autocorrélation” de f(t) est la transformée de
Fourier de la puissance temporelle de f(t).

—j2nlv-vdt
B (Vamv) = Jlgtens o ¥OE e
La trace de K? s'obtient de la méme maniére que celle
de 1l'exemple 3.1..

Exemple 3.3. Pour l'opérateur compression en temps,
1'"autocorrélation” de f(t) en compression est donnée
par

fe) = L 2

Le lemme 3.l. et le théoréme 3.1. peuvent Stre gé-
néralisés pour un produit d'opérateurs wunitaires
commutables. Nous donnons ici sans démonstration
1'énoncé du lemme et du th&oréme correspondant. La
preuve suit 1la méme démarche que pour le cas d'un
opérateur unitaire.

*(_‘\%‘)&

Lemme 3.2. Soit K un opérateur covariance dans un
espace de Hilbert séparable et probabilisé H, défini
par

Kg -—J 5sz£ <%-)5st£> Wk (d3d) | vgeH

(T';,§( $) (sv VeN) étant deux familles d'opérateurs
unitaires commutables pour tout ; et §y . Alors
1'opérateur K est donné par

€g = (5Tt g 905 4) Yln i)
A Q‘(.‘Q) . v‘)g ).TTf( d/) V%eH
@ b lvy,1g) = (5Tgh snﬁ-)

Théordme 3.2. Les traces de l'opérateur K définies
dans le lemme 3.2. sont données par

tr[Kn) = tr[er?]

Q'f étant 1l'opérateur "ambiguité” de f entre

et J{opérant dans l'espace [* (FxnN, TRt \-&)
S(EXN) érant 1a  e-algdbre des borélients de EXJ‘(
Explicitement on obtient

“

eelhd = [ 008 v ) B0 B T an)
i“ X v

Considérons maintenant la covariance de l'exemple 2.4.

A

Exemple 3.4. L'opérateur “ambiguIté”

d'ambiguité (Woodward) du signal f(i)

NG )= [ pleg) SR,

est la fonctiorn

Si S(¥ §) est la fonction de diffusion en fréquence
et en retard du filtre linfaire alfatoire, alors on

obtient
SIS ATVRR T e T rs V5 HKe )

Nous allons appliquer ce résultat & un cas parti-
culier de signal f(t) et de fonction de diffusion.

Considérons le siznal "saussien”

1) -(zﬂ‘) exp(- ﬂl) , £ R

dont la fonction d'ambhi-ultd est
RS 9 ,_——Q,)
De(,9) = exsp (- r—-‘ﬁ_ — mEvii
Considérons la fonction de diffusion "¢ ;
retard et en fréquence [N

Sg) = me,\- ‘°( ITE 9—3‘)
Vu que le retard et la fréguence se découplent et
pour la fonction de diffusion et pour la founction
d'ambiguité, 1l'intégration dans (6) peut &tre faite
séparément en E"et N". Nous donmons ci-dessous
1'expression de 1'intégrale pour le retard.

B3 GR) Fhetih +¥n Tigg;
(R T f%

= (L&) | el =

Nous &valuons cette intégrale dans l'annexe. On ob-
tiont wne ralstion récursive

(Tr) (DuCor ‘r"))“ 3

od le polyndme Dy(.) satisfait a

Excnple 3.5.

DI(A) = A-l
D)= T [ Aw@) - Db t) -2]

(A = AA“_‘(,\)—A“-,L(A) bny 2
S N= A, Dot

De la méme nanilre on peut ohtenir l'inté rale sur le
domaine de fréquence et finalement on peut &crive

Jw[)(“] = (Q.TLB\..SM((D“(H ?:g'> Dult+ s ‘B*T ji

Dans {5] nous avons défini la
transmission comme le rapport
(erfx])?
4 = e—————
tr{x2}
Pour le cas particulier de cet exeuple on ebtient

l'expression
, | z A
a= zm’&t-\/ ’L>(4+ —-——~,>
(O3 ) (o rgine
srincipaux pave-

Cette relation met en raprort les
métres de la transamission : dispersion en retard XL et
élargissement fréquentiel 2B d'une part, durée effec—
tive 2T et bande effective 1/2T du signal &mis
d'autre part. L'importance de cette relation dépasse
done 1l'exemple particulier étudié.

diversité <'une

Cn pourrait aussi poser la guestion du choix opti-
mal du signal énis, par l'internédiasire du paracdtre
T suivant la wéthode déveloprée dans {i}. lals cette
question dépasse l'objectif{ de cet articla.
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CONCLUSION

Dans cet article nous avons &tudié des caractéris—
tiques tr@s importantes d'un opérateur covariance. Ce
sont les traces des puissances d'un ordre quelconque
de 1l'opérateur. Cet ensemble des valeurs numériques
est équivalent d celui des valeurs propres. 11 con-
tient par conséquent toute 1l'information sur la ré-
partition de 1'énergie du processus, mais pas du tout
les directions ol se trouve cette énergie. Cet ensemble
des caractéristiques est suffisant pour décrire les
dispositifs quadratiques qu'on utilise pour des déeci-
sions statistiques concernant la covariance. Nous nous
sommes particuliérement intéressés 3 une classe géné-
rale des processus non-stationnaires. Il s'agit
surtout, mais pas uniquement, des processus résultant
de 1la transmission dans une voie aléatoire et
dispersive.

Pour le cas d'une voie dispersive en retard, nous
donnons une expression des traces 3 1l'aide de 1la
fonction de diffusion en retard de la voie de trans-
mission et de l'autocorrélation du signal émis. Pour
le cas d'une voie de transmission dispersive en fré-
quence nous exprimons les traces 3 l'aide de la fonc-
tion de diffusion en fréquence et de la transformée
de Fourier de la puissance du signal émis. Pour le
cas d'une voie dispersive en retard et en fréquence
nous donnons les traces des puissances de la cova-
riance 3 1'aide de la fonction de diffusion en retard
et en fréquence et de la fonction d'ambiguité du si-
gnal émis. Pour l'ensemble de ces cas nous avons mis
en &vidence la structure des opérateurs covariance
correspondant. Ceci nous a permis d'obtenir les thé&o-—
rémes 3.l. et 3.2. D'autres applications donc sont
possibles pourvu que la covariance résulte de
1l'application d'une famille d'opérateurs unitaires
ou d'un produit commutable de tels opérateurs sui-
vant 1'expression donnée dans le lemme 3.1 et 3.2
respectivement.

ANNEXE

[.354 - 7lSYL]-r

On peut facilement vérifier que
PS
QE\—§1> ‘5~"*'(§n‘§a
I étant la matrice identité et
01 i
A 4 A \_'.0
- L
i "4 O

L'éxposant de 1l'exponentielle sera donc

-4, T (I-AR-HTL= -

-ri

Mettons

- L% (-t" A‘!

Ainsi on obtient

L= U (e UYprg)t mAD

A

(B e 5w )

1]

o {4y +4 ) -4
[zr’- aﬁq?‘

81 Dy(A) est le polyndme caractéristique de la matri-
ce Aj, on obtient

L\ -4
vx
(TE) (D (H—zT )) ke
(.
Nous donnons ci-dessous une relation récursive sur

1'ordre pour le déterminant Dn(A}' Effectivement on
peut montrer que

D, (A= a-4
Dalars £ [anaN - 8.,,(28) -2]: nz2

ol zﬁn(A) est le polyndme caractéristique de la
matrice

01 eeeeesndd 0
By =[10 ...cc.00 0
00 veevuend 1
00 teveaenal 0

Pour cette matrice on a

Ba(A) = A Bua@ = bup(A) M2 e
&, LR)
Be(d)=

Ce qui permet de déterminer récursivement Dn(A ).
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