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RESUME

Le développement des méthodes d'analyse en tempst
et fréquenceVpermet d'étudier des signaux aléatoires
harmonisables et des signaux certains modulés. Une
voie commode pour condenser 1'information, obtenue i
chaque date t, est d'utiliser la factorisation spec-
trale par voie AR ou ARMA. Ce procédé traitant de
grandeurs positives conduit 3 &tudier le carré de la
Représentation conjointe. Celle~ci est le plus souvent
du type Pseudo WIGNER-VILLE liss&, qui permet d'ana-
lyser sur une fenétre donnée et d'éviter les termes
d'interaction. La formalisation de cette quantité pour
des signaux asymptotiques montre que la factorisation
sera d'autant plus commode que 1l'on disposera d'un
signal 3 loi linéaire pendant la durée d'observation.
Dans les cas de loi de modulation non linéaire sur
cette durée la représentation s'exprime 2 l'aide d'une

fonction d'AIRY 3 comportement nettement dissymétrique.

SUMMARY

Time and frequency joint representations are
well suited techniques to analyse non stationnary
random processes and wideband modulated signals.
A way to get data compression at each time t is to
use spectral factorization, such as AR or ARMA tech-
niques . These techniques are dealing with positive
data as spectrum densities. A way to get such data
compression is to factorize the square modulus of
the time-frequency representation. An easy and conve-
nient representation is the so called "Pseudo WV"
one or the smoothed one, which represents the wéighted
signal as a function of t and % and avoids the
cross terms due to multiple. components of asymptotic
signals . Factorization techniques may be easily used
if during the observation interval the frequency law
is very near a linear one. If this law is not a li-
near one the joint representation may be epxressed
by Airy functien.
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INTRODUCTION 1'évolution du signal, suppos@ modulé en amplitude et

Le développement actuel des techniques d'&tude
des phénoménes non stationnaires ou des milieux 3
paramétres variables dans le temps favorise diverses
méthodes d'étude
- la Représentation conjointe en temps et fré-
quence des signaux harmonisables, et notamment
la représentation de WIGNER-VILLE.(1J [2]
~ la Représentation des signaux 3 1'aide des pro-
cédés de factorisation utilisant les modéles
AR et ARMA 3 paramdtres variables permettant
un type particulier d'analyse spectrale[i][?]

Dans cette double perspective il peut apparaitre
intéressant de formaliser, 3 date t donnée, le conte-
nu fréquentiel de la Représentation de WIGNER-VILLE
32 1'aide des méthodes de factorisation. Ces méthodes
congues par principe en vue de l'analyse spectrale
conduisent tout naturellement i mod&liser par voie
AR ou ARMA le carré de la Représentation conjointe
de WIGNER VILLE [5]

I1 peut paraltre contradictoire de vouloir unir
dans un méme proc&dé deux méthodes d'analyse dont
1'un est paramétrique et 1'autre pas. Cette contralic-
tion n'est qu'apparente, car la méthode de factorisa-
tion spectrale permet ici de condenser 1'information
contenue dans la repré@sentation conjointe par la cons-
tellation pdle z8ro utilisée.

1) PRINCIPE DU PROCEDE RETENU

Les méthodes de factorisation cherchent A repré-
senter la densité spectrale Pg(V)du signal &tudié a
1'aide d'un filtrage lindaire :

- WX(\’) = i, lhw)lz

est la densité spectrale d'un bruit a large
bande ou 4 corrélation microscopique devant la ré&-
ponse du filtre. Si le signal X(t) est du type déter-
mlnlste ceci revient & chercher le filtre de réponse

H(b) %(V) tel que : 5] [6]
Hik) = X(k)

On retient dans la version discr&te &chantillon-
née deux types de filtres linéaires
- le filtre AR ou polyndmial X = Q(z:")tous pbles

- le filtre MA ou transversal %:?(Z") tous
z€ros

et la version combinfe de type ARMA :
Hiz) = Pzh). QY

Utiliser les m&thodes de modélisation AR ou ARMA
implique 1'étude de‘ﬂ;(?) densité spectrale du si-
gnal X(t). C'est une grandeur essentiellement posi-
tive.

Modéliser 3 la date t. le contenu fréquentiel

Bz(ét'.,\)/ 4) associé au signal analytique Z 1i& 3 X
par l'un des procé&dés ci-dessus nécessite une gran—
deur p051t1ve telle que :

lp(kav;t)]| % LA 6 de  hofZ:
£ ks

Pour réaliser 1a modélisation i1 faut considérér
3 la date to :

/P("o»"ﬂ)}z: M(v)/?x;

o h(Y )t est la fonction de transfert du filtre

équivalent qui représente 3 toute date to

ou localement stationnaire harmonisable
aléatoire.

I1 faut noter en ce point de 1'exposé que dans la
plupart des cas on étudie par analyse en temps et fré-
quence des signaux modulés multicomposantes, ou des
processus localement stationnaires possédant un compor-
tement de type '"résonnant' méme s'il est &volutif. Parf
résonnant il faut entendre ici distribution comportant
des pics fréquentiels modélisables par des filtres de
type accordé.

fréquence ,
dans le cas

2) PROPRIETES DU CARRE DE LA REPRESENTATION CONJOINTE

a - liens_avec la fonction d'Ambiguité

Nous présentons ici quelques résultats généraux
relatifs au module carré des Représentations conjointes
de valeur réelle caractérisdes par la fendtre d'obser-
vation £(n,%).[7] . Rappelons quepz(zt‘ v,.ﬂ) a pour
propriété principale de distribuer soit 1'énergie du
signal Z, soit sa puissance instantanée dans le plan
temps~fréquence. [7] La définition de P (&,v 5 £)
est la suivante

p(,{: v,f) f {(n,t)e z(,uz';)z {a- z)e dhdudz
avec 4(‘0,’!',) n-(#: /.{/44— .ﬁ{o,o)

La contrainte f = £ n'est nécessaire que si on
impose P eJR . Puisque nous discutons ici du module
carré de ﬁz cette contrainte n'est pas nécessaire.
Seule la propriété I{{m‘c)[<#(o,o) = | nous importe
pour assurer l'existence de Pz et la propriété de
distribution énergétique dans le plan

f B, vi{) dtdv = <z,2>=E,
Prenant en compte le fait que :

R, )22 410, 8). % (6,

ofi QQZ est la fonction d'Ambiguité symétrique définie
par J.VILLE et S.M. SUSSMANN [8], il vient :

/f"“':”ne)/z‘e ‘*J" o (08) = 15, (6,2)

oﬁ.[ﬁ est la fonction de corrélation bidimension-
nelle de W telle que :

DL (Jes) oo 5o 1081 0088 do dE
lpteysplie= féw,é) {lo ewx .

Ceci condiit immédiatement & la relatiom :
/ lp@b,v,-f)lzdtdv = [I{ee) 11081 "do's%
Rz % R2

Si lfl =lc'est-a-dire si f appartient & la classe
unimodulaire il v1ent :

oo f [Igte;fr e = f lx(e,'é’)[ftw:E

/p(l:v ;)/2’ est alors une DENSITE en temps et frequence
qul répartit dans le plan Lb Y ) le carré de 1'éner-
gie E7 =//z// associée au s1gna1 Z. Dans la classe des
fonctions d'observation unifiodulaires, le cas £ = 1
(WIGNER-VILLE) joue un rfle particulier. Les proprié-
tés en sont les sulvantes. En particulier :

[pty 1)[_-» x&(e,é) lx zx<e,§)x(e’ew )do'ds’

I&r étant une fonctlon de correlatlon posséde la pro-
priété de symetrle hermitique ’Z;f J;; soit

[REYAEE [ X, (68)X5 (646, 5%)do'd s’

Par deflnltlonf)(t ¥Y3; 1) est liée par transfor-~
matlon de FOURIER 3 la Représentation bitemporelle
, (T D

BlbY; DL R () 4)aZ(6+2)Z T -E)
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Par transformation de FOURIER, il vient :
£
fq(%ﬂi,—_; [pk,v; H)[*E"R, (4,7)

2) ECRITURE DANS LE CAS ASYMPTOTIQUE DE ,%(x‘:,\h 1) .

Les problémes de factorisation &tudi&s ici sont
1i8s & 1'analyse en temps et fréquence de signaux
asymptotiques ; leur amplitude A(t) et leur loi de
“fréquence instantanée Yg(#£) &voluent lentement &
1'8chelle de la fréquence centrale Vg . Autrement
dit ce sont des signaux tels que :

d Loghtt)= A A_
& 9 A «®, Y I

100kHL=vO A b
—— _.v‘;(f)‘ < (:’gkﬂz £
0 T Jr’n'éz
=2mYe = BT((Y)2 A
p=tme ((vs) 4)

figure O

comme la figure 0 le montre.

Le signal analytique Z(t) = Ae"'§(’a conduit a
la Représentation bitemporelle suivante.:

Bl V=S R, b0 = Alb+ DAL -DEH T
avec BLIET)=B(b+72)Plk-212)

ractéristique traduisant la situation asymptotique.

Ce terme @tMLI£,T peut crder une distribution
de DIRAC dans le plan (£,V) . En effet considérons

le cas de la modulation lin&aire en fréquence ol

B(L) = 2n(Vst +ot¥2) on a: [9]
& pL(t,2) = TOLTRE) .
- ”m
Qi vi1)= (Stn-Ostabin{ L A+ A-2IE dt))t,v)

ce que l'on &crit

plyd) = Pk v-vitt) 4

avec PA (t, 9)4) représentation de WIGNER VILLE
de 1'amplitude A(t) du signal analytique associé .

Une technique possible est de ré@aliser une ana-
lyse en temps et fréquence conduite sur une fenétre
de pondération centrée sur la date t. C'est la Re-
présentation conjointe dite pseudo WIGNER~VILLE
[10][11_] . Pour ce type de représentation la fenétre
d'observation f(n, Z) s'exprime comme suit:DO:l

{mT)=1.80) , pm)=1

En effet en &crivant la représentation conjointe
de H(u - t)Z(u) on obtient en posant :

Hou-te2) Ko -£-3) = [HE)

(symétrie hermitique ou parit&). L'expression de

&(,b ,\)ij ) est alors : « e
plEY;p8) == ) /Rzuug)z (£-9)6"

est le paramétre ca-

3) ETUDE DU CAS 0U Yy (£) EST UNE LOI LINEAIRE

a - Représentation PWV

L'expression suivante traduit 1'hypoth&se d'une
amplitude A(t) constante sur la dure de H et le carac-
tére linédaire de V() , assimilée 2 VO+OL25' ofi
Vo__;\)“:{,u) 3 la date u = t : ™ ~2AVE

. Yy T .
0 (k,v;PW¥) L5 Q) jgmz)z (b-2)€ dz

La figure 1 illustre ce fait :

V;;(t):-%\Am)
~—___Vill)
Htu-t) - pented

figure |

Ceci nous fournit 1'expression Finale de {t‘V'PWV:
2

FZ> (tv;Pwv) = Az{?,fﬁ‘(ﬂ)f’lfé (n- (st ab)} = ZAj_l}" (ve (v+at)

le carré de cette expression se met sous la forme sui-
vante en surnosant quelk(n) est une quantité
réelle :

4
’%Z(b,v V) AL [;Lz'(v” (stat) = Ay l}( Y-+ dt))

2 AN .
En notant que .'.-'h est le carré d'une fonction
de corrélation , c'est-a-dire dans la méme classe on

pose @ f_’;f’{’n) =13(n)

I1 nous faut remarquer que cette quantité positive
est paire et décroissante . Son maximum est centré 3 la
fréquence Y=V {(A) . La modélisation d'une telle
quantité par le module carré du gain complexe d'un

filtre accordé a la fréquence V == V((£)est donc pos~
sible compte~tenu des propriétés obtenues.

b - Etude de_la Représentation PWV lissée

NOL}'S allons maintenant &tudier le cas {(ﬂ,t) =P(0)Q(‘9
Q“:HH(?/‘)‘ qui correspond 2 la Repré&sentation de WIGNER ~
VILLE de type pseudo WV liss&. Dans ce cas on a :

v 2 *
o> 402 (g [Pu-tzespli-gau

avec p(m.)'%:_&ep(e) . Ce terme introduit un filt-
rage par convolution temporelle de P avec la forme bi-
linaire en Z. Ce filtrage &tant le plus souvent de
type passe-bas par moyenne temporelle cette représen-
tation est dite lissée. Un tel filtrage est utilisé
pour &liminer les termes d'interaction , ou fantdmes
apparaissant dans le cas de signaux multicomposantes|ll).

Bitvp)== :\Wg)A(t 2 P- B gl

Sous les mémes hypoth&ses que précédemment on obtient :
o * amidl,  ZimWE
v
ol Ay Hig) [Pu-t)E™ .

ce qui conduit & l'expression suivante en remarquant
ue p(m)=2P(6): ; .
que p(m) ) 4amdt c2mit

oty s A Hg) plde).€ €
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ot f = p(n).lu(c/z) [2: o est la pente de modulation en utilisant le résultat précédent Pz s'exprime a
de fréquence relative a2 Vi (u),loi de modulation 1'aide de la fonetion d'AIRY :
de fréquence observée & la date centrale t caractdri-
sant la fenftre P(M ). En posant : P ,tv i)N E(t)[Pt\) i)*— AL(\) \)&(b))] v)
E(t)
W{'Tb)...‘[e, ( dt) de b) O(NHZ/S Toute reprdsentation conjointe LOy{£,V, -{) s'exprime a

partir de celle de WIGNER-VILLE par convolution bidi-
soit W) =4 P(Mfy) il vient : mensionnelle puisque :

=21 B(%, vihts "‘f(eé (eé)
-t
olt,v; pIHF) A % W Sttt ) g6, vi0ts 1)

solt encore :

tv P/H’) Al: ([}1. *'P[—))(V v, -ak) Soit P(lt},;).ﬁ)._.[@(l:’)v}i“)?*%t:v’)
Z A

Si 1l'on admet que P est reel et appartient i la classe (/t-,\))
des fonctions de corrélation {1’} : )
4 Iy (9,§)es.t la transformée de FOURIER de f(M,T). Ceci
[pigr , P = Ply= P(-u) nous conduit 3 :
P = Lo (W) Hit,v) = Plt).qm)= P{t).c}(»') ,PeR
2
1'expression deé(tlvj' P/l’” )devient alors : d'od :

le,v; pmlktzP)=[ ) *’34);,';? K969

Cette expression peut se mettre sous la forme ci-
dessous:

2
Pl v;plH’) = i‘f (R*1) (. -at)
quantité qui est centre enV= )&(t) dans le plan (f:\’)

Le module carré de cette quantité@ est waximal et pair
autour du point (V=¥ t ) du plan temps frégucnce. bv}PQ) jp(t t}q(\) \)) (Eﬂ:}fdtv.n‘l AL[G-V‘ d (TdV

2 ffets de fllcrage effets dus 3 A(t)
,g(t)v) PIHP}_—_— Af ’(lz#f:,)( . gus au procédé PWV@ sur Ai (V_E_V,;)
oz V.Yi(t)

Si on admet que A(t) &volue lentement 3 1'échelle
de la fréquence centrale du signal, on est en droit de
considérer que 1l'effet de convolution dii 3 Op est

En remarquant que (Ii*r{,) est une fonction d'auto- celui d'ung f(')nction ":1mpulsive"'é durée bréve devant
corrélation que 1'on note /73’ on a : le lobe principal de Ai(x)(cf. figure 2)

lP(t;")P*H’Z)(i AL (v_vilt))lz |
* = 4

A (

5

) figure 2

~

L'intérét de cette formulation est de montrer que la
modélisation doit fournir une fonction de transfert.
telle qu'elle corresponded un filtre accordé i la
fréquence VY = V,{;{Jt)

4) ETUDE DU CAS 0U VL(’t) EST UNE LOL QUELCONQUE Dans une telle perspective on peut admettre que:

SUR LA DUREE D'OBSERVATION: i_A . V;
* Lim-Vi :} Joy, AA, V-V
o [ R e
Un résultat d4 & P.FLANDRIN indique pour un si-
gnal asymptothue que :[9] @ 1/% Ce qui conduit 3 :
~ b)) e lt)= (v ()
Rt ,;d)~ t)Ah[—f-y- Lk O[tv;PW) o fm £1qp- AP VilB) ) 'y
oll e est le signal unimodulaire associd 3 Z = S(t)
2=z SYCIN ¢
P81 \)( )(,{; —a 0, cas de la courbure nulle on a : avec : (b) (—3—5(5_%9
hm 8 AL('&) ___g(,x) ' fenétre P(t) la phase é (t) soit de type
£—0 €/ cubique : 3 .12
En considérant le cas de la Représentation conjointe (t) at’s bt +cb+d:
WIGNER-VILLE de type lissé ( f = pQ) on obtient pour
une loi de modula}élon non linéaire : VL Hi')—' :Zlo ) Eo ,2,7]’(32—)

P(b;v)PQ)ﬂ— Q(ﬁ)JPﬁbf)Z(“W)Z(M-t)du Z Ae ’sz(dz)lz et on a : ’
p(t v,p&) ( (£, V1) P@ (t,y)i))(t 9 g(/c,vifwvé)%o le(t-t)q(v.v )AL(_\’_:S}_’,:LE))&C{\,
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Dans une telle expression il faut noter l'effet
du filtrage fréquentiel qui "lisse" les oscillations
dues & 1la fonction Ai(x) comme la figure3le montre :

Riptvite)) it (v-Y)
// ;Eir‘ /Il \‘(/’q -

) v’
V=V

figure 3

Le résultat final peut donc &tre positif ou nul,

ou ne comporter que des valeurs négatives trés faibles.

Dans ce cas la possibilité de modé€lisation de ce quan-
tité par le module carré d'une fonction de transfert
de filtre est envisageable avec une erreur de modé&li-
sation faible. Il faut toutefois noter que dans une
telle situation les pentes dissymétriques du pic cen—
tral de la fonction d'AIRY ne procurent pas une donnée
aisément approchable 3 1'aide d'une fonction de trans-
fert de filtre accordé. Il peut s'ensuivre une diffi-
culté 3 modéliser une telle quantité par le module
carré d'un filtre accordé.

CONCLUSION

A titre de variante dans 1'analyse des signaux
modulés et des processus al@atoires harmonisables on
envisage de condenser l'information & 1'aide d'une re-
présentation paramétrique de type pSle zéro. La re-
cherche 3 toute date t d'une factorisation spectrale
AR ou ARMA nécessite d'explorer les propriétés du mo-
dule carré d'une représentation conjointe en temps et
fréquence. Dans le cas de signaux déterministes asymp-
totiques il y a concentration dans le plan temps fré-
quence autour de la loi \%{(}b) pour des signaux
modulés lin€airement en fréquence de type unimodu-
laire.Une représentation conjointe & durde finie d'um
tel signal est du type pseude WIGNER-VILLE liss8, qui
a l'avantage d'éliminer les termes parasites dus aux

interactions entre les composantes multiples du signal.

La factorisation spectrale assocife au carré de ce
type de représentation profite de la loi de modulation
linaire pendant la durée d'observation. Dans le cas
général d'une modulation non linéaire pendant cette
durée le carré de la représentation conjointe s'ex-
prime 3 1'aide d'une fonction d'AIRY dont le comporte-
ment asymétrique ne permet pas aisément de la repré-
senter & 1'aide du module carré d'un filtre r8cursif
et transversal.
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Note :

On trouvera une tentative d'application de la
méthode décrite ici dans le présent Colloque
GRETSI sous le titre :

"Séparation de fréquences modulées proches par
Analyse de WIGNER VILLE autorégressive' P.FLANDRIN

108 Colloque GRETSI Nice mai 1985
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