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RESUME

On étudie & quelles conditions une représenta-—
tion temps—fréquence peut &tre rendue causale, c'est-3-
dire obtenue 3 tout instant par l'intermédiaire des
seules valeurs antérieures du signal considéré. On mon-
tre qu'un petit nombre de conditions physiques supplé&-
mentaires suffit & r8duire 1'ensemble des solutions ad-
missibles & la seule représentation de Page. Quelques
propriétés de cette représentation sont discutées, per-
nettant d'envisager des lissages luil assurant un meil-
leur comportement. Une formulation discr@te est propo-
sée ainsi que son calcul par un algorithme récursif.

S'intéressant alors & des processus aléatoires
non-stationnaires admettant une représentation causale

du type Cramer—Hida, on compare le spectre de Tjdstheim-

Mélard (issu d'une telle représentation) avec ceux de
Page et de Wigner—Ville. Les différences de points de
vue sous-jacentes 3 ces représentations sont discutées
sur une factorisation de la matrice de covariance du

processus.

SUMMARY

The problem of finding conditions ensuring that
a time-frequency representation is a causal one (i.e.
obtained at each time point by means of only past va-
lues of the analyzed signal) is addressed. We show that
a few extra conditions reduce the candidates to the on-
ly representation proposed by Page. Properties of this
representation are discussed, smoothings are introduced
for a better behaviour and a discrete version is propo-
sed, together with its recursive computation.

Considering then non-stationary random proces—
ses for which a Cramer-Hida causal decomposition can be
obtained, we compare the resulting (so-called Tjdstheim-—
Mélard) spectrum with Page and Wigner-Ville spectra.
The underlying differences of these approaches are dis-
cussed through a factorization of the covariance matrix
of the process.
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l. Introduction.

Lorsque 1'on s'intéresse 3 la représentation
conjointe en temps et fréquence d'un signal certain ou
d'un processus aléatolre non-stationnaire, le probléme
de la causalité@ peut se poser A deux niveaux :

i) celui de la nature causale du syst@me en-
gendrant le signal ou le processus : on
considére alors que seul le passé@ peut con-—
ditionner 1'état présent, interdisant par
principe toute influence du futur ou rétro-
diction ;

ii) celui de la mature causale de la transfor-
mation €laborant la représentation conjointe
4 partir de 1'histoire du signal : on consi-
dére alors que la représentation temps—fré-
quence doit 8tre ohtenue par une transfor-
mation sur le signal telle qu'3d tout instant
le seul passé intervienne.

Ces deux Lnterventions de la causalité peuvent
s'envisager indépendamment 1'une de 1'autre.

Dans une premidre partie, nous discuterons les
conditions de causalité de la représentation temps-fré-
quence a'un signal certain en convenant d'appeler re-
présentation conjointe causale toute représentation

temps—fréquence E€labor@e 3 chaque instant a partir des
seules valeurs antérieures du signal.

Dans une deuxi@me partie, nous Etudierons cont-
ment cette notion peut s'étendre au cas des processus
alBatoires harmonisables. Cecl permettra de comparer
plusieurs "spectres dépendant du temps" d&ja connus,
dans le cas de processus admettant une représentation
causale de type Cramer-Hida.

2. Représentations conjointes causales.
2.1.

Condition générale de causalité.

La représentation temps—fréquence générale d'un
signal certain x {¥) s'éerit [1,2

O D R o

oll dl est une fonction de pondération (éventuellement
complexe) arbitraire. RéEcrivant (1) sous la forme

ﬁb 1) ﬂ{dm‘.z,tﬂ oy b 9(r )

Valw)w)e  dnbrdwt 2

la condltlon de causalité considérée plus haut (et se-
lon laquelle 1'élaboration def% A ) se fait par 1'
interm@diaire des seules valeurs antérieures (x(.u.) u4e)
revient 3 1mposer que

S dote- f/
soit encore : F(V*wb I W') F( é\r-

ou L) est 1'é

F(Q,‘C):' [ f{'\,‘C) ex'zrrneo(‘w

U(E-DU(k-w) 3>

chelon unité de Heaviside et

Un changement de variables dans (3) conduit & la
condition recherchée

g l&v; f) cavsate & F(f0)= FoU (8- oy

2.2. Relations entre parties réelle et imaginaire des
pondérations assurant la causalité.

Par transformation de Fourier, (4) est Equiva-

lente 3 : f(n 9o i f f(m-c) At mlzl

En appelant ﬁZ (resp. 1: ) la partie réelle
(resp. 1mag1na1re) de ;¥ et en 1dent1f1ant parties ré-
elles et parties imagindires, on est conduit aux rela-
tions :

dne (5

1&,[3 (Vl,u)—- -2 ( [ (mx)sTme *E-f(m‘r)&“ukﬂf"fmm(fa)
{p(mt)- L [ [E;(m TISTMT — ¥(m,e)AArmkﬂ%}_w (6b)

il n'existe oas de pondération non nulle
purement réelle (ou purement imaginaire)
assurant la causalité de la représentation
associée.

Conséquence

Supposons en effet que I;{('I,T)EO , on a alors

0= ?@i Q_?(."",T)(DST&M‘C}
m-rn.

ou‘gl désigne 1a transformation de Hilbert. Sachant que
ok 20 et 2 -Td , on déduit de (7) que 1l'on doit
evoir

par (6b)

(N

72-,?("1,‘6) WM = O

V(_m/-c)

&galité ne pouvant &tre satisfaite que si Ry =0 et
donc { =0 . Une conclusion analogue suivrait de 1'hypo-

thése Rf zo [.

2.3. Conditions d'unicité d'une représentation causale.

La condition de causalité (4) ne suffit pas a ca-
ractériser de manidre unique une fonction de pondération.
Une solution unique peut cependant &tre retenue si 1'on
impose des contraintes supplémentaires. Plus précisément,
si 1'on considére les propriétés :

=_€f Fz(b\?;f)f’; (&,9;0)drdy = l_f a;(l-)%“(l')#l *
(x@=0, 14>T) > (plt j),o > T)
Spbul)d XoIT 5 X0- f W&

on peut monter la :

la seule représentation causale satisfai-
sant 3 la formule de Moyal (Pl), conservant
le support temporel (P2) et fournissant la
densité spectrale comme distribution margi-
nale (P3) est caractérisée par la fonction
de pondération :

,fyn;7)= €

ondant &

Proposition :

itn

corresp la renrésentarion de Page.
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En effet, reprenant les r&sultats domnné&s par
A.J.E.M. Janssen dans {3} , on sait que :

21 1;{(»1,1:)1 =1

22 ,¥(- ,T) est une fonction entiére de type ex-
ponentiel telle que :
6(). Inl

A | Puol £ A e
avec : 6’(“6){. \’Cl/l et A('C) borné.
5 5 (0,024

L'ensemble de ces conditions conduit & ne rete-

nir que les pondérations de la forme [3]
L@
f('\ﬂ)ze ,e@ER Sle@) Switl (@

Imposer alors la condition de causalité 3 une
pondération satisfaisant (8) et donc :

FO)=7(6 1-’2-’1—1_ c(:c))

n'est possible que si : -4 ) £ - ]El

soit encore : C(’C) ?__ Tfh:l .

Cette condition n'est compatible avec (8) que

si: e(@=wmizl . 0O
fef

.
Portant ,p(n‘t)i'e dans (1), on obtient

pour la représentation associge les deux formes E&quiva-—

lentes :

3
F’& (b\7/'fr>= fi‘ // x(i‘)e-ilmb&/l (9a}

- t. - ~
A (¢ V}# )=2 kz.z x()] f x(w)e ‘2’7"‘2‘]*6"‘2"‘7?(91:)

mettant chacune en &vidence leur caractére causal. La
représentation unique ainsi obtenue est celle proposée
par C.H. Page [4] .

2.4. Propriétés de la repré@sentation de Page.

Outre les propriétés imposées préc@demment pour
8tablir son unicité, la représentation de Page vérifie :

*
i) j’ ("\;‘t) :ff (h,r:) et la représenta-
tion est réelle [5] 3

00
2,
1) _f,,,(n,o) =1 Q‘if’x(l-,o/-#)dv = [x(B)]
et la puissance instantanée peut s'obtenir
comme distribution marginale fS] H

’
i15) fp(n,%)- f,.(n Wellhan’c) et 1a
représentation de Page est stable pour les
produits ré]

iv) la fréquence instantanée peut &tre obtenue
par un moment local d'ordre un.

La représentation de Page présente ainsi un grand
nombre de propri&tés int&ressantes; quelques propriétés
importantes lui font cependant défaut :

i) elle peut prendre des valeurs négatives ;

. ) . /.

ii) jp(""')'fp("/‘-") %f’,(n‘ T+t’) si rr<oet la
représentation de page n'est pas stable
pour les filtrages linéaires [5] H

iii) ;el"(o,t)fo et le retard de groupe ne peut
s'obtenir comme moment local [5] H

iv)  la propriété j%@t):fassure 34 la représen-—
tation de Page de se comporter id&alement
comme un Dirac le long des fré&quences ins-—
tantandes constantes mais cette propriété
n'est pas extensible aux lois de modulation
de fréquence linéaires comme c'est le cas
pour la représentation de Wigner-Ville {71.

Ce point peut se pré&ciser : si 1l'on considére le

signal complexe :
J’2‘t (Vo l—-r'%( é‘l)

x(b= e o« ER (10)
de loi de "fréquence instantanée" :
Vi) = vo+uxbt | (1)

sa représentation de Page s'crit :

by, =12([z' WIS Rl e
F,,(//!r i) %/F- m.agw.(v‘v‘(b)))w 4 / 12
avec :ﬂi): f‘e an b dt » intégrale de Fresmel.
3

L'allure de (12) est donnée en Fig.l dans le cas
X > o0 . Elle présente de nombreuses oscillations autour
de son centre de gravité Y;(H, oscillations dont la rapi-
dité porte une information sur la valeur absolue de la
pente de modulation et la dissymétrie une information sup-
plémentaire sur le signe de cette dernigre.

£
3
| ! l /A\\J/\\/F\ N E
.4 o 1 \\J/ e

Fig.4

Cet exemple conduit naturellement 2 s'interroger
sur la possibilité de lisser une telle représentation
pour lui assurer un comportement plus régulier et localisé

2.5. Affaiblissement des hypoth&ses et lissages.

Lisser la représentation de Page revient & choi-
sir une fonction de pondération de la forme :

7g(n,r): G(n,z:).[; (n,z)
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Si l'on veut conserver 3 la représentation as-—
socie sa propriété P2 de support ainsi que son carac-
tére réel, les seules pondérations admissibles prennent
la forme :

f(?‘ﬂ-'):,? (t:)e*mhl, cf(—‘&) :q(c) , 7(0):.- 4 13

&= q@®. M, o

on obtient 1'expression 2 mémoire finie :

&
F&U’ﬂ/',e) =3F9//z(u)7‘(bau)e "*'ZW'“JA/Z (15)

qui n'est autre que 1a dérivée temporelle du spectre &
court terme propos& par M.R. Schroeder et B.S. Atal [@]

Dans le cas :

2.6. Formulation discréte et calcul récursif.

La discrétisation directe des formules (9) peut
se faire par exemple suivant 1'expression :

2

~lnyu | % Y N

Tlw-= IZ ) IZ ()™ ae
A28

ol x(u) est le signal x(.u.)apres échantillonnage (3 un

taux supérieur ou &gal 3 celui de Shanmon) dont la pé-

riode est prise comme unité&. Nous retiendrons cette for-

mulation discré&te pour deux raisoms principales :

i) elle repose sur une estim@e causale de la
dérivée (9a) (dérivée 3 gauche) tout en sa=
tisfaisant au caract®re intuitif d'apport
d'information # chaque nouvel &chantillon;
ii) elle permet de transposer directement au

cas discret la propriété P3 :

+1/2 2
f Tt ) d(V = [£(®) a7
$i 1'on pose : L (&9) = ,,(,u)e,“‘zm"“‘ (18}
il est immédiat de const:;:;‘:ue :
~ s
L{b9) = L{#-4,9) yx (He~mE (19

ce qui permet d'envisager le calcul récursif de (16)
présenté en Fig.2 :

L{0,3) = %)

2o = Ko
¥ v

|
4

T, (9 = L4 2R R A0 )

LD = LA (2 (et
b bet

T

3. Représentations causales de processus aléatoires.

3.1. Page et Wigner-Ville.

Si 1'on considére maintenant que X l{') est un
processus aléatoire harmonisable de covariance Ky (bj4),
on sait que (1) peut fournir une classe générale de re-
présentations conjointes de tels processus en remplagant

AT/ - T/2) par KylusWz, w2 )i2]

En particulier, et dans le cas discret, on obtient
ainsi 1'équivalent dans le cas al&atoire de la représen—
tation de Page avec :

1239 (k-m) :
YACOR m‘tz K, lbw)e { K (b8 0
A b
Rappelons que le spectre de Wigner-Ville est quant
a lui défini par Lll 12]

W, (£9) = 2 5 Kelbre, bx)e
T~
Le spectre de Page &tant par nature causal, on
peut &tre tenté de le rapprocher d'un spectre lui aussi
causal, obtenu par l'intermédiaire d'ume représentation

elle-méme causale du processus : le spectre de Tjdstheim
[13] et Mé1ard [14])

(21)

3.2, Cramer-Hida et Tjéstheim-Mélard.

La généralisation de la décomposition de Wold au
cas. des processus non-stationnaires fournit la représen-—
tation 3 moyenne ajustée d'ordrecéventuellement infini,
dite représentation de Cramer-Hida :

2= 3 Plbw)eln)

(22)
2pd
oil E[a.) est le processus d'innovation tel que i(l‘kﬁh
[t"-u

Le spectre au sens de Tjésthemm-Melatd s'en dé-
duit alors par :

Th, ()] 2 hlu)e 215

M =0

(23)

On sait qu'un tel spectre présente des inconvé-
nients justifiant 1'introduction d'ume définition modi-
fige plus intéressante [15 . Nous nous restreindrons ce-
pendant 3 la définition (23), compte tenu de sa générali-
té et des possibilitds de calcul qu'elle offre.

Si 1'on considére la d8composition (22), il est
facile de montreghiue la covariance du processus s'&crit:

1”0) *
KqL l’c)u) = R (f/ \r) p\ (J& N')
2= 00
11 apparalr ainsi qu en remplacant K,_par (28), 1
trois spectres P, Wi et TM sont fonction bilindaire des
coefficients de décomp051tlon [f,m). Explicitant cette
dépendance et développant les calculs, on montre alors
que 1'on a, dans le cas de processus réels :

(24)

T, (D=2 ?._.. Z ‘?\ i'u—c)'a(i-un)e, (25a)
((- )= 12‘. i A (betel ) (Fu)e” SWIT o5
WY, (E0) =9 Z i L k«,M)!;(b.r,A)e‘l'm (25¢)

Les tr01s définitions, qui, rappelons-le, se ré-
duisent 3 la notion classique de densité spectrale dans
le cas stationnaire, présentent ainsi deg analogies de
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structure tout en conservant des spécificité@s caracté-

ristiques des points de vue sous—jacents a chacune d'
elles.

3.4. Interprétation.

La comparaison de (25a), (25b) et (25c) appelle
onlusieurs remarques

i) seul le spectre TM est construit sur un
mélange des indices de sommation T et 44,
ce qu1 semble le d13301ndre des spectres
P et wW¥ dont on sait qu'ils font partie
d'une méme classe ;

si 1'on considére symboliquement la matrice
infinie :

[ o

ii)

O

==
fl

intervenant dans la factorisatiom (24), il
apparait que les trols spectres A comparer
utilisent différemment 1'inZormation cone-
nue dans les coefficients de . Fn pax-
tlculler, 3 un instant donné & , le spec-—
tre ¥M n utlllse que les €léments de la
ligne & [16

Y @)

™ : 1) S
R
i
Le spectre P utilise en plus les &léments
du triangle supérieur :
P ADL
1
bt ¥
1
Le spectre W est le seul qui, par sa natu-
re non—causale, utilise également 1'infor-
mation du triangle inférieur :
WN :

Dans les trois cas, la contrainte de causalité
imposée au processus se traduit par la nature triangu-

laire inférieure de 8 . La contrainte supplémentaire

de causalité de la représentation se traduit quant 3
elle par le fait de borner inférieurement & 3 la date
+ de l'instant présent.

4, Conclusion.

L'introduction de la contrainte de causalité
dans une représentation temps—-fréquence peut sembler na-
turelle, par exemple pour un souci de mise en oeuvre en
temps réel. Cette contrainte conduisant au choix de la
représentation de Page, imposer la causalité ne pourra
se faire qu'au détriment d'autres propriété&s souhaitables
que vérifie par exemple la représentation de Wigner-Ville.
Lorsqu'on s'intéresse d des processus admettant une dé-—
composition causale, on a vu qu'incorporer cette modé&li-
sation a priori peut permettre de comprendre en quoi les
définitions de Page, Tjéstheim-Mélard et Wigner-Ville
différent. Cette approche peut laisser espérer une com—
paraison entre les méthodes non-paramétriques (issues de
Wigner-Ville) et paramétriques (issues de Tjéstheim-Mé~
lard). Elle pose néanmoins le probléme de définir la
prandeur dont chacun des spectres serait un estimateur.
$1 ce probléme est clairement résolu dans le cas ol la
1requence est définie de maniére non-causale Lll] il
n'en est plus de méme lorsque la causalité est imposée
a priori dans la définition de la fréquence.
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