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RESUME

On rappelle que les modes de résonance d'une
cavité optique confocale sont de nature sphéroidale.
En placant dans la cavité un &lément amplificateur de
Tumiére i1 devient possible d'obtenir ainsi physique-
ment ces modes et par conséquent 1'ensemble des fonc-
tions sphéroidales auxquelles ils correspondent.

Les lasers sont un exemple classique de réalisa-
tion physique d'un tel oscillateur. Cependant la
présence dans ce cas d'un couplage entre oscillation
et résonance impose, sur les dimensions de la cavité,
des contraintes qui conduisent & ne considérer qu'un
aspect asymptotique du probléme sphéroidal initial.

On montre que la réalisation d'un résonateur
utilisant un cristal de BSO (Oxyde de Bismuth Sili-
cium) comme milieu actif, est par contre parfaitement
bien adaptée & une détermination générale de ces
fonctions.

On présente enfin un certain nombre de modes
sphéroidaux obtenus selon ce principe et 1'on dis~
cute de 1'intérét général d'une telle approche pour
le calcul des fonctions sphéroidales.

SUMMARY

Previous analysis have shown that the oscillating
modes of an optical confocal resonator are typically
spheroidal. By introducing a 1ight amplifier in this
resonator it is then possible to physically obtain
these modes and thus the class of spheroidal wave
functions themselves.

Lasers are a classic exemple of a physical reali-
zation of such an oscillator. Meanwhile, in this case,
the presence of a coupling between oscillation and
resonance imposes, on the resonator's dimensions, cons-
traints which lead to consider only an asymptotic
aspect of the initial spheroidal problem.

There we demonstrate that a resonator using a
BSO crystal (Bismuth Silicon Oxyde ) as an active
medium is on the other hand particularly well suited
to ¢give a general calculation of these functions.

Finally we present some spheroidal modes thus
obtained and we discuss the general interest of such
an approach for calculating spheroidal wave functions.
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1. Introduction

La preuve de 1'intérét de 1'utiiisation de bases
sphéroidales dans de nombreux problémes de traitement
du signal n'est plus a faire. I1 suffit de se reporter
aux travaux de D. Slepian sur ces fonctions et d'exa-
miner le grand nombre d'applications qu'en donne cet
auteur [1?.

I1 n'en reste pas moins que le principal écueil
a 1'emploi de telles bases demeure encore 1ié de nos
jours & la difficulté que présente Teur calcul nume-
rique [2]. Face & un tel obstacle nous avons cherché
pour notre part a obtenir ces fonctions & partir d'un
systéme physique tenant lieu de résonateur pour 1'en-
semble de celles-ci.

Le principe d'un tel résonateur est connu et
peut &tre illustré dans le domaine optique par cer-

tains lasers a cavité confocale. L'étude théorique
menée par Fox et Li en ce domaine [3],a en effet trés
clairement démontré Ta nature sphéroidale des modes
de résonance de ce type de cavité.

La réalisation de lasers utilisant de tels réso-
nateurs témoigne ainsi de la possibilité d'une genése
physique de ces fonctions.

Nous allons cependant montrer les insuffisances
d'un tel modéle et préciser de quelle fagon celui-ci
peut étre dépassé.

Hemarque : Devant la complexité du sujet abordé
nous nous sommes volontairement Limités & ne donner,
ausst bien sur le plan théorique que pratique, qu'une
formulation trés schématique du probléme considéré.

2. Résonateur optique confocal et fonctions sphéroj-
dales

Considérons le résonateur optique constitué de
deux miroirs confocaux de rayon r, séparés de la
distance d et parcouru par une onde monochromatique
cohérente (Figure 1).
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Fig.l - Cavité & iiroirs confocaux
de rayon de courbure R.

La relation de passage entre Tes champs Uy et Up
observés respectivement sur chacun des deux miroirs
est donnée, en termes de la théorie scalaire de la
diffraction, par 1'expression :

Ul =K U0
00 K est 1'opérateur intégral de Fresnel-Kirchhoff.

De la méme fagon, le champ Up obtenu aprés p
transits de 1'onde dans la cavité est donné par la
relation de récurrence :

U =kuU _,=kPu
P p-1

Dans ces conditions, la présence de régimes
stationnaires ou modes de la cavité, tels qu'au-dela
d'une certaine valeur de p :

U =
p =7 Up-s
exprime directement 1'existence de solutions propres

0

avec |y] <1,

de 1'opérateur K telles que :
Y Up_1 =K Up-l

Dans le cas de la cavité confocale, 1'existence de
telles solutions a &té démontrée par Fox et Li [3].

Pour des miroirs & pupilles circulaires et une
représentation en variables séparées du champ :

Snm(r,e) = an(r) cosmo ,

ces auteurs ont montré, dans des conditions qui corres-
pondent ici & 1'hypothése métaxiale [4], que les modes
de Ta cavité vérifiaient 1'équation de Fredholm homogé-
ne :

k

k
an(a’”)

r
“ Yo @ Jo” Ranl@br') (g rrrt et (1)

Une telle expression, comme le montre J.C. Heurt-
ley [5], est rattachée & la formulation sphéroidale
proposée par Slepian :

1
an(c,r) =C Yun fo an(c,r') Jm(crr')r'dr' (2)

en reliant simplement le paramgtre sphéroidal c au nom-
bre de Fresnel N par 1a relation :

¢ =2mN = k r?/d
0

L'éguaticn (2) exprime ici 1'invariance des fonc-
tions Rpyu(r) pour la transformée de Hankel généralisée
d'ordre m Timitée & [0,1] et plus généralement, 1'auto-
transformabilité de 1a paire de Fourier constituée des
champs Spp(r,8) et Spyp(r',6') observés sur chacun des
deux miroirs.

Four 1'ensemble de ces raisons les fonctions
Sam(r,8) qui correspondent ici aux modes transverses
de résonance de la cavité sont appelées fonctions sphé-
rofdales généralisées [1]

A chacune de ces fonctions est associée une valeur
propre : -

I

Ces valeurs propres sont réelles, positives, or-
données et inférieures a 1'unité. Physiquement elles
traduisent la concentration énergétique du mode d'in-
dice associé, mesuré sur le support délimité par la
pupille des miroirs.

En pratique cependant on préfére plutdt considérer
Ta quantité :

~ Bam = 1 = Anm
qui traduit la perte énergétique due a la diffraction
lors d'un aller-retour dans la cavité.

Une telle atténuation, jointe aux pertes par ab-
sorption des miroirs, nécessite, si 1'on considére une
mise en évidence des différents modes de la cavité, un
apport d'énergie extérieur.

Cet apport peut &tre obtenu par 1'introduction
dans la cavité d'un milieu amplificateur comme cela est
le cas par exemple pour le laser.

3. Modes d'une cavité laser confocale

Les modes de résonance d'une cavité confocale
étant de nature sphéroidale, tout laser congu a partir
d'un tel résonateur est & ce titre un générateur natu-
rel de fonctions sphérofidales.

Dans un tel cas cependant de nombreuses caracté-
ristiques de 1‘'amplification par émission stimulée sont
sensiblement influencéespar les propriétés du systéme
de résonance et en premier lieu comme 1'indique Y. Ana-
niev [6] par la divergence du rayonnement qui en résul-
te. On peut en effet considérer pour 1a plupart des
Tasers que c'est le rendement de 1'amplification par
émission stimulée qui impose la géométrie de .a cavité.
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Le facteur de qualité de 1'oscillateur atomique &tant
inversement proportionnel aux pertes par diffraction
le rendement optimal est obtenu pour les modes axiaux
(faibles valeurs d'indice n et m) correspondant a de
grandes valeurs_du nombre de Fresnel c'est-a-dire
pour ¢ grand [7] (p. 104).

Si une telle contrainte s'inscrit parfaitement
dans la perspective de la recherche d'un rayonnement
&troit dirigé (un des éléments caractéristiques de
1*émission laser), elle limite par contre ici consi-
dérablement 1'étude générale des fonctions sphéroi-
dales suivant leurs paramétres caractéristiques n, m,
et c.

De plus, dans le cas de grandes valeurs de ¢ on
peut &galement s'interroger sur T1'utilité du passage
d une détermination physique de ces fonctions. Si
T'on exprime en effet les bornes d'intégration de la
relation (2) en fonction de ce paramétre :

Rom(Cor) = v Igg r' g (rrt) Ro(cort) drt (3)
on constate que, pour ¢ tendant vers 1'infini (appro-
ximation justifiée dans l1a plupart des configurations
lasers), la relation (3) se raméne & 1'équation aux
&1éments propres de 1a transformée de Hankel généra-
lisée dont Tes solutions sont analytiquement connues.

11 s'agit ici des fonctions de Gauss-Laguerre :

_ -r¥ec m -(m+Y/,)/2
R(cor) = e " Lé )(rzlc) e (/2]

de la forme générale desquelles découle Ta notion
couramment admise de profil gaussien de 1a réparti-
tion d'intensité de 1'émission laser. Une telle ex-
tension de langage ne fait que traduire Te peu d'in-
térét que présente un tel modéle pour 1'8tude géné-
rale et le calcul des bases -de fonctions sphéroidales.

De plus le choix d'une solution cptigue ne sau-
rait étre justifié qu'd la condition qu'il ne soit
pas possible de résoudre simplement 1'équation (2),
c'est-a-dire jci & 1'exception de valeurs extrémes
des paramétres n, m et ¢ (en particulier pour c grand)
pour lesquelles on peut donner des solutions numéri-
ques simples & une telle équatijon.

L'ensemble de ces raisons conduit & écarter la
solution du laser. i

4, Utilisation d'un cristal de BSO comme milieu ampli-
ficateur

A 1'inverse du Taser on peut penser que les
cqvitég, dont 1'élément actif est un cristal de
Bi;, Si 0,4 (en abrégé BSO), sont beaucoup mieux
adaptées & fournir uné génération des bases sphérof-
dales dans le cas général.

Divers travaux [8] et [9] ont en effet prouvée
que Tes propriétés non-lingaires de certains cristaux
photo-conducteurs et électro-optiques tels que le BSO
pouvaient &tre utilises pour réaliser 1'amplifica-
tion d'un signal lumineux dans Tes conditions d'une
répartition spatiale d'intensité quelconque.

Le principe d'une telle amplification décrite
physiquement par le modé&le théorique de Kukhtarev
[10] et dont les principales caractéristiques sont
exposées en [8] est briévement rappelé ici.

L'apport d'énergie est obtenu dans le cas du BSO
par couplage d'ondes dans le cristal. Une partie de
1iénergie véhiculée par le faisceau indident I est
ainsi transférée au faisceau moins puissant If°se10n
Te schéma de Ta Figure 2. Ceci n'est toutefoi§ rendu
possible qu'd condition que les franges du réseau
d'interférences inscrites_dans le cristal défilent a
une vitesse déterminée [8]. Un tel défilement peut
étre obtenu simplement, comme indiqué sur la figure,
au moyen d'un miroir piézo-électrique.

Les principales propriétés physiques d'une telle
amplification ont &té établies pour le BSO par Raj-
benbach, Huignard et Loiseaux en [9] . Ces auteurs
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Fig.2 - Amplification par couplage deux ondes.

ont montré en particulier que le gain de 1'amplifica-
tion:

- augmentait avec la puissance lumineuse incidente Ip
jusgu'a une limite de saturation (environ 100 mW/cm? a
514 pm),

- était d'autant plus grand que le rapport des fais-
ceaux IF/If était grand.

Cette derniére propriété est trés importante, car
elle indique Ta possibilité dans ce cas de 1'emploi de
cavités a grandes pertes par diffraction et, plus géné-
ralement, 1'amplification de faibles signaux. Ceci est
d'une grande originalité par rapport aux cavités lasers
et conduit & penser que ce mode d'amplification est
particuliérement bien adapté a une génération des
fonctions sphéroidales pour des valeurs a priori quel-
conques de ¢.

. 5. Réalisation d'un générateur sphéroidal & BSO

Le BSO &tant un milieu amplificateur i1 est donc
possible d'y induire un phénoméne de cavité. Cet aspect
mis en évidence expérimentalement dans ce cristal par
J.P. Huignard en [11] est repris ici dans le cas par-
ticulier d'une cavité & modes sphéroidaux dans la
perspective de 1'obtention systématique de bases de
fonctions sphéroidales.

L'amplification par couplage d'ondes ne s'effec-
tuant gque dans un sens (direction du faisceau incident)
Ta solution la plus simple consiste & réaliser un ré-
sonateur en anneau (Figure 3).

BSO

O O

Fig.3 ~ Schéma de principe du générateur optique
de fonctions sphéroidales.




62

DETERMINATION DES FONCTIONS SPHEROIDALES GENERALISEES PAR METHODE OPTIQUE ITERATIVE

e —————"

\

a) Modes obtenus avec une pupille circulaire b) Modes obtenus avec une pupille rectangulaire

Fig.4 - Modes transverses de résonance d'une cavité comparahle & celle de la
figure 3 avec un BSO de 10 mm d'épaisseur et une tension appliquée de
8 KV/cm & 514 nm. Les modes sont observés en intensité pour ¢ = 20 et
comparés aux modes sphérofdaux calculés numériquement pour ¢ = 10.
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Ce type de résonateur a ondes progressives per-
met en outre d'éviter 1'inconvénient de la présence
d'ondes stationnaires au sein de 1'élément actif.

Hormis cette particularité le schéma considéré
est tout & fait équivalent optiquement & la configu-
ration confocale dés lors que les plans des Tentilles
sont conjugués par transformées de Fourier.

Dans tous les cas 1'oscillation démarre sur le
bruit de 1'onde diffusée par le faisceau If dans Te
cristal dont une partie récupérée par la cavité re-
vient interférer avec le faisceau incident Iy (ceci
suppose pour I une longueur de cohérence supérieure
d la longueur de la cavité).

On vérifie expérimentalement que Ta fréquence de
défilement des franges s'adapte automatiquement afin
d'obtenir les conditions de transfert d'énergie op-
timales [11].

~ La procédure itérative conduisant & 1'établis-
sement des modes est matérialisée ici par la forma-
tion progressive du réseau holographique inscrit dans
le cristal et la convergence du processus rendue pos-
sible du fait de la non-lingarité manifeste du gain
(a mesure que le signal amplifié augmente il est
moins amplifié) qui favorise 1'établissement d'un
faisceau stable dans la cavité.

La vitesse d'exécution d'une itération permet-
tant une observation quasi-immédiate des modes de
résonance est un des principaux intéréts d'une réa-
Tisation optique [2] (p.148), cependant dans les
conditions d'une forte compétition de modes, ce type
de réajisation est trés sensibie & ia woindre fluc-
tuation d'un de ses paramétres physigues. Ces fluc-
tuations conduisent généralement & un fonctionnement
multimode de la cavité qui rend ainsi 1'observation
délicate.

6. Mise en évidence expérimentale des modes sphéroT-
daux

Si 1'on suppose 1'homogénéité du milieu amplifi-
cateur le premier mode & étre amorcé est le mode fon-
damental Sgq(r,0), c'est-ad-dire celui pour lequel les
pertes énergétiques et la dispersion du rayonnement
sont minimales.

Pour des cavités a faibles pertes par diffrac-
tion i1 existe cependant & 1'état naturel les condi-
tions d'une compétition entre les divers modes du
résonateur (pseudo-dégénérescence des valeurs propres
de K {1] ). Si 1'on augmente progressivement la puis-
sance lumineuse incidente on atteint ainsi rapidement
le seuil d'amorgage des modes voisins et par la-méme

on aboutit 3 un fonctionnement multimode de la cavité.

Une étude du régime multimode telle que celle
mende par Tang et Statz [12] dans le cas du laser n'a
pas encore d'équivalent pour les cavités & BSO. Tout
au plus peut-on vérifier expérimentalement ici 1'ex-
tension de certaines observations faites par ces
auteurs au cas de ce cristal. Si 1'influence de
1'augmentation progressive du gain sur 1'éviction ou
Ta sélection des modes n'est pas déterminante dans le
cas du BSO du fait de la non-lingarité du gain, 1'en-
semble des méthodes géométriques utilisées pour
orienter ou filtrer la direction du rayonnement dans
la cavité est par contre directement transposable a
ce cristal.

La technique utilisée revient & modifier les
conditions de compétitions des modes par augmentation
des différences entre leurs pertes de fagon a obtenir
une répartition irréquliére de 1'amplification sui-
vant la section efficace du cristal. Géométriquement
ceci peut &tre obtenu en décentrant les axes optiques
des pupilles ou encore plus généralement en effec-
tuant une sélection angulaire du rayonnement en dis-
posant par exemple dans la cavité des filtres dont
la transparence est fonction de la direction de pro-
pagation & favoriser ou & évincer.

De tels procédés classiques en laser ont été

"5 - J.C. HEURTLEY

employés ici et ont permis la mise en évidence d'un
certain nombre de modes isolés de la cavité (Figure 4).
La stabilitd de ces modes n'est cependant obtenue qu'a
condition de disposer de cristaux de trés bonne qualite
optique ainsi que d'une grande rigidité et solidarité
mécanique du montage. L'étude expérimentale a en effet
montré que de trés faibles aberrations du résonateur
(instabilités mécaniques, turbulences) suffisaient a
perturber la répartition du champ. De méme une inhomo-
géenéite optique trop importante du milieu actif (mau-
vaise qualité du cristal, fluctuations de 1a tension
appliquée, effets thermigues et électrostatiques) con-
duit a de trés fortes variations de la répartition
d'intensité lumineuse rendant difficile 1'observation
et par la-méme la détermination des modes sphéroidaux
de 1a cavité.

Moyennant ces quelques précautions les modes ainsi
isolés se présentent a 1'observation avec une stabilité
largement suffisante pour permettre une bonne qualité
d'enregistrement suivant des procedés photographigues
classigues.

7. Conclusions

Rappelant la nature sphéroidale des modes de ré-
sonance d'une cavité optique confocale, nous avons pro-
posé d'utiliser les propriétés physiques d'un tel
résonateur pour fournir une méthode-générale de calcul
des fonctions sphéroidales. Parmi les réalisations pos-
siblés de tels dispositifs nous avons fait ressortir
1'interét du choix d'une cavité & cristal de BSO par
rapport aux cavités lasers de inéme type déja existantes.

Sur le plan expérimental nous avons démontré la
possibilité d'une génése physique de ces fonctions en
présentant notamment un certain nombre de modes sphé-
roidaux obtenus selon ce principe. L'étape suivante qui
prévoit une sélection plus systématique des difféerents
modes de la cavité passe en particulier par un contrble
plus strict du phénoméne physique de 1‘'amplification
a partir d'un tel cristal. De telles considérations
dépassent d'ailleurs largement le cadre du probléme
considéré et sont d'un intérét fondamental quant & 1'u-
tjlisation des propriétés originales de ces cristaux
dans de nombreux problémes de traitement du signal et
de traitement des images.

La réalisation d'un générateur optique de fonc-
tions sphéroidales & BSO illustre ici parfaitement un
tel propos. Il est clair cependant que Te BSO n'est
qu'un exemple de milieu actif possible pour de telles:
expériences et que d'autres cristaux conviennent (par
exemple le Titanate de Baryum).

Ces travaux ont été effectués dans le cadre de la
Convention DRET 84/1166.
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