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RESUME

L'objet de cette communication est d'étudier les
propriétés statistiques (biais, variance) d'un esti-
mateur autorégressif basé sur la méthode des Moindres
Carrés.

Les propriétés des estimateurs construits & partir
des modéles AR ou ARMA sont souvent illustrées par
des moyennes obtenues 4 partir de nombreuses
simulations. Ces -évaluations peuvent difficilement
8tre utilisées pour des comparaisons ou pour définir

un comportement général de l'estimateur.

Récemment les propriétés statistiques des estima-
teurs autorégressifs ont commencé 3 é&tre é&tudides.
Les expressions obtenues sont souvent approchées ou
valables uniquement dans le cas asymptotique (nombre
suffisamment grand d'échantillons du signal) 3 cause
de la rapide complexité des calculs.

Dans cet article, nous montrons que l'estimateur
des Moindres Carrés des paramétres d'un filtre AR est
un estimateur du Maximum de Vraisemblance (M.V.) dans
le cas général d'un processus AR complexe d'ordre M.

Ce résultat nous permet d'accéder 3 une expression
analytique du biais (non nul) et de la variance de
l'estimateur des paramdtres d'un filtre AR d'ordre 1.

Nous montrons (en négligeant le biais qui est du
second ordre) que la variance obtenue atteint la bor-
ne de CRAMER RAO (estimateur efficace). Cette &tude,
faite complétement dans le cas simple d'un ordre 1
est illustrée dans un cas plus général sur des si-
gnaux simulés.

SUMMARY

The aim of this paper is to study the statistical
properties of an autoregressive (AR) estimator based
on a Least Squares Method (L.S.).

The properties of the estimators built from AR (or
ARMA) models are often illustrated by results obtai-
ned with a lot of computer simulations. These evalua—
tions cannot be easily used for comparisons or to
define a general behaviour of this estimator.

Theoretical results on the statistical properties
appeared recently. The expressions proposed are often
approximated or valable only in asymptotic cases
(great number of samples) because of the rapid com~
plexity of the calculation.

In this paper, we show that a LS estimator of AR
parameters is a Likelihood estimator. This demonstra-
tion is done in the general case of a complex AR pro—
cess of order M.

This result allows us to approximate the value of
the bias and the variance of the estimator of an AR
filter of order 1.

Comparing its variance to the CRAMER RAO bound (in
the non biased case which is a first order asymptotic
approximation) we show that the estimators is effi-
cient. These results are illustrated by simulations
in the more general case of an AR model of order 2.
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INTRODUCTION

Les mod@les autorégressifs (AR) sont actuellement
bien connus et trés souvent utilis@s notamment dans
1'analyse spectrale de signaux. Il est alors néces-
saire de connaitre les performances des algorithmes
développés. Trés fréquemment, les performances sont
illustrées par des moyennes statistiques obtenues par
de nombreuses simulations sur calculateur. Ces é&va—
luations sont données 3 titre indicatif et peuvent
difficilement &tre utllisées pour des comparaisons
entre différents algorithmes ou pour définir un com
portement général de 1l'analyseur.

La caractérisation théorique de ces estimateurs
est un probléme théorique délicat, qui commence &
8tre étudié. En particulier, nous pouvons citer les
travaux de FRIEDLANDER {1} (2], de TUFT [3] et ceux
de KAY et MAKHOUL [4].

A cause de la rapide complexité des calculs, Ila
caractérisation de 1l'estimateur n'est obtenue que
dans des cas asymptotiques ol le nombre d'échantil-
lons du signal est grand devant 1l'ordre du filtre AR.
En général, les auteurs supposent a priori que
1'estimateur est non biaisé. Or, sur un nombre fini de
points, l'estimateur des paramdtres AR est biaisé.
Cette constatation découle directement de simulations.
Dans ce cas, la borne de CRAMER-RAO est différente et
l'estimateur n'est plus efficace. Nous avons donc es—
sayé de caractériser complétement l'estimateur des
paramétres AR d'un point de vue statistique en calcu-
lant théoriquement la valeur du biais, non nul de la
variance et la borne de CRAMER-RAO. .

Dans cet article, nous présentons les premiers ré-
sultats de cette étude [5]. Dans la premiére partie,
nous montrons l'équivalence de l'estimateur des para-
métres AR par une méthode de Moindres Carrés ou mé—
thode de covariance avec un estimateur du Maximum de
Vraisemblance. Cet estimateur est ensuite caractérisé
en calculant la valeur approchée du biais (partie 1I)
et de la variance (partie III). La valeur exacte de
la borne de CRAMER-RAO d'un estimateur non biaisé est
explicitée dans la partie IV.

Ces résultats sont donnés dans le cas simple d'un
processus AR avec un seul paramétre donc un seul
pdle. Pour que le problédme traité ait une significa-
tion physique malgré le coefficient unique, le pro-—
cessus a été choisi complexe. Ainsi, le pdle de ce
modéle AR a une phase non nulle équivalente 3 une ré-
sonance ; la distance de ce pdle au cercle unité re-
présente l'amortissement de cette ré&sonance.

Dans la partie V, nous présentons des simulations

~

effectuées d partir d'un modéle AR réel d'ordre 2.

I - ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Le modéle AR d'ordre M d'un processus X(n) discret
et complexe est défini par :

X(n) = é?.éﬂn) + B(n)

avec - §T(n) = (X(n~1),...,X(n-M)
(a(l),...,a(M))
- B(n) est un bruit blanc gaussien complexe cen—
tré c'est-a—-dire E}B(m)} =0
' E {B(n)B*(m)| = Pg. 9§ (a-m)
E { B(n)B(m)}= 0

B*(.) est le conjugué de B(.)

S(n) =0 sink0

S(n) =1lsin=0

La densité de probabilité d'amplitude du processus
X(n) supposé gaussien complexe de longueur N condi-

tionnellement au vecteur A des paramétres s'crit : [7]

£ Ixi) .. x(a)
X(d)‘--x(N)/é

™
= —exp[-% Z;_! X{n)-A. g(nﬂ
e

4
(n )T

L'estimateur du Maximum de vraisemblance de
l'estimateur A des paramétres, gMV’ est défini par le
maximum du logarithme de cette densité de probabilité.
Soit :

N
(Z)((n)x”f(ro)‘l ( 2 xmxem)

n=M+1 n=M+1
avec §f(.) vecteur transposé conjugué de X(.)

Cette equation est de la forme gﬂv = _fl.S ; elle
est identique i celle estimant le vecteur A des coef-
ficients par la wméthode des Moindres Carrés [6].
Ainsi, une estimation des coefficients AR par la mé-
thode des Moindres Carrés aboutit 3 une estimation du
Maximum de Vraisemblance.

En remplagant X(n) par sa valeur en fonction de A,
on peut calculer le vecteur aléatoire complexe SA
défini par 1'écart entre le vecteur estimé éMV et le
vecteur complexe A :

- A

g)

sa =

I1 vient

. N
sa _1}: Xt ) T

B(n)X*(n))
n=M+1 n=M+1

Afin de déterminer les propriétés statistiques des
p6les, nous allonsAcalculer le biais et la variance
de l'estimateur MV Ayy ainsi défini.

II - BIAIS DE L'ESTIMATEUR DES PARAMETRES AR

‘Etant donné la forme de 1'équation de l'estimateur
MV des paramétres AR, le calcul du biais pour un or-
dre M quelconque est possible mais laborieux. Pour
cette raison, nous nous sommes Alimités i un ordre
M=l. Dans ce cas, l'estimateur Ayy = 3yy s'écrit

N
D B(n)X*(n-1)
aMV = a + n=2 .
N
) X(n-1)X*(n-1)
n=2

Le biais b(a) de l'estimateur des paramétres AR

d'un filtre d'ordre M=1 est donc défini par :

avec a=a(l)

N
) B(n)X*(n-1)
b(a) = E{ ayy-a} = E|_n=2
N
) X(n-1)*(n-1)
n=2

L'estimateur MV des paramétres AR est non biaisé
si la quantité b(a) est nulle. De nombreux auteurs
supposent a priori cette quantité nulle.

Or, b(a) est &gale 3 la valeur moyenne du rapport
de deux variables aléatoires Y et Z, seule celle du
numérateur Y est complexe. Si nous calculons le déve-
loppement limité d'ordre 2 de ce rapport, nous mon—
trons que l'approximation d'ordre 1 est effectivement
nulle tandis que l'approximation d'ordre 2 n'est pas
nulle pour une longueur N finie du processus X(n).

D'aprés l'annexe 1, nous pouvons é&crire 3 1l'ordre

- £{v/z}

2 :
Ym Y’ e{YZ}
)y 2o (40 50 ) - ETEL
avec Y = Y + Yo E { §s=
72 =7+ Zn E E}=
N
Nous avons : yp = { Z:; (n)x*(n—l)} =0
N
zm = {Z_ X(-1)x*(a=1)} = (-1) Py(0)

avec Px(m)"E{ X(n)x* (n-m)}
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Ainsi, 1'approximation d'ordre 1 est nulle & cause
de yp. b(a) est approché par la partie de 1'approxima-—
tion d'ordre 2 qui n'est pas nulle lorsque N est fi-

ni : ~ o~
b(a) # Efvz}
(8-1)2 T (0)

I1 ne reste plus qu'd calculer : E{? 2} = E{XZ}

N
E {VZ}- r;

Etant donné que nous avons supposé le bruit B(mn)
gaussien complexe, le processus X(n) est aussi gaus-—
sien complexe. Les moments d'ordre 4 s'expriment en
fonction des moments d'ordre 2 et nous obtenons @

: N X
e{¥Yy- ) 7 E{Bmx*@1)}
n=2 mw=2

‘Le processus X(n) est autoregressif d'ordre 1 d'od :
m-n—-1
X*(nr1)=(a*)m~n—1 + 2:: (a*)i'lB(uri)
i=1

E { B(n)X* (n-1)X (m~1)X* (1)}

M (orn)

Geky=ak T0) ; P = (L-aa*) M (0)

On en déduit :

E{?.E} = a. [.00)2. [(N—l)— 1_;:1*)1“*:]

Le biais de 1'estimateur MV des paramétres AR
s'écrit domc :

ba) =— ___2 (N-1) - 1-aa®!
(N—l)z T-aa*

Le processus X(n) &tant complexe et autordgressif
d'ordre 1, le coefficient a du filtre est complexe et
représente le pdle du filtre AR. La formule du biais
b(a) nous indique que ce biais sur le pSle a est co-
linéaire et opposé 3 a. Etudions maintenant le module
de ce biais :
soit (= (aa*);2

2 (N-1)
|b (@) ] =

N~-1) -1-¢
- ¢
Quelles que soient les valeurs de N, lorsque
tend vers O ou lorsque ( tend vers 1, | b(a) l
tend vers O. En fonction de N, longueur du processus
X(n), on obtient le réseau de courbes de la figure 1.

(N-1)2

Iblall
01T

0,09
0,08
0,07
0,06
0,05
0,04
003
0,02
0,01

L 1 " L

O o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

P ~lad*®

Figure 1 : Module du biais de a en fonction de Q

M=1 Q =(aa*)%

Si on transpose ces résultats dans le plan des z,
on obtient la figure 2.

Ima

Ibla)! pour N fixé

_~@ea

*"/2
p=(ad

Alluyre du bais de a dans le plan complexe
des z M=1

Figure 2 :

Lorsque ¢ tend vers 1, c'est-3-dire lorsque le
pble estimé tend vers le pSle associé 3 une fréquence
pure, le module du biais tend vers 0 quelle que soit
la valeur de N. Ce résultat est intéressant puisqu'on
peut considérer qu'd la limite, l'estimateur MV des
paramétres d'un filtre AR d'ordre 1 est non biaisé.

D'autre part, nous constatons que dans des cas
asymptotiques od N est grand devant 1'ordre du filtre,
l'estimateur MV des paramétres AR est bilen un estima-
teur non biaisé puisque b(a) tend vers zéro lorsque N
tend vers 1l'infini.

III VARIANCE DE L'ESTIMATEUR DES PARAMETRES AR

Pour les mémes raisons que dans le paragraphe
précédent, nous ne calculerons la variance que pour
un ordre M=1.

Var ayy=Var (a+Y/Z) = Vax(Y¥/Z)

Par un développement limité d'ordre 2,
vons écrire (cf annexe 2) :

nous pou—

Var(1/z) « 1 _E{ves} + Yavn® o { zz#}
zmzm* (Zm m s
* *
y'm ym
- _,Z_Z_*ZE {yz*y 4 5 E {Y*z}
mem
or yp =0 = ym*
zg = (N-1) T3(0) =
d'oli Var(¥/2) = — L . B fyy*
x-1) £0) tred
N N
or E{ ¥ = > I E{ B(n)X*(n—l)B*(m)X(m—l)}

n=2 mw=2
(N-1) Pgp T%(0)

~

Donc, la valeur approchée 4 1'ordre 2 de la variance

de 1l'estimateur MV s'écrit : (cf figure 3)
Var dyy = _1-aa*
R 5

On remarque que lorsque le module de a tend vers
1, la variance de 1l'estimateur MV des paramétres AR
tend vers O. Mais, dans le cas d'un processus
complexe, la variance ne suffit pas pour déterminer
les propriétés statistiques 3 1'ordre 2. Toute infor-
mation de phase a &té perdue.
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o a1 2 3 % S5 & a2 8 8 2

f= faa’ ™

Figure 3 : Variance de a en fonction de
M=1 @ =(aa*)%

Pour cette raison, nous avons calculé E {6a2 .
avec Ja=d-a, qui est un terme complexe par rapport
i Var aMV=E{5a. Sa*} qui est réelle.

sa2} 21 . ESy2
E { a } ‘EiT'E {¥ } (N—1)lrx(0) E {¥2}

N N
or E {YZ} - 2 2 E{B()X*(a-1)B(m) X*(m-1)}= 0

n=2 m=2
d'od E{Saz}: E {(a’i--a)zsr =0

da étant une variable aléatoire
Sa =Re(a) + i Im(a)

1'égalité E {6a2}= 0 se traduit par :

E{ Re(Sa)} =k { In(Sa)2}
E { Re( da), Im( 6a)j =0

complexe :

La densité de probabilité de dyy=a+dSa est telle
que la partie réelle de dJ a et sa partie imaginaire
ont méme variance et sont indépendantes. dyy est donc
peu différent d'une variable aléatoire gaussienne
complexe. Alors les courbes d'isodensité sont des
cercles centrés sur atb(a) - (cf figure 4).

Jma R
l}v&a My | = constante
rayon=<ozg
a
a+bla)

g=aad

A
_®Rea

0
Figure 4 : Courbe d'isodensité de Ay

La phase de &yy est équipartie & l'intérieur de
ces cercles dont le rayon est proportionnel 3 1'8cart-
type @ &yy de 4 :

Gayy = (Var ayy)% =  ((l-aa*)/(8-1))%

L'estimation des paramdtres AR par un estimateur
du Maximum de Vaisemblance conduit 3 une estimation
biaisée. Le bials est colinéaire et opposé au paramé-
tre a pour un filtre AR d'ordre M égal 3 1; les cour-
bes d'isodensité de la variable al8atoire 4 sont des
cercles centrés sur atb(a). Lorsque le pSle a se rap—
proche vers le cercle unité, le biais de l'estimateur
tend vers 0. A la limite, lorsque a représente une
fréquence pure complexe (module de -a égal 3 1),
l'estimateur peut &tre considéré comme parfait si
l'estimation est effectuée sur un nombre N de points
suffisamment grand par rapport 3 l'ordre M du filtre
AR,

IV ~ BORNE DE CRAMER-RAQO ~ EFFICACITE DE L'ESTIMATEUR

D'aprés les résultats des deux paragraphes
précédents, nous remarquons que la valeur approche
du biais b(a) de 1l'estimateur des paramétres AR est
trés faible devant la variance de cet estimateur :

—aa*

Var 4 = l-aa (cf paragraphe III) -
N-1

b(a)s - 2 lorsque N est grand
N-1

d'od | ba) |2 ¢ Var a
Ainsi 1l'erreur quadratique moyenne totale
EQMT = E { (d-a)?}=Var a4 +|b(a) | 2 4 Var a.

Les propriétéds statistiques de l'estimateur AR au
second ordre sont peu influencées par la valeur du
biais. Au second ordre, (en 1/N), nous pouvons donc
considérer l'estimateur non biaisé. Ceci explique la
similitude de nos résultats en ce qui concerne la va-
riance avec ceux de MANN et WALD obtenus avec
1l'hypothése d'un estimateur non biaisé [8].

La borne de CRAMER-RAO d'un estimateur non biaisé
est définie par :

Bor = L/Ix(A)

avec Iy (A) =— E {

2
3 log Pty !.x.(:()rfn/é X))
DA .dA"

N
ol Ix(4) = lg Z: X(n) X(n)}= m .[‘X
FE n=M+1 PB o=

avee [y = B { x(m)x(m)}

Pour un ordre M = 1 Ix(é) =_(-1) PX(O) = N-1
Pg l-aa*
d'ol Beg = (l-aa*)/(N-1)
L'estimateur MV des paramétres d'un filtre AR
d'ordre 1 est donc efficace puisque la variance est
égale 4 sa valeur minimale.

V - VERIFICATION EMPIRIQUE PAR SIMULATION

Afin de tester la validité@ de la théorie, nous
avons effectué une &tude statistique sur des signaux
synthétiques. Ne disposant que d'un algorithme tra-
vaillant sur des signaux réels, nous avons simulé des
modéles AR réels d'ordre 2. Le filtre ainsi calculé
posséde deux pdles complexes conjugués. Nous avons
choisi la phase de ce pble proche de T/ 2 (f =76°)
pour limiter le couplage du pdle et de son complexe
conjugué (on a montré [9] que dans cette situation
les propriétés de l'estimation sont analogues au cas
d'un modéle d'ordre 1l).
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Chaque processus de longueur N a été engendré par.un

filtre AR d'ordre 2, de pdle z(1l) = @ et et

"2(2)=z(1)*, excité par un bruit blanc gaussien centré Vara

de variance unité. Pour chaque longueur N et pour

chaque module ¢ choisis nous avons simulé L signaux

(L = 100)., Les deux coefficients du filtre a(l) et

a(2) sont ensuite estimés par une méthode de cova- ]
riance ou méthode des Moindres Carrés [6]. Cette es-—
timation permet de calculer les pdles estimés z(l) et

z(2) = z(1)* solution de 1'équation
1-a(1) z-1-a(2)z"% = o.
L'estimation du biais et de la variance du pdle
z = z(1l) = z(2)* est obtenu par : 205
L
biais (z) =1 Y (Zp -z )
L k=1
L L L
a a %
_1 Zant-L Lo L 2
var(z) =2yl 12 k=1 k=1 0
1b(a)l
110§ +é0 qu
i
a0t i | Figure 7 : Variance du pdle z en fonction de (3
i i (module du pdle)
sof | i _ __ M=1 résultat théorique (processus complexe)
| | + M=2 résultat pratique (processus réel) statis—
gol | X tique sur L = 100 points
o b ! | Les résultats sont représentds sur la figure 5
] | I | pour le module du biais, sur la figure 6 pour la pha-
e | i | N=40 . se du biais et sur la figure 7 pour la variance.
10
| T i .
R ‘ | Les résultats pratiques sont donnés pour un proces—
! sus réel d'ordre M &gal 3 2. Nous constatons que les
@+ | | \ valeurs pratiques sont proches de celles prévues par
| 430 Jro la théorie pour des modules de pdle supdrieures a
EUY i ‘ . : 0,5. Dans ce cas, les deux pdles z(l) et z(2)= z(1)*
TW N=30 160 N sont suffisamment &loignés pour pouvoir les considé~
Ea | 401 rer séparément (cf. figure 5). Pour des modules de
\ N=60 o> pdle inférieurs i 0,5, le biais diverge tandis que la
v . ! i 304 théorie prévoyait un biais tendant vers 0. Nous pou—
| | | vons rajouter d la figure 5 les valeurs suivantes :
a2 3 4 5 B 4 8 38 4 (’

"=0,2 N=10 | biais(z)|= 0,25

: N=30 | biais(z) )] = 0,17

N=50 | biais(z) | = 0,11
Cette divergence du module du bials est trés mnette
surtout lorsque N est faible. Elle s'explique par le
fait que pour des modules proches de O, les deux pd-
rPhase les complexes conjuguéds z(l) et z(2)= z(1)* sont trop
proches et nous ne pouvons pas les considérer séparé-
ment [9]. Plus le pSle se rapproche du cercle unité,

Figure 5 : Module du biais du pSle z en fonction de(’
(module du péle z)
M=1 résultat théorique (processus complexe)
+ M=2 résultat pratique (processus réel)
statistique sur L=100 points.

b

4"2 r plus le module du biais augmente.

: ‘°¥4o '

40 T »P

E----- ST ST T T TSI . +60 Le biais sur le pSle z = (€ obtenu analytique-

ment en (II) (phase ¥-wr) est colinéaire et opposé i z.
La courbe de phase du biais (cf. figure 6) vérifie ce
résultat quel que soit N pour ¢ =0,8. Par un module
- proche de 1, il est difficile de conclure. Tandis que
4 (, pour des pdles de module inférieur 3 0,5, le biais
est colinéaire et de mé@me sens que la phase du pdle.

|
|
t
t
!
|
| 430 Pour la variance des pdles (cf figure 7), les ré-
sultats pratiques sont tréds proches des valeurs
| théoriques. Ils s'écartent légérement lorsque, 3 la
.4 1 { |10 fois, la longueur N et le module (’ des pdles sont
(]

|
!
{
30 60 60730 T40 faibles.

Ces simulations semblent montrer que pour un ordre
M, nous pouvons caract@riser statistiquement chaque
pble par des propriétés statistiques calcules i
l'ordre 1 si les pdles sont suffisamment &loignés

Figure 6 : Phase du biais du pSle z en fonction de(‘
(module du pdle)
M=1 résultat th€orique (processus complexe)

—_— . dans le cercle unité. Cette caractérisation est méme
=76° = - =P. T
?, 76 1,32'rd phase du bliﬁs Al valable pour des longueurs de processus relativement
+ M=2 résultat pratique (processus réel) faible

statistique sur L=100 points
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L'estimation des pdles d'un filtre AR est biaisé.
Le biais tend vers 0 lorsque le pdle se rapproche du
cercle unité. Lorsque les pdles s'&loignent du cercle
unité, et domnc se rapprochent dans le plan complexe,
une interaction apparait entre le pdle et son com
plexe conjugué et 1l'on ne peut donc plus traiter les
pSles séparément comme cela avait &té montré en [9].

CONCLUSION

Nous avens montré que l'estimateur des Moindres
Carrés des paramétres d'un filtre AR est un estima-
teur MV. Par un calcul théorique du biais et de la
variance, nous avons déterminé les propriétés statis—
tiques du pb8le d'un processus AR complexe d'ordre 1.

Les simulations pratiques sur un processus réel
d'ordre 2 généralisent “empiriquement” ces résultats
lorsque les pdles du processus sont "assez &loignés”
dans le plan complexe des z.

Ainsi nous pouvons déterminer les propriétés sta-
tistiques d'un pdle d'un processus AR (calcul biais-
variance) si ce pSle est &loigné des autres pdles du
processus. Contrairement aux études d&jd présentées
dans la littérature, les résultats obtenus ne se pla—
cent pas dans une situation asymptotique. Ils sont
done valables quel que soit le nombre N de valeurs
observées du signal et en particulier pour des N
faibles. Cette situation est pratiquement importante
car c'est dans ce cas de signaux "courts"” que les mé-
thodes AR sont utiles pour obtenir une bonne finesse
d'analyse et un bon pouvoir de résolution qui ne peu-
vent alors nous donner les méthodes classiques de
FOURIER.
ANNEXE 1 : Calcul de E(Y/2)

Soi£ Y une variable aléatoire complexe de moyenne Ym

Y=Y -yp
Soit Z une variable aléatoire complexe de moyenne
zy non nulle

Z =7 =2y
Calculons : E(Y/Z2) ?
Par définition : E(Y/2) =f[ Z Pys(y,2) dy dz
Rﬂ.

znF 0

avec . Pyy(y,z) densité de probabilité conjointe 3 Y
et Z.

Nous admettons que le rapport y/z est borné par
une quantité finie et que la densité de probabilité
conjointe & Y et Z est trd@s faible au point (y,z=0).
Dans ce cas, 1l'intégrale définit ci-dessus converge.

Alors : E(Y/Z) =ﬂ T poo(y,z) dy dz
+ ﬁ'z*zm
1 - 4 Z(..i. Y avec (-1)°=1
~7 i r4
242, Ly 420 m
+i “ 4 3 ai s
E(y/Z)-4 FRLE BN (- A vAa | d
(rz) Zmizo gz( Zm) (Y'"z“’l)P)'z(y'z)d7 :
+®
Afnst BQY/z) =1 ) (- L)t (v, BGE) + E@EL))
Zn i=0 Zy
Y = % + yp
Z=2+%zg zm % 0

L'hypothdse Pyz(y,o) faible se traduit, pour une
loi gaussienne, par le fait que la valeur moyenne zZm
doit étre trds grande devant 1l'écart-type ¢, de la
variable aldatoire Z : O3 2p-

A 1'ordre 2, 1l'équation préc&dente s'derit

B (¥/2) = Im 1+ E@)) _ 1)
Zy 2’ zmz

ANNEXE 2 : Calcul de VAR(Y/Z)

Les conditions sont les mémes que pour le calcul
de la valeur moyenne (cf. Annexe 1).

Var (Y/z2) = E(|¥/2|2) - E(Y/Z) B (Y*/Z%)

Or: o 2
Y+ ¥m
E{tvrziy = | _i_n_:}
;E{IY/ZIQ}=2:z;E{(?:/'fy);ny;+;"y‘:+§ym) .
mim Zm  Zgm 2,y Zgm ZmZm

D'aprés l'annexe 1 E(Y/Z) =L3(4*_Elfii)_E{;Z} ;1;
Zoy zn’_; Zor

En ne gardant que les termes 3 1'ordre 2

+ Set c17?
B (1/2) B (vr/z%) = In¥a (1, 82 ELZT )

mZm P Zon
aany N
v E{YTZ' Yo E}YZ*)
- R S
Zm 252 zh Z

D'ol, apr@s simplification, nous obtenons :

»*
Var(y/z) = __ 1 _ E@y*) +I0m_ g(zzx)
Zmzé (zmzﬁ)z

* A A "~ o~
—( y:n E(YZ*) +3’m . E(Y*Z))

ZmZny ZpZm
~
avec ¥ =Y + yy
Z=Y+yy, Z,#0
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