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RESUME

La représentation des signaux par des fonc-
tions analytiques entiéres de la variable complexe
temps-fréguence apporte des résultats intéressants
non seulement pour 1'interprétation des fonctions
d'ambiguité et des représentations temps-fréquence,
mais aussi pour la classification et 1'approximation
des signaux. Dans cette communication on exploite la
relation qui existe entre les singularités d'un
signal et les propriétés asymptotiques de sa repré-
sentation analytique ; ces propriétés sont elle-
mémes liées & la distribution des zéros de la fonc-
tion entiére. On étudie 1'approximation qui découle
de 1'écriture de la fonction entiére comme produit
infini de WEIERSTRASS. On donne les premiers élé-
ments d'une classification des signaux invariante
sous 1'effet des transformations affines du plan
temps~fréquence qui conservent 1'énergie du signal.

SUMMARY

The representation of signals by entire ana-
lytic functions in the complex time-frequency
variable is relevant not only to the interpretation
of ambiguity functions and time-frequency represen-
tations, but also to the classification and approxi-
mation of signals. In this paper use is made of the
connection between the singularities of signalis and
the asymptotic. properties of their representation,
which are related with the distribution of zeros of
the entire function. One studies the approximation
which stems from the expression of the entire func-
tion as a WEIERSTRASS infinite product. A classifi-
cation of signals is introduced, which is invariant
under all affine transformations of the time-
frequency plane that leave the energy of the signal
unchanged.
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1.- INTRODUCTION

La Transformation de FOURIER permet de carac-
tériser les signaux par leurs propriétés spectrales;
si 1'on entend par signal d'énergie finie une fonc-
tion de carré sommable, sa transformée appartient au
méme espace L, , la correspondance est une isomé-
trie. La transformation laisse invariant 1'espace
des fonctions tempérées, et s'étend naturellement &
une bijection continue de 1'espace de distributions
S’dual de S . Certaines propriétés des signaux
comme la Timitation du support et 1‘'analyticité sont
alors mises en correspondance par le passage de la
représentation temporelle d la représentation fré-
quentielle, et apparaissent comme mutuellement
exclusives ; un autre exemple est 1'inégalité 8T>}§
ol B et T sont les variances de la fréquence et du
temps, appelée improprement (en dehors du cadre de
ta mécanique quantique) reiation d’incertitude.

La représentation de BARGMANN /1 7, qui asso-
cie au signal une fonction analytique entiére, pré-
sente 1'intérét de traiter symétriquement domaine
temporel et domaine frégquentiel. En particulier elle
met en Tumiére la symétrie de la fonction d'ambi-
guité d'un signal vis-&-vis de ses deux variables
(retard et décalage en fréquence), ainsi que les
propriétés des transformations linéaires du plan
temps-fréquence qui conservent 1'énergie du signal
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Le but de cette présentation est d'ébaucher
une caractérisation des signaux a partir de leur
représentation de BARGMANN. On sait gu'une fonc-
tion entiére est compiétement définie par ses zéros,
qui déterminent son genre, et par les coefficients
d'un polynéme qui achévent de fixer son comporte-
ment & 1'infini. On trouve donc 13, d'une part,
une méthode d'approximation différente des déve-
Toppements usuels et d'autre part un moyen de clas-
sification invariant par rapport a la symétrie
temps-fréquence.

2.~ REPRESENTATION DE BARGMANN ET FONCTIONS D'AMBIGUITE

2.1 Geénéralités
Soit 8B 1'espace des fonctions entiéres de

carré sommable pour la mesure du(z)=exp//2z/*)d5/T .
L'isomorphisme de BARGMANN est/d%ﬁni palﬁ[: } /

Flz)em Flz)= [~ 4(z,2)F(x)d
A/z,ac): U-l/”ev/o[-?z 2%+ /2 zoc - Y x*)

On notera X, la fonction exp/wz), elément
de B . On a la propriété de noyau reproduisant :

(1) F/z):/a e (w) dulw) = <Xy [F>
ou encore : //Xw><)6w/ c‘z;u(w) =1

De méme un opérateur lingaire A est entiére-
ment déterminé par ses éléments de matrice A[w,z)
=< Xy [A] Xyw> _, fonctions analytiques des
variables w etz /3 /.

Proposition 1

Une condition nécessaire et suffisante pour que
T'opérateur 4 soit isométrique est que 1'on ait :

\/AWA/J)Z/ du(z) WU

En effet cette relation exprime que le produit
scalaire est conservé pour les fonctions )Cwet T
donc pour deux fonctions quelconques en vertu de (1).

2.2 Translations

Pour tout nombre complexe A. 1'opérateur VA_est
défini par :

~R N FE A
Vif(z)=c /M ‘%F(z-k)
Ces opérateurs sont unitaires et vérifient :

YV = op(m (Kp) Y
relation dont la non-commutativité provient de celle
des générateurs associés aux translations réelles et
imaginaires pures, qui correspondent dans 1'espace L,
aux opérateurs de dérivation et de multiplication
par x .

La translation dans le temps flx)— flxt+a)
est représentée par 1'opérateur Vyavec A=-a/VZ,le
décalage en fréquence de b/21, soit flx)--ex Flac)s
est représenté par Vhavec A =-1b/fz . I en
résulte une définition trés simple de 1a fonction
d'ambiquité en translation pour deux fonctions £, g
représentées par F , G :

Xy, (2y,) = [ F (2= 5) g(x+5 ) Yo% e
S<F[VAlGy el

Inversement on sait que 1'on peut retrouver F
et en partant de leur fonction d'ambiguité

croisée, ce qui s'écrit dans 1'espace /3 /:
WIAY-Thigh T,
(2)\/(F/\(A//C7>¢L 2/ M é’u//\j: ¢ G(T)FT)

Cette relation peut s'interp_réter en posant
Z,=02% 'y, =j2n , %,=(T-0)/ V2 et
Zz=—L(’C+<5")/V2 . On notera que :

tg—--f‘ 7/2//\-12—5-}\u+ tl"//\.’/zz
y(eteet)eIB SR, ¢ [ % (50

On sait par ailleurs / 2 7/ que la fonction)(;
est de carré intégrable sur /RZ. g

Proposition 2

X (La Transformée de BARG)MCI—\NN %d ux d[i/m_ensions
&y 3%, )de 1a fonction (EN2, s V2 ) 0uX g
estfga fonction d'ambiguité cr isée dé f{ieux )fonctie?ns

vérifie :

Yo /-2, L2, Y
Xelz,,z =7‘[2F/ ! z)&( %, *iZy
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Cette relation est 1'analogue de la correspon-
dance entre produit ordinaire et produit de convo-
lution dans la Transformation de FOURIER, si 1'on
remarque que la fonction)(;. est une sorte de pro-
duit de convolution & deux dariables entre les fonc-

tions Fl-x)et g(x) .

2.3 Rotations et changements d'échelle

11 est clair que toute caractérisation intrin-
séque d'une forme de signal doit étre indépendante
de 1'unité de temps choisie, c'est-&-dire des trans-
formations de changement d'é&chelle Flxx) -k F(ka)
ayec k reel positif, ol la Transformée de FOURIER

F de F subit la contraction du rapport 1/k .
Par ailleurs si Fz)est la _yeprésentation de
BARGMANN de £ , celle de F est Ffix)et il existe
une famille continue de transformations Fz)+F[e*%z)
qui fait passer de 1'une & 1'autre / 2 7. Ainsi un
changement d'échelle sur 1'axe réel doit s'accom-
pagner du changement inverse sur 1'axe imaginaire,
ce qui conduit & étudier plus généralement les
transformations linéaires du plan temps-fréquence
qui conservent 1'élément de surface, c'est-a-dire,
en posant Z=E+ip:

J [;75) = ; ?)/’?) ;d,ﬁ,y,ée}R;aé-/sXq

Les matrices g forment le groupe SL/Z,R).
Ce n'est que dans 1€ cas des rotations que la trahs-
formation opérée sur Z est analytique. Par
ailleurs ces rotations, sous-groupe isomorphe a S!
et les changements d'échelle, sous-groupe iso-
morphe a , engendrent le groupe complet, comme
on peut le vérifier en écrivant :

7= Rogx For Rop

ot K, désigne la rotation de matrice \$iny cosu,
£ le changement d'échelle de matrice( 1/,? , les’
paramétres &tant 1iés aux €léments de Ta matrice g
nar les formules :

o+t =Ch z,L'QJ-Sb cF Seix=ch dt?Sb cz:ig
= Chy g’ Otiy=Chy ¢

cos U -BInU )

qui constituent 1'écriture la plus générale des
éléments de matrice de ce groupe a trois paramétres
avec 4 réel ou nul, & et g reels.

On peut définir une représentation de SL(?JR)
dans 1'esnace hilbertien 8 en associant & 1'opé-
rateur} Ug défini pgg ge)dchangement de variable

LD )—» (0 E+ +onidans Tes fonctions d'ambi-
guitz /4 G.gLf?:)ondit?on D et g=16quivaut a la
conservation de 1'intégrale /X &Edp » qui est
égale au produit scalaire des deux fonctions. Autre-
ment dit, en notant g.k le transformé du nombre

complexe :
() CUpFIVi IUgG> = <(Flvgsla>
ou encore : V. - Ug+ \/x U

A F
Le ca1cu19exph'c1'te de 1'opérateur se fait a
pgrétir de la formule d'inversion (2) et on obtient
A . e '
= (6-% ) 1, Py, g MO ot
I SRl s L
(4)Ug[u,w)=[C/u/) % 2

On vérifie en utilisant la Proposition 1 que
les opérateurs ({9 sont unitaires.

La correspondance entre une fonction F[x}de
1'espace Lg et la fonction entiére {,F est une nou-
velle isométrie de Lz sur . De maniére analogue
ad 1'isométrie de BARGMANN elle peut s'écrire :

%F(z)://lg[z,x)/"[oc) da

ol le noyau Aj

mh R O\B [;KJ» 2 122 1 oA
5 = [ e/ LT B N
(®) A5 (z,x} IK/% (Ii,«)\,) YN TTY Kid 2 ke

en posant J(:C/)ya‘? L-.-Shs/ézf Pour les rotationsRe
de plan complexe, qui correspondent 3 X=¢'¢, A=0 on
retrouve bien A [.Z’,x]= A(xe®, x). En particulier
1'opérateur U dssocié a n/z est la traduction dans
1'espace B de 1'opérateur de FOURIER. Pour Tes
changements d'échelle purs, car;;agtérisés par ©=%= 0,
on vérifie de méme Ag(X,%)=¢" "2Alz, 2 ) Plus géne-
ralement le coefficient du terme o2 ‘dans 1'ex-
pression du noyau est réel lorsque &+%= 0 (cette
condition ne détermine pas un sous-groupe de 5[[2,IR))
et 1'on a alors : '

A9 =(z,oc) = a,—ﬁ%‘A (z, sc¢"70]

est donné par 1'expression :

On peut naturellement expliciter les opérateurs
Ug dans 1'espace L, comme opérateurs intégraux dont
les noyaux N,(x,y)sont définis par :

/\Cq[x,y) =V/Af/7 (zx) Alz,y) du(z)

pourvu que cette intégrale converge ; on peut écrire :
5 S Im (KA .
1 R e iAmRY
(6)Agl2,x)="— [= ¢ IR+AIR Alze X
9% e Tex (x5 )

ol ¢ et V. sont le module et la phase du nombre
complexe X+ A (en terme des é&léments de 1a matrice

s ue'L - {8 Jutilisant des formules connues (/17
on obtient :

1 ] 'ié _ -2y, _Lé
(7) %/x'y)v)f/?@ﬁk) [vaz )]z Y
L az L e %*y)""?z‘/ﬁﬂ

pour V différent de O et IT .

2.4 Classes d'équivalence et fonctions d'ambiguité
généralisées

On a étudié deux familles de transformation
unitaires Vy (A€ C) et U, (9€SL(Z,R))qui corres-
pondent & des transformations simples du plan temps-
fréquence. Si G est Te groupe généré par ces deux
familles d'opérateurs, on peut considérer comme équi-
valents deux signaux qui se déduisent 1'un de 1'autre,
dans la représentation de BARGMANN, par une opération
de ce groupe.Yues dans 1%espace L, , ces opérations
comprennent notamment : les translations, les déca-
Tages de fréquence, les multiplicationset convolutions
par les fonctions de la forme exp (t)x*®), les change-
ments d'échelle, la transformation de FOURIER et la
parité qui sont des éléments particuliers d'un sous-
groupe isomorphe au groupe des rotations du plan.

Toutes ces transformations sont physiquement
réalisables par des moyens divers (ex. : effet
Doppler, compression d'impulsion, transformation de
FOURIER optique). Identifier la transformation subie
par un signal donné conduit & étudier la sortie du
filtre adapté, qui est égale & F/U/FY(g€G) .
Cet élément de matrice peut étre considéré comme la
fonction d'ambiguTté associée au signal pour le groupe
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En vertu des relations ( 1) et ( 3 ) tout
é1ément de G peut s'écrire, d une phase prés, comme
produit d'un opérateur Yj par un opérateur Uy,
g€ SL{2.R). La fonction d'ambiguité la plus gené-
rale dépend donc de cing paramétres (par exemple :
distance, vitesse et accélération de la cible, taux
de compression et de modulation de 1'impulsion}. On
s‘intéresse en général & des sous-groupes de G &
deux paramétres : fonctions d'ambiguité de WOODWARD
(2 ) ou en compression / 5 /.

3.- CARACTERISATION DES FONCTIONS DE L'ESPACE B

Si fap] est 1a suite des zéros d'une fonction
entiére d'ordre fini £ elle peut s'écrire en vertu

du théoréme de HADAMARD /6 7 : P
- g:_z(_z)k
=0 kldp /

m Plz) = r, Z
(8) Flz)=2"c ’n/;[l Z(f—az)e

ou P est un entier £ et P un polyndme de degré
{p - L'ordre0 et le type 7 sont définis par :
p= lim  28GMD) G A9 M)
r-oo ,ioy r o re

M(r) etant Te maximum de /F/z )/pour [2/r.

Les fonctiogs de 1'espace hilbertien B véri-
fient M(r) e " 7*[F || et sont donc d'ordre P 2
et de type (T<’/z La réciproque est fausse comme
le prouve 1'exemple de la fonction 77'/‘*@\fp3/-/22‘)qu1’
est la représentation de BARGMANN de la distribution
de DIRAC et n'est pas de carré intégrable.

Dans 1'expression (8) on a donc = 0,1
ou 2 ; c'est Te plus petit entier tel que la série
PN ’//an/ p+1 converge. De plus si 1'ordre QP
n'est pas entier on a nécessairement une infinité
de zéros et le degré de P est inférieur 4 @ . Si
£ est entier avec p(p]e type est égal au coeffi-
cient du terme de plus haut degré de

Lorsque 1'ordre est entier et é&gal au genre
= ., le type est max (4,8 ), ou 4 est 1a limite
supérieure de n{r)/rzquand r ‘augmente indefiniment,
n(r) étant le nombre de zéros de module inférieur &
r et & est la limite pour /'—aede /8 (r)/avec :
(9 S{r) = ¢ I 2 ar€

‘0 /an/ér

aja étant le coefficient du terme de degré @ du
pélyndme P . L'existence de § signifie que la
série ( 9 ) converge en valeur principale. Les fonc-
tions de 1'espace A qui sont d'ordre et de genre 2
sont nécessairement dans ce cas, avec A\< 7/2 et

X Q7
4.~ ELEMENTS DE CLASSIFICATION

)

4.1 Généralités

Si 1'on cherche & caractériser les fonctions
de maniére invariante par 1'action du groupe G il
est évident que 1'ordre # n'est pas un critére de
classification. Ainsi les fonctions X, (z)=e¢ Y%

qui sont d'ordre 1 (d'ordre O pour tf =0 " 6nt pour
transformées les fonctions { (Z, u)données par ( 4),
qui sont d'ordre 2 et de tyne strictement inférieur
al/e.

17 s'agit 13 de fonctions qui ne s'annulent
pas. Ajouter des zéros revient & multiplier par des
polynémes du premier degré en x . On notera ¢*1'opé-
rateur de multiplication par X, dont le conjugué
est 1'opérateur de dérivation (ce sont les opérateurs
de création et d'annihilation lcrsqu'on identifie
a un espace de FOCK avec les fonctions {27(n/)% j
pour base orthonormale / 17). Pour tout opérateur A
et tout polynbme £ on a 1Tidentité :

- d _
[ APE)] () = Plf-)A(2,3)
qui résulte immédiatement de Ta propriété de noyau
reproduisant :

~ — uw
Alz,d) = [A(z,7)e" dulw)
et traduit simplement la conjugaison hermitique entre
a et a*. En particularisant pour les opérateurs
U, donnés par ( 4 ) et les polyndmes du premier
degré on trouve :

& :
[Uy[at“/](z,ﬁ) =/C—i;a z -0+ czl(e*”éhg/ﬂ J}lJy[Z, J)

Cette formule exprime le déplacement d'un zéro
sous 1'effet de la transformation (s ; comme il
dépend de 1'état cohérent X, considéré, il n'existe
pas en général de relation simple entre la position
des zéros de deux fonctions & équivalentes. On a :

[Uy(a*-w)ff]fzk(c%; S Gl R 2

Le cas particulier 517_-:0 correspond évidemment
3 une rotation des zéros autour de 1'origine.

4.2 Résultats

Proposition 3

Les fonctions sans zéros constituent la classe
des fonctions GG équivalentes aux fonctions cons-
tantes.

La formule ( 4) permet d'identifier immédiate-
ment et W tels que la fonction considérée soit
)qu , ou encore Uplj, X; rappelons que la fonc-
tidn constante )Co es‘g Ta" représentation de BARGMANN
du signal gaussien centré, de produit 87 minimum,

avec B=T .
Proposition 4

Les fonctions ayant un nombre fini de zéros
constituent une famille G invariante.

D'aprés ce qui précéde ce sont les fonctions
de la forme Pla?) Uy X, ot P est un polyndme. En
vertu de la formule”( 8 ), dans laquelle le produit
infini converge uniformément sur tout compact, 1a
Transformée de BARGMANN d'un signal quelconque peut
étre approximée par des fonctions de ce type. Dans
1'espace L, les fonctions sans zéros correspondent
aux exponentielles de polyndémes complexes du second
degré en a¢ / 27, dont les propriétés dans le plan
temps-fréquence ont &té abondamment étudiées / 7 /,
/787, Les fonctions & nombre de zéros fini
s 'obtiennent en multipliant ces derniéres par des
polyndmes. Dans chacune des sous-familles ol ¢ et
W sont fix8s on a une relation linéaire entre les
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opérateurs @ et at, ou, dans 1'espace L., entre
les opérateurs de multiplication par X et de déri-
vation. Cependant 1'approximation d'une fonction
donnée par des fonctions d'une méme sous-famille
n'est possible a priori que si 1'on peut regrouper
Tes termes exponent1e1s dans 1a représentation de
HADAMARD, c'est-a-dire si 2. /ﬁﬂ /<

Proposition 5

La représentation de BARGMANN des fonctions
G équivalentes & des signaux & support borné est
caractérisée par un ordre égal a 2, un type &gal a

1/2, et une famille infinie de zéros tels que, aprés

une rotation convenable autour de 1'origine, on ait:

= /Jm(/an)l(oo, la série X %4, convergeant en

valeur principale.

Cela résulte des propriétés connues des fonc-
tions de type exponent1e], c'est-a-dire d'ordre 1
et de type fini, dont 1' 1nd1catr1ce est de plus un
segment de droite / 67 ; c'est le cas des signaux
d'énergie finie & bande passante Timitée /9 7/,
Transformées de FOURIER de fonctions & support
borné. De méme, pour Ta Transformation de BARGMANN,
la formule ( 5) montre immédiatement que si Fﬁb)est
a support borne la fonctionUp F () est le produit
d une telle fonction de type exponentiel par

& ) oll & est un nombre complexe de
modu]e 1. Elle est donc d'ordre 2 et de type 1/2.
La condition imposée aux zéros est destinée & assu-
rer que la fonction entiére est de carré intégrable,
Tes zeros étant concentres au voisinage de la Tigne

—ar o (modll) direction dans laquelle

/rzx/u( Mzz/ @x/;[/z/ ne tend pas vers zéro.

5.- CONCLUSIONS

Les résultats qui précedent quoique trés
incomplets, illustrent le pouvoir de c]ass1f1cat1on
de la représentation de BARGMANN. ITs n'épuisent
certainement pas les ressources que contient, dans
cette optique, la théorie des fonctions analytiques
en matiére de caractérisation des signaux.
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