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RESUME

L'analyse d'images est fondée sur la re-
présentation numérique de la scéne. La des-
cription des é&lé&ments présents dans la scéne
nécessite de définir des attributs discrets
associés & des concepts analogiques. Comme
exemple, on peut citer la notion de connexi-
té, é€lément de base de la description des
notions de région et de frontiére. On a éga-
lement les notions morphologiques associées
d la paramétrisation de la géométrie, de la
forme ou de toute autre notion liée & un

aspect qualitatif de 1'observation humaine.

Le probléme posé& concerne la procédure
de définition d'un attribut discret en con-
cordance avec le concept analogique. Cette
notion de concordance sera illustrée par deux
exemples de passage du continu au discret
empruntés & la théorie du traitement du si-
gnal. Ceci sera suivi d'un développement
avec les notions discrétes de zoom numérigue,
de connexité et de convexité.

SUMMARY

Image analysis is based on discrete re-
presentation of observed scene. To describe
and interpret the scene it is necesséry
to define discrete features. These features
have to be associated to continuous notions.
As an example, we can mention the connecti-
vity which is essential to define the con-

cepts of region and contour.

Every notion associated to a qualitative
aspect of human vision is concerned by the
transition between continuous and discrete
spaces.

This paper deals with methods currently
used to solve the transition between con-
tinuous and discrete spaces. Illustrations
are given in the particular cases of connec-

tivity, convexity and digital interpolation.
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I1 ne fait aucun doute actuellement gue
la majorité des traitements effectués en ana-
lyse d'images s'effectuent au niveau discret
compte tenu de l'essor des technicues de cal-
cul, voire méme du développement d'architec-

tures spécialisées, [1]

I1 n'en demeure pas moins que certains
traitements, dits traitements hybrides, com-
binent le domaine opticue et le domaine nu-

mérigue.

Disposant de l'information visuelle
représentée 3@ l'aide d'une fonction analogi-
gue ainsi gque de sa transcription discréte
couramment représentée & l'aide de tableaux
numériques, il se pose le probléme de la
transcription du domaine analogigque au domai-

ne discret.

Dés le début,ce probléme apparait avec
la notion d'image numérigue. Comment définir
mathématiguement une telle notion afin que
le tableau numérique soit représentatif de

la fonction théorique associée a la scéne.

La difficulté présente dans le terme
de représentativité provient essentielle~
ment de la diversité des espaces utilisés
dans les deux domaines de représentation.

L'un est associé i 1'espace R®? pour le cas

d'images planes et l'autre & 1l'espace ZZ2.

pPour le cas précis de la définition
d'images numérigques on a recours a la théorie
des Distributions cui permet de donner une
cohérence mathématique au passage continu
discret et ceci se formule dans le théoréme
d'échantillonnage. Certes la formulation
fonctionnelle présente dans ce théoréme rend
impossible la reconstitution exacte de 1'ima-
ge analogique & l'aide de sa représentation
nunmérigque mais il nous assure d'une certaine

maitrise du passage continu-discret, [2]

Avec cet exemple de transcription on
peut dés & présent étudier l'origine de la
complexité de la définition d'attributs

discrets.

Une telle complexité est originaire de
plusieurs sources que Jj'énumé&rerai sous 3

aspects . [3]

Un premier aspect concerne la difficulté
d donner une interprétation, fit-elle qualita-
tive de la scéne observée. Ceci constitue la
base du probléme et on est souvent affronté
a des divercences de diagnostic ou & une non-
objectivité du processus aboutissant 3 1'in-

terprétation de la scéne.

Ce type de difficulté est décrit lors-
gqu'on aborde les problémes d'association de
la vigion humaine et de la vision par ordina-
teur. C'est le probléme de la définition ob-

jective de ce gue l'on perg¢oit.

Un second aspect concerne la difficulté
3 synthétiser une base de représentation qui
sera le support de description de l'attribut

discret.

Ceci est illustré dans le cadre de métho-
des de prétraitement d'images ol on utilise
les notions de représentation spatiale et de
représentation frégquentielle de 1l'image. DE&ji
la définition méme de 1l'imaaoe numérigue en
est un exemrle d'illustration montrant le

lien entre ces 2 modes.

Au niveau de la recherche de contours on
se pose la cuestion du choix entre le filtra-
ge fréquentiel ol l'utilisation d'un masque
associé& 3 un opérateur de détection de fron-

tiéres. [4]

Enfin un troisiéme aspect, en liaison
directe avec ce gqui nous intéresse, concerne
la difficulté 3 définir le lien entre l'attri-
but continu et 1'attribut discret. En effet,
outre le probléme du choix de l'attribut dis-
cret, il faut tenir compte d'une certaine
compatibilité avec la notion analogigue cor-

respondante.

Ceci fait référence 3 la diversité des
egspaces de définition. Dans le cas de la no-
tion d'image numéricue, ceci a été résolu par
l'utilisation de la théorie des distributions
gqui représente une extension de la théorie

des fonctions.

Cependant pour un grand nombre de no-
tions, notions d'interprrétation céométrique
par exemple, l'imace discréte sera plus uti-
lisée comme une orille de points pondérés par

des valeurs de niveaux de cris plutdt cue
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sous la forme d'une pondération de distribu-
tionsde Dirac.

C'est dans cette optique de compatibili-
té, notion gu'il faut préciser, que se pose-
ront les problémes de définition des attri-
buts discrets. Pour cela nous étudierons
trois exemples précis : l'agrandissement
d'images, la notion de connexité et la no-

tion de convexité.

Auparavant, aprés cette représentation
non exhaustive des difficultés du passage
continu-discret, on peut se poser la gques-

tion de la nécessité de transcrire.

En effet, la notion d'image discréte
€tant définie, ne peut on écarter momenta-
nément ces problémes de compatibilité si on
utilise 1'image comme un tableau numérigue
ou une matrice.

On a alors recours a une représentation
de graphe sur lequel on décrit la notion de
consécutivité permettant d'aboutir & des no-
tions cohérentes d'objets, de contour,
d'intérieur ... Mais dé&s que l'on avance
dans le domaine de 1l'interprétation de 1'i-
mage on rencontre vite la nécessité de défi-
nir des descripteurs permettant de paramé-
trer des notions telles gue la surface, le

périmétre, la courbure ...

Or de telles notions sont liées au pro-
bléme de la génération de 1'image numérigue
& partir de la scéne analogicue et c'est 3
ce moment gue se pose le probléme de la jus-

tification de tels descripteurs.

En outre, si on prend 1l'exemple des
méthodes de prétraitement on peut noter que
la représentation matricielle de l'image est
suffisante. Ceci est 1ié& au fait que le pas-
sage continu-discret a été effectué lors de
1'élaboration de la théorie du traitement du

signal numérigue. [5]

En effet tout comme pour l'analyse
d'images sous ses aspects vision et compré-
hension, le traitement du signal a lui-mé&me
été confronté & ce passage analogique-numé-
rique. On a vu apparaitre des transforma-
tions spécifiques au mode numéricue telles
la Transformée en z et la Transformée de

Fourier Discréte. C'est ensuite, sur la base

de telles

de filtrage numérigue ont é&té congues avec

transformations cue les méthodes

1'abord de problémes de définitions et de

compatibilités, analogues a ceux de l'imagerie.

C'est de ce type de procé&dé, passage
analogigue-discret, cue l'on rencontre dans
1'élaboration de filtres numéricgues, que je
me suis inspiré pour dé&finir les attributs

discrets.

Lors de la recherche d'un filtre numé-
rigue, pour n'en citer gue deux, on peut uti-
liser soit une technigue d'échantillonnage

soit une technicue de transcription.[6,7]

Le filtre numéricgue est caractérisé par
la suite réponse & 1l'échantillon unité, elle~
méme assocife & la fonction systéme par trans-

formation en z.

Le lien entre les filtres analogicue et
discret est formulé soit en termes 4'échantil-
lonnage (invariance de la réponse impulsion-
nelle) soit en termes de transcription (trans-

formation bilinéaire).

La premiére é&voaque l'é&chantillonnage de
la réponse impulsionnelle alors cue la secon-
de é&vogue un changement de variable permet-
tant de passer de la fonction de Transfert

a la fonction Systéme.

C'est dans cet esprit gue nous allons

envisager des exemples d'application.

Un premier exemple concerne la notion de
zoom numéricue. L'image numérigue sera ap-
proximée par une image analogique qui elle-
mnéme sera de nouveau échantillonée. C'est un
procédé d'interpolation oll la notion de compa-
tibilité se justifie par la représentation de
1'image en termes de distribution et d'uti-

lisation du théoréme d'échantillonnage.

Un second exemple concernera la notion
de connexité oll on verra que le terme de con-
sécutivité utilisé dans le domaine discret
est plus une notion de graphe gqu'une notion

topologicue de connexité.

Enfin un troisiéme exemple concernera
la notion de convexité dont une transcription
adéguate de la définition au domaine discret
rermettra de prouver une pronriété reliant

les deux concepts.
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Zoom numérique [8]

Etant donnée une image numérique G de
dimension N x M, une premiére méthode
d'agrandissement consiste & étendre le spec-
tre de Fourier discret de 1'image G. Par
Transformation inverse on obtient 1'image
agrandie. Ce processus est 1ié & l'hypothése
du théoréme d'échantillonnage et on preut mon-
trer gu'au niveau spatial cela correspond &
une convolution discréte avec une suite ré-
ponse a l'é&chantillon unité séparable obte-
nue par échantillonnage de la fonction sin

X
sin %
N

En figure 1 on donne un exemple de

cette méthode.

Nxpk zRx2M

Figure 1 : interpolation trigonométriaue.

La seconde méthode consiste & revenir au
domaine analogique en considérant la convolu-
tion de l'image discréte (définie alors comme
une distribution) avec un noyau de convolu-
tion (en l'occurrence une fonction séparable
définie par produit de 2 fonctions splines
B~cubiques associées chacune & une direction

du balavage de 1'image).

Ensuite 1'image discré&te agrandie est
obtenue par échantillonnage de cette fonction

image analogique.

La fonction spline B-cubique est couram-—
ment utilisée en raison de ses propriétés de
continuité et de dérivabilité . Il est cer-
tain qgu'une fonction plus lisse introduirait
moins de distortion au niveau filtrage. Cet
aspect de filtrage a été &tudié en mettant
en valeur la fonction systéme liant les

transformées de Fourier des images initiale

et agrandie.

On obtient, comme prévisible, un filtra-
ge passe bas mais on peut constater au regard
de la figure 2 que cette seconde méthode abou-
tit & un résultat cuelcgue peu similaire a ce-
lui obtenu par utilisation de 1l'extension

du spectre.

IHITIAL IMAGE

( 323 \
TRIGONOMETRIC CUBIC B-SPLIME
INTERPOLATICN

INTERPOLATION

64 x Bt 64 x 64

Figure 2 : Interpolation par fonctions spli-

nes et interpolation trigonométrique.

Connexité discréte [9]

En analyvse d'images les méthodes de des-
cription sont liées 3 des modéles de simila-
rité faisant intervenir respectivement les

termes de région et de frontiére Ces termes

sont définis & partir du concept de consécu-
tivité gui lui-méme est associé & la représen-

tation de 1'imacge discréte en terme de graphe.

Or une telle représentation est associée
4 un maillace de représentation du support de
l'imace. Ce maillage prend couramment les al-
lures de maillage carré, maillage triangulai-

re ou maillage hexagonal.

Il est bien connu cue le maillage carré
pose trés rapidement le probléme du choix de
la notion de consécutivité, la dl—consécuti—
vité ou la d -consécutivité. Les préfixes d,
et 4 sont associés aux métrigues correspon-
dantes, elles-mémes associées aux voisinages
Vl et \ également bien connus en analyse
d'image et comrosés respectivement chacun de

5 points et de 9 points.

Toujours dans le cadre du maillace carré
ces 2 notions de consécutivité doivent é&tre

utilisées simultanément oour aboutir & des
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formulationscorrectes des notions de région,
de frontiére, d'intérieur, d'arc, de cour-
be ...[10]

Le terme de formulation correcte est
associé au fait que les notions justes pré-
définies avec la combinaison des d, et 4,
consécutivités, permettent d'obtenir une ver-

sion discréte du théoréme de Jordan.

Cependant le probléme posé est le sui-
vant : cette notion de consécutivité est-el-

le associée & une notion de connexité au

sens topologigue du terme.

Ce gui revient a rechercher au niveau
discret des topologies pour lesquelles la
notion de connexité coincide avec la notion
de consécutivité couramment utilisée (on dit

alors gu'il y a compatibilité).

Seul dans le cadre de la dl-consécuti—
vité ceci est possible. Plus précisément, la
seule topologie pour laguelle on ait compati-
bilité entre la notion induite de connexité
et la notion de dl—consécutivité est définie .

par la base de voisinage:[11]

V(P) =P i I
(P) si o

P) sinon

+ JD est pair

= v, (
Si, par contre on se place dans le cadre des
autres maillages on montre que seul le mail-
lage triangulaire nous fournit un exemple
d'association de la notion de consécutivité
34 une notion topologigue de connexité. La
base de voisinage est représentée par l'en-
semble des voisinages V(P), chacun composé

du point P et 'de ses 3 voisins immédiats.

En conclusion relative & cette notion
discréte de connexité, l'aspect topologigue
n'est pas satisfaisant et il est plus cor-

rect d'utiliser le terme de consécutivité.

Convexité discréte [12]

A l'inverse de la précédente notion, la
convexité se transcrit aisément au niveau
discret sur le plan de la formulation et ce-
ci permet d'obtenir une propriété intéres-
sante de compatibilité entre les deux con-
cepts analogicgue et numérigue.

Etant donnée une composante connexe S
de l'espace R?, S sera convexe si elle véri-
fie la propriété suivante

Pour tout couple (P,Q) de la composante S et

pour tout réel o é&lément de 10,1[, on a :
a P+ (1 -a) Q € 8

Propriété :

g, et 85, étant 2 composantes convexes
alors &, n S, est convexe et on définit 1'en-
veloppe convexe d'une composante comme 1'in-
tersection des composantes convexes contenant

cette forme.

La notion de convexité discréte va étre
définie & partir de la transcription de la
notion de segment de droite dans le domaine
discret.

Définitions :

Compte tenu du fait que le niveau de gris
de l'image ne joue aucun rS8le dans la convexi-
té, nous supposerons avoir des images discré-

tes binaires A de dimension N x M.

Le fond sera caractérisé par la valeur 0

et les »noints objets par la valeur 1.

On note h le pas d'échantillonnage spa-
tial permettant de passer du support de 1'i-
mage continue & celui de 1l'image discréte dé-
finissant ainsi les points images de coordon-

nées (Ih, Jh) avec (I,J) e 2Z2.

On définit les notions suivantes :

- 1 - -
a, (P,Q) = Max ({I IO!,IJP J

o

Q!), avec P et Q
(

points de R? de coordonnées Ip.Jp) et
(IQ,JQ).
B, (P,e) = {5 ¢ R* ; 4, (S,P)< ¢}

Un objet sera un ensemble de points images de
valeur 1, maximal et connexe au sens de la
métricue dy .

Notion de segment de droite discret [13]

Etant donnés 2 points P et ¢ appartenant
i un méme objet : on note PO le segment de

droite ré&€el joignant P & Q.

La notion de segment de droite discret
est & présent trés bien définie et en figure
3 on a une illustration de la construction
du seoment de droite discret associé 3 un
segment PQ.

RCSENFELD a montré cue le segment de
droite réel PQ est recouvert 3 l'aide des

4
sous-ensembles ouverts B_ (Pi, h) centrés aux

points P; du segment de droite discret
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L

correspondant.

Le théor&me qui suit démontre que ce re-

couvrement est réalisable & 1'aide des boules

Boo(Pj_'s)

inférieure 3 h.

avec et valeur réelle strictement

Figure 3 : Segment de

droite continu et discret

PQ [P,P,,P,,P5,P,,0] ’

Théoréme : [12] .

Scient P et Q 2 points objets et P, P
P
associé au segment PQ.

ll
Q le segment de droite discret

Il existe un entier positif p tel que la
valeur réelle p/(P+1)h représente le rayon
minimal des boules Bw(Pi’E) formant un recou-

vrement du segment PO.

Définition de la convexité discréte :

Une composante connexe S est convexe

[N}y

s'il existe ¢ réel vérifiant < g <h

tel que :

~- pour tout couple (P,Q) de points de S

- pour toute valeur o réelle avec 0O<o<l

- il existe un point image R appartenant 3
S tel que :

aP + (1-a) Q0 € B_ (R,¢)

Remargque :

Etant donné un objet S, on peut déter-
miner le polygone convexe P(S) dont les som-
mets désignés par la suite Vi, sont des
points objets de cet ensemble S [14]. Le po-
lygone P(S) constitue l'enveloppe convexe au
sens continu de l'ensemble S.

Si on désigne par [P(S)] l'ensemble des
points images inclus dans le domaine délimi~
té par le polygone P(S) on montrealors que
[P(S)] correspond & 1'enveloppe convexe dis-
créte de S.

Pour cela afin de définir 1'enveloppe

convexe discréte comme l'intersection des

composantes connexes convexes discrétes con-
tenant la composante , on utilise le résultat
qui suit liant la convexité et 1'intersec-

tion, & savoir

Théoréme [12] :
Soient X et Y deux composantes convexes.

Alors si X n Y est connexe, elle est convexe.

L'ensemble [P(S)] peut &tre obtenu par in-
tersection de n trapézes rectangulaires dont

é ' i .V, .
un des cotés s'appuie sur Vi i+l

Chacun de ces trap@zes est convexe au
sens discret avec pour valeur de ¢ la valeur
e; associée au coté V, v, .

D'aprés le théoréme précédent, on en
déduit que [P(S)] est obtenu comme 1'inter-
section des convexes au sens discret conte-
nant S et par conséquent, il définit 1l'enve-

loppe convexe discréte.

On a ainsi démontré la propriété : 1'en-
veloppe convexe d'un objet au sens discret
correspond & l'ensemble des points images in-
clus dans 1l'enveloppe convexe au sens continu

construite sur l'ensemble des points objets.

En ce gui concerne la compatibilité en-

tre la convexité continue et la convexité

discréte outre la formulation de la défini-
tion de la convexité au sens discret qui est
trés proche dans ses termes de celle de la
notion de convexité continue, on montre le

résultat suivant :

Théoréme :

Soit S une composante connexe de R?,
Si pour tout échantillonnage de pas h, la
composante connexe Sh de 7° est convexe
au sens discret, alors S est elle-méme con-

vexe dans R?.

Outre les exemples précités d'attributs
discrets on peut également mentionner des no-
tions associées & un concept comme la forme.
C'est aussi dans le but d'étudier le passage
continu-discret que par approximation les
varamétres de courbure et d'imagerie ont fait
1'objet d'une &tude détaillée [15].

En conclusion, il est certain qu‘une
théorisation de l'analyse 4d'images discreétes,
comme le propose la Morphologie Mathématique
Sur un point de vue ensembliste est 3 envisa-
ger [16]. Mais il n'en demeure vas moins vrai
que dés que l'on aura recours i des modélisa-
tions de ph&noménes 1li&s 3 la structure varia-
tionnelle de 1l'image ( niveau de aris, cou=-
leur, texture, forme ...) ou & des paramétres
dimensionnés (surface, périmétre ,..) il est

nécess
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1

néssaire de faire référence au domaine ana-

logique et c'est ce que l'on a tenté de

nontrer dans le terme de compatibilité.

f1]

{2]

(31

(41

[51

[61

{71

(81

91

[101]

[113
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