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RESUME

" Cet article comprend deux parties :

- La premigre, intitulée '"centre de gravité
et point de Ferret" fait suite aux travaux de
BESICOVITCH. Dans [?EJ il avait donné un moyen
d'apprécier la dissymétrie d'un &lément K de 1'espace
UCC(Y formé des ensembles convexes compacts d'un
espace affine X, Nous proposons une autre approche
du méme probléme en associant & chaque K de 5(; (X)
un nouvel &lément K, du méme espace dont la forme

1
est lide au degré d'asymétrie de K.

"

- La seconde : " un algorithme de fenétre
disquée'" utilise la soustraction de MINKOWSKI pour
obtenir une méthode constructive donnant le disque
d’aire minimale contenant un compact K du plan.
L'existence d'un tel disque est bien connue des
mathématiciens mais sa construction pratique permet

d'envisager des applications inté@ressantes.

SUMMARY

This paper is composed of two parts

- The first "Barycenter and Ferret's point"
is very much indebted with BESICOVITCH's works.
In [?g] he showed how we can measure the asymmetry
of an element K of the space Doc()() whose elements
are the convex compact sets of an affine space X,
We propose another approach of the same problem by
associating at each KG_U’CCOQ a new set K& )JCGCX)

whose form is related with the asymmetry of K.

-~ The second " an algorithm of circular window"
use the MINKOWSKI's substraction to obtain a cous-
tructive method giving the disk with minimun area
containing a plane compact set K. The theoretical
existence of such a disk is very well known by ma-
thematicians but it's construction algorithm allows

interesting and new applications.
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I - CERTRE DE GRAVITE ET POINT DE FERRET

Dans la suite X on désignera un espace affine

euclidien et K un convexe compact de X.

DEFINITION — Soit D une droite quelconque de X. On

appelle diamétre de Ferret de K dans la direction D

et on note dD (K) la distance entre les deux

droites parall&les @ D et s'appuyant sur K.
On établit sans difficulté le résultat suivant :

PROPOSITION 1 ~ Lorsque D varie, la famille des
est 3 valeurs dans

9]

diamdtres de Ferret (dD(K))

t ~

1'intervalle [ﬁD (X), dD (gﬁ ol dD (K) et dD
m M m M

désignent respectivement les diam@tres de Ferret

minimun et maximun de K.

Dans une direction Dm réalisant le diamétre
minimum on peut trouver une corde de K, orthogonale

a Dm et de longueur dD (K). De méme dans une

m
direction DM correspondant 3 un diam@tre maximun.

Dans ce dernier cas, les droites d'appui sur K

n'ont qu'un point en commun avec K.

Dans [?J , Berger énonce comme corollaire du

théoréme de Helly un résultat di i Valentine [y]:

PROPOSITION 2 — Pour tout convexe compact K de X
espace affine de dimension n, il existe au moins
un point ¢ de K tel que toute corde [?,Q] de K

passant par ¢ vérifie
1 / ca
2 $he K

Berger remarque aussi que ce sont les meilleures

bornes possibles en prenant 1'exemple d'un triangle
quelcongque pour lequel le centre de gravité est
1'unique point c. Il est clair qu'en dimension 2,
on peut &tablir la proposition précédente par des
méthodes &lémentaires, en précisant que G fait
partie des points c, ce qui permet de voir en ce

résultat un test de triangularité.

PROPOSITION 3 - Si G est le centre de gravité de K
et dD (K) son diamétre de Ferret dams une direction
D, on a la double inégalité :
dp (®) dp (®)
e €A &
3 2) (1) 2
oli d(G,Kc) représente la distance de G au complé~

mentaire de K.

De plus, si on remplace D par une direction Dm

1ité que pour le triangle.

Ide diamétre minimal, 1'inégalité (2) n'est une éga-

PREUVE - L'inégalité (1) est &vidente. Pour prouver
1'inégalité (2) donnons-nous une direction D quel-

conque et DO et D, les droites d'appul sur K paral-

1
léles 4 D. On comstruit les droites D, et D2 paral-

12
3 3

léles 4 D et vérifiant

a_ , Di) 2%51 (D> D)) d(Dg, D))
3 3

d(d, D)) _2d (D, D) _dD, D)y
3 3 3

I1 est alors évident que le centre de gravité

o

G de K appartient & la trace sur K de la bande déli-~

mitée par les droites D, et D2 (cf. fig. 1).

172
3 3

gy

D [¢] fig. 1

En effet, si a est un point d'appui de D, sur K

(a est le point extrémal d'appui ou alors onlprend

un point quelconque du segment d'appui) et si c et

d sont les intersections de D1 avec la frontiére
3

de K, les cordes ac et ad de K coupent D0 en e et £

délimitant les ensembles 1 et 2 (cf. fig. 2)

fig. 2
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Le centre de gravitd du triangle aef appartient
évidemment 3 Dl' Or K est obtenu en réunissant la
3
partie 1 3 aef et en soustrayant la partie 2. Il
est clair que le centre de gravité de K est dans

la bande D1 1 et qu'il n'appartient 3 D1

3 3

les parties 1 et 2 sont vides c'est & dire si K

que si

est un triangle.
On conclut en reprenant un raisonnement analo—

gue 3 partir d'un point d'appui b de D0 sur K.

REMARQUE - La double indgalité de la proposition
précédente étant indépendante de la direction D et
chaque direction déterminant une bande 3 laquelle
appartient le centre de gravité K, on peut définir
une partie K1 de K comme 1'intersection de ces
bandes lorsque D varie. Il est manifeste que K1
est un convexe compact que nous appellerons le

premier compact de Fervet de K.

APPLICATION - Evaluation de 1'asymétrie d'un con-—

vexe compact K.
Dans [éE] , Besicovitch propose comme test

d'asymétrie de K d'évaluer | - aire (K') ol X'
aire (K)

désigne le plus grand convexe compact 3 centre de

symétrie inclus dans K et il montre que ce coeffi-

cient varie entre 0 et 1, la borne sup@rieure &tant
3

atteinte pour un triangle.

Notre construction pré&cédente permet une autre
approche par le calcul de aire (Kl) ot Kl est le
aire (K)
premier compact de Ferret de K. Il est facile de
voir que ce uotient varie entre 0 pour un triangle

-

et 1 pour un compact 3 centre de symétrie car dans

9

ce cas KI sera un homothétique de K dans le rapport

1.
3
On peut aller plus loin avec la notion de comr

pact de Ferret puisque K, est convexe compact. On

1

lui associ€ alors un convexe compact K2 et on

construit ainsi une suite (Kn)'

PROPOSITION 4 - La suite de Ferret (Kn) d'un con—

vexe compact K est une suite décroissante de
convexes compacts non vides dont le diamétre d(Kn)

tend vers zéro. Elle converge donc vers un unique

Ipoint fK appelé point de Ferret de K.

PREUVE - (Kn) est décroissante par construction et

chaque Kn contient le centre de gravité de Kn—

1

De plus on a d(Kn)$:%-d(Kn—l).

REMARQUES -
1) Le point fK est généralement distinct du centre

de gravité 8y de K. Cependant, il peut y avoir

confusion entre ces points mais la "distance" entre

fK et g, me peut s'exploiter en termes de dissymétrie.

En effet fK et g, sont identiques lorsque K est 3
centre de symétrie mais aussi lorsque K est un trian—

gle i.e le plus dissymétrique des convexes compacts.

2) La "vitesse" de convergence de la suite (Kn) vers

K est certainement 1iée 3 1'asymétrie de K. En effet

fK est obtenu en une infinité dénombrable d'itératioms

si K est 3 centre de symétrie, en une itération si K
est un triangle, en deux itérations pour certains

trapézes etc....

II - UN ALGORITHME DE FENETRE DISQUEE -

RAPPEL - Soient A et B deux parties quelconques de
n.

R

DEFINITION - On appelle addition de Minkowski 1'ap-
plication de @(Rn) ngD(R“) dans ?( an) qui au
couple (A,B) fait correspondre la partie notée A®@ B

définie par A@ B = {a+b}

aeA, bEB.

On appelle soustraction de Minkowski la partie

notée A ©B définie par A®B = (éc + B)¢

e

REMARQUE - Dans 1'addition A et B jouent des rdles
identiques : la commutativité est évidente. Ce n'est

pas le cas pour la soustraction : A est la partie

sur laquelle on cherche 3 réaliser une transformation

3 1'aide de B : B sera 1'dldment structurant.

Si maintenant X est un compact de Rn et B(x,r]
une boule fermée, il est clair que si Fr(K) désigne

la frontidre de K on a :

K CB(x,r145Vyek  x € B(y,r)
2V EFr(X) x€B(y,r]
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PROPOSITION 5 - La réciproque est vraie. Pour K com-

n
pact de R, on a

X € m B(y,r] =

yEFr(X)

K& B(x,r]

PREUVE - T1 suffit d'établir: Vze K, x&B(z,rl.
Soit donc z un point intérieur & K. On peut
alors trouver « réel’> 0 tel que B(z,a[z:K. De plus

K est compact donc borné : il existe B3>0 tel que
KC B(x,B[ . Dans ces conditions, la demi-droite
d'origine x passant par z coupe la sphére S(x,B) en
un point u¢ K. Le segment connexe [z,ul rencontre
alors % en z et k%en u et on a donc

jz,u[f\ Fr(K) # ¢#. Soit y un point de]z,u[(ﬁ Fr(X).
On a d(x,y) > d(x,z) et puisque par hypothése

ng(y,’r:] on a bien xeB(z,r:] .

INTERPRETATION — Pour tester s'il existe une boule

de rayon r contenant K, on examine si m B(y,lj
v € Fr(K)

est non vide; or chaque boule B(y,ﬂ est la transla-

tée (B(o,r_] )y de B(o,r:] par le vecteur y et on

sait que m

y €K

soustraction de Minkowski B(o,r.:l e K.

(B(o,r] )y n'est autre que la

COROLLAIRE - Soit I l'ensemble (non vide!) des
r& R tels que N B(y,£\ # ¢. On a alors

y EFr(K)
( B(Yar3> #0
rel y £Fr(K)

et cette intersection est méme réduite & un point
qui n'est autre que le centre de la boule circons-

crite 3 K.

PREUVE - Lorsque r décroit dans I l'ensemble

h B(y,]ﬂ} forme une famille décroissante de
y € Fr(K)

fermés non vides et donc leur intersection n'est
pas vide, puisque tout se passe 3 l'intérieur de
1'un de ces fermés qui est un compact. Il reste &
montrer que cette intersection est réduite & un
point.

Soient a et b deux points de Fr(XK) dont la
distance réalise le diamdtre d(X). Si x est le
nilieu de [;,g deux cas sont possibles

d(X)

KC B(x, 2—-{et on a bien trouvé la

boule maximale contenant K car alors

B(y,ﬂ = B(a,d O B3]

ler cas :

y € Fr(X)

28me cas - K¢B(x,d(K)] . On sait alors par 1'exis-
2

tence de la solution B(xo,tj qu'il y aura au moins
trois points dans Fr (K) M B(xo,a et ces trois
points étant évidemment non alignés, ils engendrent
par dilatation des boules croissantes dont le premier
point commun sera le centre de la boule circonscrite

et le résultat est atteint.

APPLICATIONS - C'est le cerollaire qui fournit un
procédé constructif pour l'analyse d'image : il

suffit d'avoir trouvé un rayon n tel que

)

B(y,'n:_] # @ et de faire décroitre nn
yve Fr{K)

tel que /\B(y,notil =@

Yefr(K)

jusqu'au premier entier n,

Les premidres applications envisageables sont
celles d'un zoom automatisé ainsi que l'évaluation
de la forme despics d'une fonction de gris détectés

par ouverture.
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