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RESUME

L'évolution actuelle des systémes d'imagerie
X concerne l'évaluation de 1la wvaleur locale
de la densité de matiére sur tout le volume
analysé, en une seule opération d'acquisition-
reconstruction. Afin d'améliorer les résultats,
il est souhaitable d'optimiser les +trajectoires
d'acquisition. Ceci ne peut &tre envisagé
que si des algorithmes de reconstruction générali-
sés sont développés.

Comme aucun résultat théorique n'est disponible,
nous présentons. une nouvelle approche fondée
sur un calcul approché de la Transformée de
Radon et sur 1l'utilisation de sa formuled'inver-
sion. Nous donnons une majoration de l'erreur
de méthode. Celle-ci montre que la précision
théorique est compatible avec nos besoins.
Nous introduisons enfin les concepts permettant
de résoudre le probléme sous forme numérique.

SUMMARY

The actual trend in X-ray imaging is to perform
the computgtion of the local value of the
material density all among the volume analysed,
this within a single acquisition-reconstruction
operation. In order <to improve tThe result,
it is useful to optimize the data-acquisition

trajectory. This can be achieved only if
generalized reconstruction algorithms are
developed.

As no theoretical results are available,
we present a new approach based on an approxima-—
ted calculation of the Radon Transform and
on the use of its inversion formula. We give
an over-estimation of the error due to this
method. It shows that the theoretical precision
is in agreement with our need. We introduce
at last the concepts to perform the numerical
solution of the problem.
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I - INTRODUCTION

L'étude de la répartition dans 1l'espace de
la densité de matidre gréce au rayonnement
X . permet de caractériser la structure interne
des objets. La tomodensitométrie ne fournissant
les valeurs locales que sur un plan de coupe,
lt'analyse compléte nécessite une succession
d'investigations. Le but de la voludensitométrie

" est de restituer en une seule phase la répartition
sur tout le volume d'intérét. Le systéme de
mesure comporte une source émettant un rayonnement
conique et un détecteur bidimensionnel, l'ensemble
décrivant les positions d'acquisition définies
sur la trajectoire.

Nous avons mis au point une méthode permettant
de calculer 1les valeurs locales a partir d'une
famille de trajectoires treés large. Ainsi
disposerons nous d'un degré de liberté maximum
pour aborder le*' probléme des "projections
tronquées", 1l'adaptation des trajectoires

a l'architecture d'un corps et 1'utilisation
des incidences minimisant le rayonnement diffusé.

1T -~ FONDEMENTS DE LA METHODE
1 - Contexte général

L'étude des trajectoires telles que les données
mesurées caractérisent de fagon biunivogue
le volume analysé et 1l'établissement de formules
de reconstruction sont deux thémes de 1la
géométrie intégrale [2] Hamaker et al. dans

3] montrent qu'il existe un grand degré
de liberté sur la définition de la trajectoire.
Mais 1l'énoncé de formules directes d'inversion
reste un probléme ouvert ( (4] ). Nous avons
alors essayé d'établir une méthode de résolution
approchée cherchant & estimer la Transformée
de Radon puis mettant a profit sa formule
d'inversion. Plus la source sera éloignée
de 1l'objet, meilleure sera l'approximation.

2 — Opérateur d'approximation de la Transfor-
mée de Radon

Plagons nous dans [R® admettant O comme origine.
La fonction densité f sera supposée nulle en de—
hors de la boule @ de centre 0 et de rayon unité.
Soit S21'ensemble des vecteurs unitaires de [R®.

A vout couple (N,p) de S2»<[-1,1] nous associons le
plan P(ﬁ,p) d'équation :
> . > >
Me P(N,p)<EZ> O . N = p
Soit i 1l'image de f par la Transformée de Radon

i{N,p) = £{M)am

P(ﬁ,of

Une trajectoire T sera dite admissible si quel que
soit (N,p) de S2ue[-1,11, 1'intersection
T()P(N,p) contient au moins un point.

Nous associons alors a T un paramétrage s de

S2% [-1,1] dans {R® privilégiant un de ces points
chaque fois que cela est nécessaire.

Une trajectoire admissible sera dite capable s'il
est possible de définir un paramétrage s qui soit

de classe Ceo vis-a-vis de o, quel que soit N de S2,
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Plagons nous dans P(ﬁ,p). L'intersection avec @ défi-
nit un disque D(ﬁ,p) de centre O(ﬁ,p), de rayon
R(ﬁ,p). Munissons P(ﬁ,p) d'un repére en coordonnées
polaires, centré sur s(ﬁ,o) et admettant

(s(f,p), 0(N,p)) comme axe de référence des angles.

-~
-~
/// rm%x
-~
&> 3] >
s(N,o)| % & of Tmin 0(N, ) -
5 maXx Vd
\L max A[\
=~ ~
~ o 'R(g, , /(e
D I s P

Description des paramétres définis dans le plan P(ﬁ,p)

- —
L(N,p) = ||s(N,p) O(N,p)]|

Posons
emax = arc sin Bﬁg;ﬂl
L(N,p)
> > 9
re. = L(N,p).cos6 — [(R(ﬁ,p)? - (L(N,p).siné?]é
min
9 - ke el . %
r = L(N,p).cos® + |(R(N,p)? - (L(N,p).sins)?
max

L'expression de l'intégrale sur le plan serait

[¢] re
max max
.4
i(N,p) = f(r,8)r dr | d®
-8 ,re.
max min
]
max
La mesure nous fournissant f(r,6)dr, nous
]
r .
min

>
assimilons r & sa valeur moyenne L(N,p). cos8 et

calculons la valeur approchée suivante

max T

a(fl,p) L(},p).cos @ f(r,8)dr | d6
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Ainsi l'opérateur Q'approximation associera & f la

fonction a :

afi,0) = £ s(N,s)O . §(N,o) L
P(N,p) s (o) il *

3 - Majoration de l'erreur de méthode

Soit ¥s la fonction obtenue en appliquant 1'opéra-

teur inverse de la Transformée de Radon a a.

Posons
Q %
e, = | = (¥ a0 - £()2 o
3 "y
%
e, o) = | —— (£(M))? aM
"(1_ pz} P(ﬁyp) —t
> 1 %
e (V) = |=—— (£ (m))2am
e Tpd,e) ]

ol f;(M) représente la dérivée partielle de f au
N . '
point M dans la direction ﬁ.

A = max e(ﬁ,p)
(N,0) €S%¢ [-1,1]
C = max e'(ﬁ,p)

(K],D)E Szx['_l)l]

D = min |l§ﬁ||

(S,M)eT x @

aL(ﬁ,o)‘ .

ap L(N,p

Dz ) o\l o+ 2 )
D

T = max
(N,p)es?x[-1,1]
Nous avons établi la majoration suivante (cf. [1])
ié? 1.0+ 1)
A \\\/ 35 |D & 7?‘[
A traduit une amplitude, C un contraste entre deux

plans paralléles voisins, T une certaine régulari-

té sur 1'éloignement de la source.

€. peut 8tre interprété comme une erreur relative.
A

Comme T varie de fagon inversement proportionnelle
au carré de la distance D, ce terme devient vite
négligeable. D&s lors nous trouvons que cette er-

reer relative est :
- proportionnelle au contraste relatif C

- . LA
- inversement proportionnelle a la distance D

Pour illustrer cette formule, supposons que la sour—

ce évolue sur une sphére de rayon R et que nous

S0U
souhaitions reconstruire un objet contenu dans une
sphére de rayon ROBJ = 10 cm. Pour une précision de

1 % et un contraste relatif maximum de 22 % la valeur

sou est de 100 cm. Ces valeurs sont

compatibles avec les charges expérimentales.

minimum pour R

Comme exemple de trajectoires notons qu'un simple

cercle de rayon R centré sur 1l'objet ne suffit

pas, les plans coriggpondant a ﬁ proche de la norma-
le au plan de la trajectoire et & |p| voisin de

RSOU ne rencontrant pas le cercle. En revanche,

deux cercles centrés sur l'objet, de m&me rayon

RSOU’ situés dans des plans perpendiculaires, consti~
tuent une trajectoire admissible, & condition d‘avoir
< RSOU , et capable.

Ropy =
V2

III - RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DE RECONS-
TRUCTION

1 - Estimation de la Transformée de Radon

1.1. Calcul approché d'une intégrale

Etant donné un vecteur N de S et une position S
en concordance avec le paramétrage s(ﬁ,p), il s'agit

A -> >
d'estimer a(N, OS.N).

* principe de la mesure

Nous utilisons une surface détectrice sphérique, de
rayon RDET’ centrée sur la source. Chaque point de
cette surface est repéré par ses coordonnées, sphé-

riques gue nous assimilerons a un positionnement

~en latitude LA (LAe [0O,7]) et en longitude

18 (Loe[-v ,1]).
2 2

Dessinons sur la sphére un maillage régulier associé
a un pas angulaire constant PA en latitude comme en
longitude. Chaque maille définit une cellule détec—
trice repérable par un couple d‘indices (I,J). Nous
lui associons sa surface o(I,J), son angle solide
2(1,J), sa valeur mesurée M(I,J), son point central

C(1,J) de coordonnées LA(I,J), L&(I,J).

- ~ - 3 > .
Dans un systéme de coordonnées sphériques (u,r) cen-
trées sur la source S, la valeur mesurée admet pour

expression :

M(I,J) = X(Q)du . 1

au
(I,J) 4;1 5

R
avec X(u) = )/ DET f(4,r)dr
0]
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* Diédre d'estimation

La mesure &tant de type échantillonnage intégrateur,
il est nécessaire de remplacer la notion de plan
par celle de diédre.

Pour un facteur T appelé épaisseur de tranche nous
associcns au plan P(ﬁ,d@.ﬁ) le diédre ©m délimité
par les deux plans P, et P, , passant par S, de

> >
vecteur normal N,, N, avec

> - -
N, =cosy. N - sinvy , Sp
-

Ispll
- & . hd
N, =cos vy . N + siny , 8P
>

lispl}

ol P et Yy sont définis par : .
> > >
OP = (0SS . N) . N

tg y= T
>
2 |IsP|]

Soit Qﬂ l'angle solide associé et oﬂ(I,J) la sur-
face de la portion de sphére délimitée par

Q(I,J)n Q.

* Formule d'approximation

La valeur approchée de l'échantillon de la Trans-

formée de Radon devient

N +
ap(N,0) 2 _|SP|
2 arctg T

2 |188]|| e
n

Sous forme numérique, nous obtenons

;T(ﬁ,p) a (P LPA?. £ w(I,d).M(I,J).sn{ALI)
2 arctg[ T f (1,J)
[zns”ﬁu
n(1,9)

avec w(I,J) = T
g (I,J)

1.2. Echantillonnage de la Transformée de

Radon

Nous utilisons les résultats de Louis [5] pour
déterminer, pour un indice d'approximation NR choi-
si a priori, la disposition des vecteurs F?«ians S22,
Les directions ainsi définies seront appelées di-

rections principales.

L'obtention de (2NR + 1) échantillons sur chacune
d'entre ellies nécessiterait un nombre de positions
pour la source trop élevé Aussi devons nous as-—
socier a chaque direction principale un ensemble de
directions secondaires par un suréchantillonnage an-
gulaire et procéder ensuite a une interpeclation sur
une fenétre end, @, ¢ . Ceci nous permet de plus d'es-
timer des échantillons réguliérement espacés en "p

de H = R(ZSBJ .
2NR

Pour l'instant nous nous contentons de calculer une
valeur moyenne sur les points qui tombent dans la

fenétre.

2 ~ Inversion de la Transformée de Radon

Nous utilisons une méthode d'inversion proche de
celle proposée par Shepp [6].

Le calcul de la dérivée seconde se fait par utili-
sation d'un filtre & horizon fini, le nombre de
points pris en compte dépendant du bruit sur l'es-
timation de la Transformée de Radon.

La reconstruction se termine par 1'épandage, aprés
interpolation linéaire entre les échantillons cal-

culés.

IV -~ CONCLUSIONS

Le lecteur pourra trouver dans [1] les principales
démonstrations et une présentation plus détaillée
de la méthode. Nous avons juste voulu introduire les
idées de base. L'esprit général est de mettre & pro-

fit la Transformée de Radon.

En remarquant que le traitement de chaque direction
principale est identique (estimation des échantil-
lons, interpolation, filtrage, épandage), il est en-
visageable de subdiviser l'ensemble des directions
et de confier le traitement de chaque sous-groupe a

un processeur.

Seulement de tels algorithmes mettent en jeu un nom-
bre important de paramétres dont le choix arbitraire
est délicat. La disposition des positions d'acquisi_
tion sur la trajecteire introduit souvent une re-

dondance dans 1'information.
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Enfin le nombre de valeurs disponibies pour calculer
1'intégrale sur le plan diminuant quand [p| augmen-
te, les données intermédiaires, puis les données
reconstruites, seront plus précises au centre qu'a

la:périphérie.

Cependant ces algorithmes constituent un premier

pas vers une méthode de traitement généralisée.
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