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RESUME

Le modé&le AR vectoriel est utilisé pour 1'esti-
mation simultanée, 3 une fréquence donnée, de tous les
éléments de la matrice spectrale 3 x 3 des 3 compo-
santes magnétiques d'un champ d'onde &lectromagnétique
se propageant dans un magnétoplasma. Des tests a
postériori, basés sur les propriétés des caractéris-
tiques de propagation d'une onde dans un magnétoplasma
(degré de polarisation, ellipticité, directions de
normale d'onde) sont propos&s pour juger de la qualité
de l'estimation des matrices spectrales. Une appli-
cation sur l'analyse de signaux artificiels monochro-
matiques &mis du sol et regus 3 bord du satellite
GEOS | est présentée. Nous montrons que les valeurs
obtenues pour le degré de nolarisation et l'elliptici-
té, a parti} du modéle AR, sont beaucoup plus proéches
des valeurs théoriques que celles obtenues & partir
d'une analyse spectrale classique. Nous montrons
8galement que, dans le probléme de la détermination
de la fonction de distribution des ondes 3 partir des
éléments de la matrice spectrale, l'erreur de pré-

diction est plus faible avec le mod&le AR vectoriel,

SUMMARY

An AR vectoriel model is used for the
simultaneous estimation, at a given frequency, of
all the elements of the 3x3 spectral matrix of the
3 magnetic components of an electromagnetic wave
field propagating in a magnetoplasma. A posteriori
tests,based on the propagation characteristics of a
wave in a magnetoplasma (degree of polarisationm,
ellipticity, wave normal directions) are proposed
to evaluate the quality of the spectral matrices
estimates. An application on the analysis of mono-
chromatic signals emitted from the ground and recei~
ved on board GEOS | satellite is presented. It is
shown that the values obtained for the degree of
polarization and the ellipticity, from the AR model,
are much closer to the theorical values than the
ones obtained from a classical spectral analysis.

In the problem of determination of the wave distri-
bution function from the elements of the spectral
matrix, it is also shown that the prediction error

is much weaker with the AR vectoriel model.
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Analyse spectrale des composantes d'un champ d'onde &lectromagnétique

se propageant dans un magnétoplasma par un mddéle AR vectoriel.

1. INTRODUCTION

En dépit des nombreuses &tudes qui leurs ont
€té consacrées (voir par exemple [1], et références
citées), et des exemples d'application qui ont &té
donnés [2][3], les méthodes d'analyse spectrale dites
paramétriques sont peu utilisées par les expérimen-
tateurs. Les principales raisons de cette désaffec-—
tion sont liées d'une part & l'arbitraire qui réside
encore quant au choix du modéle (AR, MA, ARMA, Prony,
etc,.,) et de son ordre, et d'autre part i la diffi~
culté de valider les spectres de puissance obtenus,
c'est & dire d'8tablir la v&alité physique des pics
en fréquence [4][5][6]et d'interpréter la valeur de
la densité de puissance spectrale i une fréquence
donnée [7].

Dans un certain nombre de cas [8], 1'étude 3
priori des propriété&sstatistiques du signal permet
d'orienter l'expérimentateur vers une méthode clas-—
sique (périodogramme, transformée de Fourier de la
fonction de corrélation) ou vers une méthode para-—
métrique. Descritdres statistiques devraient ensui-
te pouvoir €tre utilisés pour déterminer le modile
paramétrique le plus adéquat. Mais, quelle que
soit la pertinence du choix, se pose le probléme

de la validation & postériori.

Le probléme de validation ne peut en fait 8tre
envisagé que dans le cadre de la résolution d'un
probléme physique bien défini ol 1'om sait d'avance,
sinon ce que 1'on veut, du moins ce que 1l'on ne doit
pas obtenir. L'exemple que nous proposons de traiter
ici est celui de 1l'estimation simultanée des densi-
tés de puissance propres et croisées des composantes
d'un champ d'ondes &lectromagnétiques, observé en un
point fixe d'un milieu anisotrope, & 1'aide d'un
modéle autoregressif vectoriel [9],[10],[3],[11];
exemple pour lequel la méthode classique du périodo-

gramme est parfois prise en défaut [13].

Le test de validation 3 postériori que nous
utilisons est le suivant. Appelons matrice spectrale
la matrice p x p dont les &léments sont les valeurs
des densités de puissance spectrale propres et croi-
sées de p composantes du champ i une fréquence don-
née. L'estimation d'une telle matrice seré jugée
valide si ces &léments sont tels que : premidrement
ils permettent de calculer des caractéristiques de
polarisation comparables aux caractéristiques de
polarisation théorique dans le milieu considérd, et
deuxiémement ils sont consistants avec la méme fonc-

tion de distribution des ondes. Le concept de

fonction de distribution des ondes introduit dans [lﬂ

est explicité dans 1l'article.

On peut se poser la question de savoir pourquoi,

dans 1'estimation d'une matrice spectrale, une méthode
paramétrique serait plus adaptée qu'une méthode classi-
que du type péricdogramme. Bien qu'il ne soit pas dans
notre propos de répondre compl&tement 3 cette question
qui tient entre autre aux propriétés statistiques des
signaux considérés, il peut &tre intéressant de donner
les raisons qui nous ont amen& 3 prendre en compte les
modéles paramétriques. Les composantes d'un champ d'on-
des sont en effet reliées entre elles par un certain
nombre de relations. Dans le cas d'une onde électroma-—
gnétique plane, ces relations sont les &quations de
Maxwell. Dans le cas d'un champ d'ondes aléatoires,
également &lectromagnétique, des relations plus comple-
Xes existent mettant en jeu la fonction de distribution
évoquée plus haut [14]. Or, les méthodes d'analyse
spectrale classique ne tiennent pas compte de ces re-
lations. Tout se passe comme si la mesure d'une compo-
sante du champ ne contenait aucune information sur les
autres composantes. Dans les méthodes paramétriques
vectorielles au contraire, de telles relations sont
postulées. Si on interpréte physiquement le moddle AR
vectoriel, on s'apergoit ainsi qu'il suppose que la
valeur d'un échantillon de la forme d'onde d'une
composante du champ est une combinaison linéaire des
valeurs des &chantillons précédents de toutes les com—
posantes du champ : la composante considérée mais
également toutes les autres. Il semblerait de plus[l{
que le choix du mod&le soit moins problématique dans

le cas de plusieurs composantes, l'estimation par moda-
le AR vectoriel &tant &quivalente & une estimation par

modéle ARMA pour chaque composante.

Le plan de cet article est le suivant. Le mo-
déle AR vectoriel utilisé est décrit dans la section 2.
Les tests de validité que 1'on peut effectuer sur la
matrice spectrale sont développés dans la section 3.
Des exemples d'application & 1'analyse d'émissions TBF
regues 3 bord du satellite GEOS 1 sont présentés dans
la section 4. Des premidres conclusions sont apportées

dans la section 5.
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2. MODELE

Soit un vecteur champ 3 p composantes ol cha-
que composante a été préalablement &chantillonnée i
la fréquence £ = 1/At (At intervalle de temps entre

deux échantillons comsécutifs) :

@ o= @, 7, @) 1 sn <N

avec Y le wecteur champ, X? le vecteur transposé et
N le nombre d'échantillons. On suppose que chaque
composante est un processus centré, ergodique et
stationnaire au sens large. Le vecteur champ peut
alors &tre représenté par un modéle autorégressif

vectoriel d'équation générale :

M
DA () X (i) =y () n
=0
Les coefficients éM(j) sont des matrices (p X p),
éM (0) est la matrice identité et EM(n) est 1l'erreur

de prédiction & 1'ordre M.

c'est & dire un filtre qui "glisse" sur les &chantil-

lons ; une formulation similaire pour un filtre
retour est donnée par :

M

I By(3) Y(nM)) = Vy(n) )
j=0
avec les matrices coefficients (p x p) Qq(j) et

1'erreur de prédiction !M(n).

On estime les valeurs des coefficients éﬁ(j)
et gﬁ(j) pour 1 § j § M, en minimisant les quantités
T T ~
Tr [E {U,(n) U,(1] et Tr [E (Y@ ¥~ (m1], od
E{ }dénote la moyenne temporelle et Tr [ ]la trace,
c'est & dire en résolvant les équations de Yule-

Walker :

M
- I AG) R (k-)) = R(k)
j=1
M
R(O) + = A R(-)) =Ty
.J=l lsksM (3)
M
- I  B,(3) RG-k) = R(-k)
j=1
M
R(O) + = B,(G) RG) = ¥y
j=1

dans lesquelles EM et XM sont les matrices (p x p)

erreurs de prédiction des filtres optimum aller et
retour définies par :
T

T
Uy = E{U ) U, ) , ¥ =E{Y ) ¥, (@)}

¥, = (0)

(lic

et R(k) est l'autocorrélation au retard k :

RK) = E{Y(n) Y (a-k)} = R (k) )

Notons que, comme il a déja &té é&tabli par ailleurs[]O],
il est nécessaire de résoudre simultanément 1'ensemble
des &quations (3) sous peine d'obtenir umne estimation
différente de la matrice spectrale avec le filtre aller
et le filtre retour. Il s'avére toutefois difficile
d'avoir de bonnes estimations des matrices de corréla-
tion R(k) (le nombre total d'échantillons N n'est pas
infini, on a le choix entré un estimateur biaisé et un
estimateur non biaisé qui a le défaut de pouvoir con-
duire i des matrices de corrélation non définies

positives).

Nous avons donc choisi de calculer les coeffi-
cients éM(j) et gM(j) directement i partir des formes
d'ondes en incrémentant 1l'ordre du modéle de O & M.
L'algorithme utilisé est 1'algorithme de Burg générali-
sé ,développé par Strand [9],06 les derniers coefficients
éM(M) et gM(M) sont introduits dans 1l'algorithme de
Levinson généralisé [17] pour obtenir Gy XM’ éM(j) et
By(3)s 1 s J s ML

On notera que cet algorithme produit un filtre

stable qui a les propriétés suivantes :

det {QM} = det {gM} 3  det {QM(M)} = det{gM(M)}

EM et gnsons des matrices symétriques,

det{ U. }représente le d&terminant de U.
t L prep U

La matrice spectrale associée au vecteur champ

est donnée par WHITTLE [17]

56 = E® y, @@y (%)

ol g:l est la matrice inverse de H, et le signe % dési-
gne le complexe conjugué transposé.

La fonttion de transfert du filtre AR vectoriel E(f)
s'scrit

(i) exp (-2 £ ae) (6)
L'échantillon n de la premidre composante du
champ d'onde est estimé 3 partir des échantillons an-—
térieurs de toutes les autres composantes, ce qui se
traduit par une estimation éompléte de la matrice
spectrale, 3 la différence des méthodes classiques oli
les éléments Sij de la matrice § ne sont pas estimés

simultanément.
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3. TESTS DE VALIDITE DE L'ANALYSE SPECTRALE

Supposons qu'en un point fixe de la magnéto-—
sphére on mesure simultanément et continfiment les
3 composantes électriques et les 3 composantes magné-
tiques d'un champ d'ondes i partir d'antennes orien—
tées parall&lement aux axes d'un systéme carté@sien
0 - Supposons également que les signaux correspon—
dant 3 la mesure de chaque composante sont transmis
sous forme numérique., Soient Ex(n), Ey(n), Ez(n) et
Hx(n), Hy(n), Hz(n) avecn = 1,...N, les &chantillons
des 6 signaux. Pour simplifier les notations on con-—
sid@re que ces composantes sont celles d'un vecteur

champ Y(n) tel que :

1,2,3 Ex,y,z on,y,z

avec Zo impédance de l'onde dans le vide. Par une
application d'une méthode de quelconque (classique ou
paramétrique), on estime la matrice i(fo) des 6 com—
posantes du champ i la fréquence fo. La matrice
estimée é sera considérée comme valide si elle est
consistante avec les caractéristiques de propagation

d'une onde &lectromagnétique dans un magnétoplasma.

3.1. Caractéristiques de polarisation

Dans un magnétoplasma connu, les principales
caractéristiques de polarisation d'une onde de
fréquence donnée sont &galement connues. Prenons par
exemple de cas d'un magnétoplasma dense (fréquence
plasma supérieure 3 la gyrofréquence de 1'électron)
parcouru par une onde dont la fréquence est trés in-

férieure i la gyrofréquence de 1l'électron et trés
supérieure & la gyrofréquence du proton., On sait,[]@ ,
que dans un tel cas 1'extrémité du vecteur champ ma-
gnétique d'une onde décrit une ellipse dont le sens
par rapport au champ magnétique terrestre est le sens
inverse des aiguilles d'une montre (polarisation
droite), et dont le rapport E du petit axe sur le
grand axe, c'est & dire l'ellipticité, est voisine de
1. (rigoureusement &gale 3 ! pour une propagation
longitudinale et >.95 dans le cas le moins favorable
d'une propagation au voisinage de l'angle de ré&sonnan-

ce du mode sifflement).

Or, ces caract@ristiques de polarisation peu-
vent etre calcules & partir des éléments de la matri-
ce spectrale:§ des composantes magnétiques du champ.
Comme 1'ont montré Samson et Olson [Iﬂ , la matrice
spectrale d'une onde plane n'a qu'une seule valeur
propre non nulle. A cette valeur propre non nulle on
peut associer un vecteur propre complexe V = 34 + iEQ.
Le sens de polarisation est celui du sens de rotation

de R, vers R.. L'ellipticité E est obtenue en effectuant

-2 1°
le rapport :

E= IBQI / | §1|

Si l'onde observée est plane ou quasi-plane,
on a donc 13 un excellent moyen de tester la consistance

de la matrice spectrale.

Pour vérifier que la matrice spectrale est
celle d'une onde plane, on peut par exemple estimer la

valeur du degré de polarisation.D introduit par Samson
[20] 2 2 Ly
presh - @? \

5 n
(p-1) (TrS)

D est &gal 4 | dans le cas du champ d'une onde rigou-
reusement plane et tend vers O dans le cas d'un champ
d'ondes aléatoires. L'expérience a montré que 1'appro-

ximation onde plane était valide pourD > 0.95.

3.2. Estimation de la fonction de distribution
des ondes

La notion de fonction de distribution des on-
des (WDF) a été introduite par Storey et Lefeuvre [14].
Le champ d'ondes est supposé généré par une infinité
d'ondes planes de directions de normale d'ondes et de
fréquences différentes. Par analogie avec la fonction
de distribution des particules en théorie cinétique des
gaz, on le caractérise par une fonction de distribution
qui spécifie comment la densité d'épergie du champ est
répartie en fréquence f et en direction de normale d'on-
de k (k = k/ [EJ), ou alternativement en fréquence £
et en variables cos fet ¢; 6 Etant l'angle polaire que
fait le vecteur x avec la direction du champ magnétique
terrestre §o et ¢ 1l'angle azimuthal dont 1'origine est
dans le paridien g@omagnétique local (Figure 1). Les
hypothéses faites (uniformité du milieu sur des distan-
ces supérieures 3 la longueur d'onde, stationnarité du

phénoméne) sont discutées dans [}4].

51

B

|

systéme de référence

Figure 1 :
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Dans le systéme de la figure 1, les densités de
puissance spectrale propres et croisées des composan—
tes du champ sont liges & la WDF par les relations :

535(®) = % 4ﬁ\aij (0,c088,8) F (w,c088,$) do  (8)

ot F (w,cos8,$) est la WDF. Les fonctions aij sont
proportionnelles aux densités de puissance spectrale
propres et croisées des composantes d'une onde plane.
Elles dépendent implicitement des paramétres carac-—
téristiques du milieu. Leurs expressions analytiques
sont données par Storey et Lefeuvre [Hﬂ.

do = |dcos® d ¢|est 1'élément de surface. L'intégrale

est prise sur la surface de la sphére de rayon unité.

La détermination de la WDF i partir des &lé-
ments de la matrice spectrale est un probléme inverse
généralement mal posé en ce sens qu'en dehors du cas
de 1'onde strictement plane il admet une infinité de
solutions. Il est bien sur hors de notre propos de
décrire ici les méthodes d'inversion que l'on peut
utiliser, Toutefois, lorsque 1l7on choisit un algo-
rithme qui sélectionne parmi les solutions possibles
celles dont 1'entropie est maximum [21], on peut
raisonnablement s'attendre 3 trouver une WDF qui
satisfasse sinon exactement les donmées, du moins
qui les satisfasse aux erreurs d'estimation pré&s sur
i . Un "degré de satisfaction'" est fournit par la

quantité :

- R.. (1. - 1.2
iy "iit o, ij 137 { gy

A2 AZ
1 <8R ij> <8I ij>

e

oli p est le nombre de composantes du champ considéré.
Rij et Iij sont les parties réelles et imaginaires du
spectfe Sij ?btenu en réinjectant la WDF obtenue dans
(8). Rij et Iij sont 135 parties réelles et imaginai-
res du spectre estimé Sij ; 1'estimation étant sup-
posée non biaisée et admettant des variances égales

E <6§ij2> et <6iij2> . Une valeur du paramétre

Pr > 1 est & 1"8vidence l'indication d'une erreur

sur les éij' Le test n'est & l'évidence que négatif :
une ‘valeur de Pr < 1 ne signifie pas obligatoirement
que 1l'analyse spectrale soit bonne ; par contre une

valeur de Pr > | met a4 coup siir en cause la validité

de la méthode d'analyse spectrale utilisée.

4. APPLICATIONS

Les signaux sur lesquels nous appliquons le
mod&le AR vectoriel sont des signaux dont 1'analyse
effectuée 3 partir de la méthode de Welch [22] a éon-
duit & des résultats jugés en partie inconsistants[lB].
Ces signaux sont ceux associés 3 la mesure des compo-
santes magnétiques du champ d'ondes &mis par la station
Norvégienne du systéme de navigation OMEGA et regu 3
bord du satellite GEOS | (pour une description compléte
voir [23] ). 7 pulses d'une durée de =1 seconde sont
considérés : 4 &mis 3 une fréquence de 10.2 kHz et 3 &
une fréquence de 11.33 kHz. Avant d'@tre analysés les
signaux sont transposés en fréquence et filtr&s par un
filtre passe-bas de fréquence de coupure 450 Hz. Ils
sont ensuite &chantillonn&s 3 1488 &chantillons par
seconde, ce qui correspond 3 une fréquence de Nyquist
de 744 Hz. Pour des raisons pratiques les &chantillons
de chaque composante sont groupés en blocs de 128
(0.086 s). Dans le repare du satellite ol l'axe z est

paralldle 3 la direction de 1'axe de rotation et ol

les axes X et y tournent dans un plan perpendiculaire
3 cet axe;il y a un déphasage d'environ 5° entre le ler

et le 128id&me &chantillon pour les composantes ert Hy

(respectivement ¥,et yzdans les notations de la section

'2).Si ce déphasage peut &tre considéré comme négligea-

ble,il est par contre hors de question de 1l'accroitre
en effectuant des analyses spectrales sur des blocs de
plus de 128 échantillons. Pour des raisons techniques,
une correction de rotation sur les formes d'ondes n'est
pas possible. Le signal Hz(y3)n'est 3 1'évidence pas

déphasé.
L'analyse spectrale du vecteur Y(n), n = 1,

... 128, par le modéle AR vectoriel se fait de la fagon
suivante. L'ordre (M=15) est déterminé par le critére
d'AKAIKE. On a toutefois vérifié que dans ce cas d'une
onde quasi-monochromatique l'analyse était trés peu
sensible 3 la valeur exacte de cet ordre, les résultats
étant pratiquement les mémes pour M variant de 10 i 20.
Le probléme serait tout autre si nous analysions un
bruit & bande large. Dans tous les cas traités la fré-
quence du maximum d'énergie est 2 3 6 Hz au dessus de
la fréquence d'émission, ce qui est parfaitement con—
sistant avec 1l'effet Doppler calculé dans [Kﬂ . On
notera que ni déplacement ni dédoublement du pic n'a
été observé dans l'estimation des autospectres. Les
caractéristiques () ,E) de la matrice spectrale obtenue
pour cette fréquence du maximum d'énergie sont alors
estimées. On détermine ensuite une WDF ainsi que le
paramétre de prédiction qui lui est associé. Chaque
€lément de la matrice spectrale est supposé non biaisé

et entaché d'une variance : Var{ Sij} = Szij x 2M/N.
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Périodograme AR

A titre d'exemple on a représenté sur le ta-
bleau 1, les résultats obtenus pour les différents Fulse E o Pr E D Py
blocs du pulse 4. On note : premiérement que le degré 1 -5 -887 6.34 -94 .930 .55
de polarisation D est pratiquement égal 3 1, ce qui 2 -4 -883 8.14 -86 -919 -43
est 1l'indication d'une onde plane ; deuxidmement que 3 -2 -945 f 23.31 -80 -983 1 .1
1'ellipticité est toujours supérieure i 0.8, ce qui 4 -6 -979 4.7 -86 2990 | 1
est comnsistant avec la valeur théorique attendue si 3 -3 -864 8.62 -8 -956 49
1'on admet une certaine dispersion des vecteurs d'on- 6 -3 -820 7-80 -9 -85 37
des K, et enfin troisidmement que le paramétre de 7 -6 869 3.48 89 979 9
prédiction ne dépasse pratiquement pas la limite
P =1, ce qul est une autre indication de la consis-— Tableau 2 : Ellipticité, degré de polarisation et erreur de prédiction
r - obtenus, 3 partir de matrices spectrales estimées par la
tance de 1'estimation. wéthode du périodogramme et par filtrage autoregressif

vectoriel, pour chague pulse.

Conséquence importante pour la détermination

Bloc E D P des WDF : les solutioms obtenues i partir de matrices
0 . spectrales du mod@le AR vectoriel (Figure 2-b) peuvent

; 'z: .;9 . étre trés différentes des solutions calculées & partir

R :88 :9” s de matrices spectrales classiques (Figure 2-a). Dans ce

“ 83 999 96 cas précis, elles sont beaucoup plus proches des direc-

s 85 999 o2 tions de normales d'ondes estimées 3 partir de la mé-

6 88 999 78 thode de Means [12](1es croix sur la figure 2-a) ou

7 .91 999 63 d'une méthode de produit croisé s'appliquant directe~

8 .82 .999 1.19 ment sur les formes d'ondes [13] (les cercles sur la

9 .97 .998 1.20 figure 2-a).

10 .83 .999 .78

i .85 .999 7

12 .97 .994 .36

Tableau 1 : Ellipticité, degré de polarisation

et erreur de prédiction obtenus, & partir de
matrices spectrales estimées par filtrage auto-
regressif vectoriel, pour chaque bloc de 128
échantillons du pulse 4.

Pour effectuer une comparaison avec les résul-

tats obtenus par la méthode du périodogramme [13], on

a effectué une moyenne de toutes les matrices spectra-
les de chaque pulse. Les éléments de la matrice spec~ (a) Analyse spectrale par la méthode
trale sont supposés non biaisés. La variance est cal- du périodogramme.

culée directement sur les &léments des matrices -
spectrales des différents blocs. La comparaison des
résultats obtenus i partir des deux méthodes est
donnée dans le tableau 2. Les valeurs de 1l'ellipticité
et de la prédiction indiquent trés clairement que les
matrices spectrales obtenues par la méthode du pério-
dogramme sont inconsistantes, tandis que les matrices
spectrales obtenues par 1'application du modé&le AR
vectoriel sont tout i fait satisfaisantes, du point de

vue de nos tests de validité. Les valeurs de 1'ellip-

ticité dans ce dernier cas sont d'ailleurs trés proches

de celles obtenues directement, dans [13], 3 partir (b) Analyse spectrale par filtrage

autoregressif vectoriel.
des formes d'ondes. g

Figure 2 : Distribution des normales d'ondes dans
le diagramme polaire centré sur —Bo pour le pulse 6.
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La méme étude effectude i 1'aide de 1'algorithme
de MORF []0] donne des résultats pratiquement simi-

laires.

5. CONCLUSION

On a montré que par des considérations physiques
on pouvait tester les qualités de 1'estimation de la
matrice spectrale des composantes d'un champ d'ondes
électromagnétiques observé en un point fixe d'un mi-
lieu anisotrope. L'application 3 des données réelles,
i bande étroite, a révélé que le modéle AR vectoriel
pouvait se montrer beaucoup plus fiable qu'une mé-

thode classique du type périodogramme.

Toutefois de nombreux travaux resﬁbé faire
pour s'assurer d'une totale confiance Jdans le modéle
AR vectoriel. I1 nous faut, entre autre, trouver une
meilleure définition des propriétés statistiques des

éléments de la matrice spectrale qu'il fournit.
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