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RESUME SUMMARY

Le développement des méthodes de modélisation.paramé-
trique des processus discrets permet 1'analyse spec-
trale de signaux sur des échantillons courts avec des
performances en général meilleures gque la Transformée
Discréte de Fourier. Les méthodes présentées ici (AR,
ARMA, Prony étendue, Prony harmonique) ont été rete-
nues pour les résultats intéressants obtenus dans le processing of spatial telemetry signals. The experi-
traitement des signaux de télémesures spatiales. Leur mental comparisons on several kinds of signals ars

comparaison expérimentale sur différents types de si- commented and the main cheracteristics and results are
gnaux est commentée et un tableau en résume caracté- summarized. ’
ristiques et performances.

The increasing use of modelization of discrete proces-
ses allows.spectral analysis on short samples, with
generally better performances than Discrete Fourier .
Transform based methods. The methods dealt with in the
paper (AR,ARMA, Extended and Harmonic Prony's) have
been chosen for the good results they exhibit in the
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INTRODUCTION 2 - MODELISATION ARMA

['estimation de caractéristiques spectrales de signaux
discrets déterministes ou stochastiques est générale- -
ment basée sur 1’utilisation de la FFT. Cette approche
de 1'analyse spectrale se révéle intéressante du point
de vue calculabilité et donne des résultats satisfai-

sants pour une large classe de signaux. Cependant plu-
sieurs inconvénients inhérents & la mé&thodeenlimitent
ses performances : la résolution en fréquence inverse

du nombre d'échantillons et 1’effet de fendtre gui peut

se manifester dans le domaine spectral par une perte
importante d’information (distorsion et masquage des
motifs spectraux présents). L'utilisation de fenétres
appropriées peut réduire ces inconvénients mais au
prix d'une perte de résclution, et surtout représente
une approche "par tatonnements®.

Ces limitations de la FFT se révélent particulidrement
pénalisantes lors de 1l*analyse de processus.localement
stationnaires, oli les intervalles *raiscnnables™ de
stationnarité sont courts, ce qui se rencontre fréquem-
ment dans les signaux de télémesures. L'utilisation de
méthodes d’estimation spectrale plus performantes sur
de courts échantillons telles les méthodes paramétri-
ques représentent alors une alternative intéressante.

L’objet de cette présentation est la comparaison expé-
rimentale de quelques-unes d’entre elles sélectionnées
pour leurs performances obtenues sur.la classe.des si-
gnaux de télémesures (produit BT faible}. Une bréve
description des méthodes proposées {AR, ARMA, Prony
"étendu”, Prony harmonique) sera suivie de leur appli-
cation 3 des signaux tests permettant de comparer les
performances de chacune pour les différents types de
signaux rencontrés dans les télémesures spatiales. Un
tableau récapitulatif résumera ensuite les résultats
obtenus. (%)

1 - MODELISATION AR

Tout signal & temps discret aldatoire et stationnaire
peut se représenter au moins pour ses propriétés du
second ordre par un modéle AR d'ordre p suffisamment

élevé. Soit :
=T
a =J|a.,...,
[3,0er 2]
T = iT = fx X
X, = 3 Xn *u avec n t n-1"""°"* an
u_ = bruit blanc discret

centré de variance éiﬁ

La dimension optimum p des vecteurs a et X, est obtenue
par 1l'utilisation d'un critére approprié (Akaike[1],
FPE [2]....)

Le vecteur régressioniestcalculé en fonction des mesu-
res de corrélations par des expressions du type :

rle (Yule-Walker)
< s oT
Elx X1 r=E[X X]

Dans la pratique, les algorithmes s'inspirent de cette
formulation pour estimer a & partir des estimations de

T {3] [4]. Le passage de up, & x,, est alors un filtra-
ge linéaire dont la fonction de transfert s’éerit :

p -1
H{z) = [1 - 2 ag z-k]
k=1

a=

avec C =

La densité spectrale de x, est alors *

S(f) = aﬁ [H()]? z = g27f

Le modéle a ici pour expression :

p q
: xn'=‘7kzlak *n-k *kzobk Yn-k
avec by =1 2
u, = bruit blanc discret centré de variance oy

Il s'agit d'un filtrage par un filtre de transmittance

q
-k
1+ Yb 2z
kw1 k ) N(z)

p D(z)

La fonction d'autocorrélation s'écrit alors :

P g
R (1) =-Fa R_(1-k) +J b R (1-K)
XX =1 K “xx K=o kK “ux
avec Rux[k] =0 pour kDO

Cette équation obéit & une récurrence de Yule-Walker
pour kdqg ce qui permet d’obtenir ainsi une premiére
estimation fj(z) du dénominateur de H(z). En filtrant
xn par O(z) le spectre obtenu aura une fonction de
transfert associée :

N(z} H(z).D(=)

L’approximation sera probablement grossiére, mais en
estimant les zéros de H(z).0(z), on pourra obtenir une
estimation initiale {ﬁk} des paramétres {bk}' Un algo-
rithme d’optimisation itératif (de type gradient par
exemple) utilisé pour affiner le calcul des paramdtres
peut ne pas converger [5]. I1 y a donc une complexits
de calcul plus importante que pour le mod&le AR, de
plus le choix du nombre de paramétres {ay} et {b} est
assez arbitraire. Nous nous sommes limités 3 un modeéle
(5,5) qui s’est révélé en pratique suffisant pour les
signaux que nous avons eu 3 traiter.

Le spectre ARMA s'écrit alors :
2

q
2
1 + ) bk exp(-j2nfkAt)
2 [
sipy = O, Izf2 - k=1
= u —— =
~{ntz)| 2 p . 2
j2nf 1 + ¥ ak exp(-j2ufkAt)
z=e k=1

3 - 'MODELISATION DE PRONY ETENDU

Le modéle du signal est ici un ensemble de p exponen-
tielles d’amplitudes, fréquences, phases et coefficients
d’amortissement appropriés :

P n
xn =.- mezm n=0,..., N-1 (1}
m=1 ’
by = exp(jo )
avec " " (2

z, = exp (ay + JZﬂfm]At

I1 s’agit alors de trouver 1’ensemble {Am, Bm,'am, fm}
et p qui minimise 1’erreur quadratique :

N-1 -
E = z Ixn - Xql
n=0

La résolution de ce probléme non linéaire s’effectue de
fagon itérative [6], cependant une résolution non ité-
rative donnant des résultats satisfaisants est basée
sur 1’approche dite de Prony.

On reconnalit dans (1) la solution d'une équation poly-
nomiale du type :

(3)

= 0 awvec ‘a, = 1

aj Zp_i
0

Ik

p
¥(z) = (z-z) =
LI

=
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ot ¥(z) a pour racines les exponentielles complexes
de (2).

On démontre alors que les coefficients aj sont obtenus
a partir de 1'équation suivante {7] :

p
X, == -E am Xp-m * 2 am en-m pg<ngN-1
m=1 m=0

Xn

avec ep = Xq

De telle fagon que :

N-1
2 }en|2
n=p

soit minimale.

Ceci conduit & un systéme non linéaire difficile a
résoudre. L'approche de Prony consiste & changer le
critére de minimisation. On définit alors :

p
F&n = Xam en-m
mao
N-1 2
On minimise la quantité 211§n|
n=p

Ceci est bien siir un artifice destiné a faciliter le
calcul, cspendant on peut noter que Eh} représente
1’aerreur de prédiction qui résulterait de 1’usage des
_coefficients{ai} décrits par (3) avec une excitation
différente d’un bruit blanc.

La suite {en} constitue par contre 1'erreur de modéle
liée a la modélisation de Prony. Ce critére semble ar-
bitraire, néammoins les résultats obtenus justifient
ce choix. On se raméne donc & 1'estimation de paramé-
tres AR pour obtenir les aj}. La recherche des raci-
nes dé (3} donne alors les paramdtres o et fp.

L’expression (1) devient donc un systéme d’équation
linéaire oli le choix de {bm} se fera par minimisation
quadratique : on obtient alors les paramdtres Ap et On-

Le probléme du choix de 1l'ordre p du modéle est iden-
tique & celui de la détermination du nombre optimum de
pbles du filtre AR.

Si 1’on suppose que le processus x(t) posséde une en-
veloppe symétrique par rapport a 1’origine on a pour
x(t)-réel la fonction d’approximation suivante :

p
tl
1 Am oM costzn T t + 6p)

m=1-
Sa densité spectrale est alors donnée par :
s(f) = [xte)1?
p 3o,
aec X(£) = § Ay ap|5— Y 5 — .
m=1 . + 2n(F-F) ap-+ 2x(f+fm)

-jem

I1 faut noter que cette estimation donne des pics liné-
airement proportionnels & la.puissance des termes pé-
riodiques, cependant le bruit dgit de fagon parfois.
importante sur la précision d'estimation des paraméires
provoguant un lissage du spectre par 1'cbtention de
coefficients d'amortissement trop grands.

\
4 --METHODE DE PRONY HARMONIQUE

Pour un processus comportant des raies noyées dans du
bruit le modéle utilisé devient :

P P n
Xn = 2 Ak cos(2w fig nAt+eK) = 2 [Ck ZR + o zk] (4}
k=1 k=1
c = Ay exp(joy)

ol :
z = exp[j2rkat]

P * 2p 2p-k
Le polyndme 1 [z—zk] (z—zk] = 2 gy 2 =0 {5)
k=1 k=0

posséde alors les exponentielles complexes de (4) pour
racines.

In démontre alors gqu’une minimisation quadratique de
la quantité :
N~-p P

2 . =
ey avec : e —kgogk [xn+K + xn_kl (6)

R =
p '@p-l-].

conduit aux équations suivantes :

p
) gk,sp(k,n =0 1€3€P (73
k=0
N-p
ou : 5 (k1) = Oyt Xgad (x5 * Xi4)
F=prl

La salution de (7) permet d’obtenir les coefficients
gk puis de calculer les racines zx du polyndme (5] et
donc les parametres .

Une minimisation quadratique de 1’éguation (4) conduit
au systéme d'équations suivant :

P N . N ) N
Y e ¥ (zx 239+ & ) (i; Z;]J'}= Y (2Re zi) X3
i=1 j=1 j=1 j=1

pour k = 1,..., p

=} ution fournit 1

solut es e
amplitudes des sinusoldes ©y

I

Un algorithme rapide dii & J.R. MARPLE [B] a été utilisa
pour le calcul des gy dans 1'équation (7).

Le choix du nombre p de sinusoides présentes dans le
signal se fait en surveillant pour chaque valeur de p
la -quantité Rp dans 1’équation (6} et en prenant 1'or-
dre correspondant au premier minimum.

5 - COMPARAISON EXPERIMENTALE DES METHODES PROPOSEES

Nous avons utilisé comme séquences de test les cing
types de signaux les plus courants dans les télémesures

~ signal déterministe
I1 s'agit d'une exponentielle décroissante

~ signal "tout pdles”
processus passe-bas ordre 6 généré par filtre-
ge d'un bruit blanc gaussien de varianced

-~ signal "ARMA"
signal obtenu par filtrage de Cauer 3e ordre
{pbles et zéros) d’un bruit blanc discret
gaussien de variance oy“ .

~ Raies pures
signal comprenant 3 sinusoides aux fréguences
suivantes : -f = 0,1Ff : f = 0,3f ;
f = 0,35fg ; la raie 0.1fg ayant une puis-
sance de 14B inférieure aux deux autres.

- Raies + bruit (gaussien, centré)
signal composé des 3 sinusoides suivantes :

-f = 0,1 S/B = pdB
-f = 0,3 S/B = 17dB
-f = 0,35f¢ S/B = 17dB

6 ~ RESULTATS

L’estimation de la densité spectirale par chacune des
méthodes proposées a été réalisée sur les mémes sé-
quences de chacun des processus décrits ci-dessus. Pows
allons examiner pour chaque type de signal les remar-
ques qu'appellent les résultats obtenus.
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~~, + uetermuniste

Toutes les méthodes donnent des résultats
comparables. La modélisation de Prony étendue fournit
cependant une dynamique plus élevée alors que Prony

harmonique se révéle incapable de modéliser ce signal.

- Signal AR
Ici aussi toutes les méthodes donnent des
résultats équivalents sauf Prony harmonique. Cette mé-
thode, par principe, ne produit que des spectres de
rales. La partie "¢ontinue” du spectre se trouve donc
modélisée par des rales dont 1’enveloppe reproduit
Yallure du spectre.

Cependant, & performances égales nn préférera dans ce
ees la métheds AR car la cGMplsxité de calcul jous 3n
défaveur des modélisations- ARMA et Prony étendue.

- Signal ARMA

Le choix de 1'ordre (p,q) optimum du modéle
ARMA n’est pas théoriquement résolu, aussi, pour nous
rapprocher des conditions réelles d’analyse ol le si-
gnal est en général inconnu, nous nous sommes fixés
1'ordre du modéle & 5 coefficients AR et 5 coefficients
MA. Dans ce cas, la modélisation ARMA n’apporte pas
d'avantages significatifs et la méthode de Prony éten-
due se révele icl plus performante. Il faut aussi
noter qu’un algorithme itératif pour affiner 1l’esti-
mation des paramdtres n'a pas produit d'amélioration
sensible des résultats.

-~ Signal harmonique
La méthode de Prony €tendue permet de gagner
en résolution et en dynamigque par rapport aux modéli-
sations AR ou ARMA cependant les meilleures perfor-
mances sont fournles par Prony harmonigue : bonne ré-
solution et représentation des pics & amplitude pro-
portionnelle a leur puilssance.

- Signal harmonique + bruit
Mémes remarques que ci-dessus. I1 faut cepen-
dant noter 1'efficacité de la méthode de Prony harmoni-
que qui se réveéle capable de localiser et de repré-
senter correctement la puissance d'une raie avec un
rapport $/B de 0dB.

7 - APPLICATION AUX SIGNAUX DE TELEMESURES SPATIALES

Les résultats obtenus se révelent satisfalsants et, en
général, mellleurs qu’avec la FFT. Les modélisations
AR, ARMA et Prony étendue ont des performances compa-
rables pour les spectres continus mais la présence de
raies dans le signal (étude des modes par exemple)
requiert 1'emplol de Prony harmonigue. Cependant 1la
diversité des sources de signaux de télémesures (pres-
sions, vibrations, champs EM, comptage de particulas
etc...) et leur nature en général inconnue nécessite
souvent 1'emploil simultané de deux méthodes : Prony
harmonique pour locallser les éventuelles raies pré-
sentes et AR ou Prony étendue pour modéliser la partie
continue du spectre.

8 - CONCLUSIONS

Ces résultats nous permettent de tirer les conclusions
pratiques suilvantes :

- La méthode ARMA, telle que nous 1l'avons uti-
lisée (ordre (5,5), sans procédure itérative), n'ap-
porte pas d'améliorations sensibles par rapport & la
modélisation AR : un signal ARMA peut toujours en effet
g&tre représenté par un modeéle AR d'ordre suffisant
(en pratique : ordre 20 pour les signaux de téléme-
sures, le plus souvent 6 ou 7)

- La méthode AR reste la plus intéressante au ni-
veau du rapport performance/complexité de calcul pourla
plupart des signaux & spectre continu. Il faut aussisi-
gnaler que la modélisation ARne concernepas lalinéarité
dans 1a représentationde lapulssance relativedes raies

és]i(glfgr? qgﬁgﬁgctggqehsgt;‘gngf&ggggx en foBt une des-
due apporte touterois une améliora.ion sensfnf

la dynamique du spectre et peut &tre utilisée pour]es
signaux comportant des raies noyées dans du bruit avec
des performances supérieures a celles de la méthode AR.
les figures 1.a et 1.b montrent un exemple de représen-
tation du spectre d’un signal ARMA (3,3) sur 64 échan-

tillons par les methodes AR, ARMA et Prony étendue.

- l.a méthodede Prony harmonique resteréservée a
1textraction ce ralesnoyées dansdu brult o les performances
{résolution, linéarité, ...} dépassent alors de loin
celles des autres méthodes. Comme il s’agit d’un spec-
tre de raies, cette modélisation est inadaptée & la
restitution de spectres contlnus. De plus, il faut aus-
si noter que la difficulté du choix de 1’ordre du modé-
le peut parfols conduire & des instabilités numérigques
lors du calcul. Pour des signaux "composites” (spectre
continu + raies) il peut &tre intéressant d’'utiliser
cette méthode en association avec la modé&lisation AR
ou Prony étendue : la modélisation.de Prony harmonique
localisera les raies alors que la modélisation AR ou
Prony -étendue donnera une bonne représentation de la
partie continue du spectre.

Les figures 2.a et 2.b montrent un exemple de repré-
sentation d'un signal composite (raies + signal passe-
bas AR]) par Prony étendue et Prony harmonique (64 éch.)

Le tableauci-aprés résume les principales caractéristi-
ques des méthodes proposées.
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MODELISATION AR ARMA L PRONY ETENDUE PRONY HARMDNIQUE
Type de spectre continu continu continu discret

Modele

Autorégressif (tout
pole) Yule-Walker

Fonction de transfert
rationnelle (pdles et
zéros)

Somme d’exponentielles
amorties non-harmorique
ARMA avec coefficients
AR et MA . égaux

Somme de sinusoides non
amorties non nécessai-
rement harmoniques

Avantages et
Inconvénients

- Simpliciteé

- Meilleure résclution
que la FFT

- sensibilité au bruit

- pics non proportion-

nels a la puilssanceds

termes périodiques

~- ph&noméne de dédou-

blement des raies (Hfe

splitting) dans cer-

taines situations {10].

- difficulté du choix
du nombre deparamgtres
AR et MA

- complexitéde calcul
- la méthode itérative
d’estimationdes para-
meétresMA neconverge
toujoursvers I solu-
tion correcte

- résultats pratiques
tres comparablesavec AR

- Représentation pro-

- choix de 1'ordre

tionnelled lapuissanceiassez délicat

- résolution aussibon-
neque AR, souvent meil-

leure

- complexité decalcul

- représentation pro-
portionnelle & lapuis-
sance des raies

- bonne résolution

- représentation de
1'enveloppe d'un spec-
tre continu

- complexité de calcul

Remarques

- stabilité’incondi-
tionnelle du modile

- possibilité d’analy-
se adaptive

- Nécessite une bonne
précision des coeffi-
cients de corrélation
et une méthode itéra-
tive d'estimation des
paramétres MA pour

avoir de bons résulfats

- la premiere étape
de 1a méthode est icder

tigue a 1l'estimation
des paramétres AR

- utilise deux étapes
de mipimisation gqua-
dratique.

Utilisation

Tout type de.signail
a spectre continu

Sighaux & spectres con-
tinus

Signaux & spectres con-

tinus. Eventuellement:
signaux harmoniques

Raies + bruit
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