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RESUME

RESUME

Pour classer un objet inconnu, une méthode classique
consiste 2 la comparer & des masques fixes. Mais on

peut aussi appliquer une série de transformations a
1'objet pour 1l'appliquer au mieux sur un modéle donné.

La seule fagon pratique d'opérer est d'appliquer des
transformations appartenant & un groupe : groupe de
LIE a un paramdtre et de caractére cyclique. Un grou-
pe a plusieurs parametres n'est utilisable que s'il

se décompose en groupes quotients successifs, chacun

a4 un paramétre : on peut citer l'exemple de la
division arithmétique ou on explore les groupes quo-
tients successifs des nombres modulo 107, 1o0n-1, 10n-2
ete.

On montre qu'on peut interpoler une matrice de permuta-

tion par un groupe de LIE, lui-méme approximé par un
groupe fini qui réalise 1'interpolation des objets
d'une classe. Sur ce groupe 2 un paramétre, la théorie
des algébres de LIE permet de construire un groupe
résoluble, donc formé de groupes quotients successifs.

Cette construction permet d'appliquer des transforma-
tions successives de fagon fort simple & un objet pour
le rapprocher d'un modéle ; ce qui entraine la recon-
naissance si le rapprochement est convergent.

SUMMARY

SUMMARY

In the field of pattern recognition, an old and clas-
sical method to classify an unknown object consists
of a comparison with a given mask. But it is possible
to transform sequentially the object so as to match
it optimally to a given pattern. The only way to
achieve this is using a group of transformations, and
specially an one-parameter LIE group, of cyclical na-
ture. A many-parameter LIE group is usable just if it
splits in successive quotient groups (whose each is
an one-parameter group). As simple example, let us
take arithmetic (EUCLIDE) division, where the succes-
sive quotient groups of the integers modulo 107,

lOn'l, etc. are searched.

In this paper it is shown that any permutation matrix
can be interpolated by a LIE group (itself approxima-
ted by a finite cyclical group) therefore the interpo-
lation "pictures-to-movies" of a class of objects can
be achieved.

From this one-parameter group, the theory of LIE alge-
bras gives a way to construct a many-parameters sol-
vable group, i.e. splitting in successive guotient
groups.

This construction can be applied to an unknown object
so as to match it to a given pattern.



606

APPLICATION DE LA THEORIE DES GROUPES DE LIE A LA RECONNAISSANCE DES FORMES

1. INTRODUCTION

On s'efforce d'appliquer le principe suivant : pour
reconnaitre un cbjet inconnu, on lui applique une
série de transformations linéaires pour essayer de
le faire coincider avec un objet type de la classe
4 reconnaitre.

Pratiquement, ceci est possible si les transforma-
tions appartiennent & un groupe. En effet,le grou-
pe a un élément primitif G et en appliquant les
transformations successives.

G, G2, &, ... 6" ...,

on explore tout le groupe.

La méme remarque vaut pour un groupe continu de
transformations, qu'on approximera par un groupe
fini :

L'exemple le plus simple est bien sur celui des ro-
tations du plan. Mais on remarque aussitét qu'on

ne peut explorer utilement gqu'un groupe & un para-
metre il faut de plus qu'il ait un caractére cy-
clique, sinon 1l'exploration n'a pas de fin.

Si on prend comme exemple la simple division numé-
rique, on voit qu'on détermine successivement le
chiffre des 10 000, des 1 000, des 100, des 10,
des unités, par exemple c'est-a-dire, qu'on effec-
tue une recherche dans des groupes quotients suc-
cessifs définis & partir du groupe des nombres
entiers.

Nous essayons d'appliquer le méme principe 3 des
objets quelconques, d'abord en parcourant la clas-
se par un groupe de LIE & un paramétre comme il va
étre montré, puis en construisant des groupes quo-
tients successifs, s'emboitant les uns dans les
autres, permettant de poursuivre la recherche de
fagon hiérarchisée.

2. RAPPEL DE QUELQUES PROPRIETES DES GROUPES

a) Groupes finis :
Un groupe fini a n éléments e, gz...,gn(e 816~

ment unité) peut se représenter par des matri-
ces (nxn) ; c'est la représentation REGULIERE
du groupe.

Ces matrices sont des matrices de permutation :
un élément est considéré comme un opérateur de
permutation sur 1l'ensemble des éléments du grou-
pe.

Leurs valeurs propres sont des racines d'ordre
n de 1'unité ; si 1'élément du groupe est pri-
mitif les racines sont toutes distinctes.

EXEMPLE : matrice de permutation (4x4)

0101
0010
0001 a pour valeurs propres 1,i,-1,-1
1000

Les vecteurs propres associés sont :

1 1 1 1
(D1 G)i (1) -1 (-i) -1
1 -1 1 -1
1 -i -1 i

b) Groupes de LIE :
o) groupes a un paramstre :

Un groupe continu de transformations dans
1'espace a n dimensions peut se définir par
1'opérateur infinitésimal

In + M

M est le GENERATEUR du groupe.

B)

L'application répétée de cet opérateur fournit
1'opérateur (In + M.
Si ¢ tend vers 0 avec ne = K, l'opérateur finiprend

la forme eKM

La fonction matricielle eKM a les propriétés sui-
vantes :
- si la matrice M peut se diagonaliser sous la for-

me

H H—l(ml...mn sont les valeurs pro-

pres)

m
n

. KM . .
La matrice e peut se diagonaliser sous la forme

eKml

H H
Kmy
e n

-1

- si m subit une transformation par similitude

k"MK 1a fonction e

tion :

K~ 1eMk
ce qui est une conséquence immédiate de la pro-
priété précédente.

subit la méme transforma-

Groupes a plusieurs paramétres

Ils sont caractérisés par les générateurs Ml"'Mj

si le groupe comprend j parametres.

Ces générateurs ne sont pas quelconques, le commu-
tateur {Ma,Mb} = MaMb - MbMa est aussi un généra-

teur donc :

.

C M

ab c
Les constantes Cgb sont les CONSTANTES DE STRUCTURE.

MM} = ? C

Les générateurs Ml”'Mj définissent une algeébre

linéaire de LIE & j dimensions avec la loi de com-
position ci-dessus définie.

Cette loi n'est pas associative mais obéit & 1'iden-
tité de JACOBI :
{{Ma’Mb} ’MC}+{{Mb’MC} ’Ma}+{{Mc’Ma}’Mb} =0

L'étude des groupes de LIE peut &tre ramenée a
1'étude de 1'algébre des générateurs.

On trouve deux catégories principales d'algébres.

On considére 1'ensemble L des générateurs
Ml"'Mj puis 1l'ensemble des commutateurs

(L,L) = L' ou algébre dérivée, puis l'ensemble
(L, L") = L" ... etc.
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1. L' a le méme nombre de dimensions que L.

11 en est alors de méme de toutes les algeébres
dérivées successives. L est dit "SEMI SIMPLE".

EXEMPLE : rotations dans l'espace :

(Ma’Mb) = Mc
(Mb’Mc) = Ma
(Mc’Ma) = Mb

2. L' a moins de dimensions que L, puis L" moins de
dimensions que L'... on arrive ainsi & un espace
nul. L est dit "RESOLUBLE".

EXEMPLE : Algebre quelcongue a deux dimensions
(MgaMy) = o, + BM,

L' est alors formé d'un seul commutateur et L"
est nul.

A une alggbre donnée quelconque correspond alors
un sous-groupe invariant.

On prend comme base de l'espace a j dimensions
une base comprenant les générateurs du sous-
groupe. Les autres définissent alors le groupe
guotient correspondant.

3. INTERPOLATION D'UNE CLASSE PAR UN GROUPE DE LIE A

I DIMENSION

Considérons une matrice de permutation telle que :

(nxn) : Comme on 1'a vue, on peut la diagonaliser
sous la forme :

21i(n-1)

. .

S est la matrice ayant pour colonnes les vecteurs
propres.

On peut donc la considérer comme la matrice de
transformation d'un groupe de LIE & un paramétre
dont le générateur est :

(n-1)

Ce groupe de LIE peut &tre approximé par 1'opéra-
teur :

(1 +em"

si ¢ est assez petit, (I + ¢M) est alors un opéra-
teur d'interpolation.

Considérons alors une classe d'objets définie par n
échantillens, vecteurs Vl...Vn.
On peut interpoler la permutation Vl+...Vn+Vl par
1'opérateur :

K(TeeMK L = Teekmk™t

Si K est la matrice formée avec les vecteurs colon-
nes : K = (Vl cee Vn)

L'interpolation sera réalisée en pratique, par un
¢lément fini du groupe, c'est-a-dire :

1
2ir 1
n M
e
5 571kt
(n-1)27 1
n M
e

d'autant plus fine que M sera plus grand.

On réalise donc ainsi l'opération qui permet de
transformer n vues fixes en. cinéma : par exemple, on
peut imaginer un dessin animé avec n dessins et
1'interpolation de LIE permettant de reconstituer
les dessins intermédiaires par application répétée
d'une transformation unique.

. EXEMPLE

On a défini une classe de lettres M par huit échan-
tillons. On analyse chaque lettre par 8x8 points
(binaires). On forme des vecteurs colonnes & 8 di-
mensions en représentant 1'image de chaque ligne par
un nombre binaire. On effectue 1'opération définie
ci-dessus en insérant 100 images entre chaque couple
d'images données.

La figure représente les quatre premigres interpola-
tions quand on va de 1'image (2) & 1'image (3).
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L

5. CONSTRUCTION D'UN GROUPE DE LIE A 2n PARAMETRES

L'idée est celle-ci : construire un groupe de LIE
a plusieurs parametres, appuyé sur le groupe a 1
paramgtre défini ci~dessus et constitué de groupes
quotient successifs, c'est-a-dire, RESOLUBLE.

L'algébre de LIE est susceptible d'une représenta-
tion matricielle ; on dispose de la matrice de re-

présentation du premier générateur : r -
01
0 1
1 1
M. = 2 &) M, = 1
1 3 2 1
0 4 1
a3 une similitude preés, qui ne change pas les rela- 1
tions de commutation, donc les autres générateurs L .
peuvent étre cherchés sous cette forme.
Pour les construire, il faut se rappeler un théo-
réme de LIE :
- quand une algébre est résoluble, les matrices de
représentation des éléments des algebres dérivées - -
sont NILPOTENTES, c'est-a-dire qu'il existe tou- 01
jours une puissance entidre de chaque matrice 1
qui est identiquement nulle, Mo = - 1
- on en déduit que les matrices de représentation 37 1
se raménent & la forme triangulaire supérieur : - 1
0 x x x ] 1
00 x x 1
000 x
000O - -
par exemple.
On remarque alors que :
0 0 a 0 a
1 b b
2 04, 0 ¢ = C
0%5 7 - -
i 00 1
de méme pour toutes les matrices qui se réduisent I 1 1
a une diagonale du triangle supérieur. 4 - 1
I1 existe alors une solution générale de construc- 1
tion des générateurs du groupe. 1
Représentons les premiers pour n = 8
- - r -
0 00 1
1 -1
2 1
M., = 3 Mc = -1
1 4 5 1
5 -1
6
7 - -




610 L\/

APPLICATION DE LA THEORIE DES GROUPES DE LIE A LA RECONNAISSANCE DES FORMES

0 S

On constitue ainsi un groupe de LIE & 2n paramétres:
{Mi’Mj} ne comprend que des matrices d'un indice

supérieur & Max (i,j) le groupe est alors résolu-
ble.

Les groupes quotients définis par MZ"'Mp sont
NILPOTENTS.

L'opération de transformation peut alors se dérou-
ler autrement :

Par exemple : M, = 0

donc : e =1 YT e T
C'est un simple polyncme gu'on peut construire fa-
cilement.

Si on prend K = 1 _e'?

le groupe est cyclique et peut é&tre exploré. ; il en

est de méme des suivants.

6. PROCEDE DE RECONNAISSANCE

La matrice Ml étant construite, on explore le pre-

mier groupe quotient, jusqu'a se rapprocher au mieux
d'un modéle prédéterminé faisant partie de la
classe.

On forme alors les matrices M2M3... en appliquant
aux matrices ci-dessus la similitude KSi,S™'K™'qui
a déja été utilisée et on explore les groupes quo-
tients de fagon & converger vers le modele, si la
convergence atteint un certain degré, 1'cbjet est
reconnu.

Les calculs numériques sont simples ; il suffit
d'inverser la matrice K, les autres calculs sont
triviaux.

7. CONCLUSION

I1 parait probable que la théorie des groupes de
LIE est utile dans le domaine de la reconnaissance
de formes ; si on admet le principe d'ume trans-
formation de l'objet & reconnaitre, le groupe est
le seul moyen d'aborder numériquement cette trans-
formation.



