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RESUME

Le probl&me posé est celui de 1’amélioration
de la résolution d'images obtenues par tomographie
micro-ondes active. Ces images sont le résultat de la
convolution bi-dimensionnelle des densités de courant
complexes &quivalentes dans l'objet &tudié,par une
fonction d'appareil. L'étalement du noyau est une
des causes de la limitation de la résolution et 1l'on
veut y remédier par déconvolution. Aprés discrétisa-
tion, la résolution de 1'&quation int&grale se raméne
3 1'inversion d'un systdme linéaire de grandes dimen-

sions et mal conditionné.

Dans une premiére &étape, on &tudie les proble-
mes de calcul d'une solution inverse généralisée par
une méthode it@rative qui permet de travailler direc-
tement dans 1'espace des donn&es (ici €). L'applica-
tion de cet algorithme n&cessite d'imposer des condi-
tions sur les bords de 1'image et permet d'améliorer
sensiblement la résolution. Mais la forte dépendance
linéaire entre les lignes de la matrice 3 inverser
conduit 3 une ronvergence lente et impose plusieurs
balayages de 1l'image pour obtenir ume erreur quadra-
tique moyenne acceptable. D'autre part, des problée-
mes de stabilit& numérique peuvent se poser pour des
noyaux 3 intégrale nulle. Une extension stochastique
du probl&me permet, en examinant les propriétés d'une
solution 3 variance minimale, d'expliquer les diffi~
cultés précédentes, et d'établir les bases d'une mé-
thode d'estimation récursive sous-optimale ne néces-—
sitant pas d'introduire de semi-~causalité dans 1'ob-

jet 3 restaurer.

SUMMARY

We are interested in increasing the resolving
power of a microwave tomographic system. The smearing
effect on the images of complex equivalent currents
can be approximated by a convolution of the true cur-
rents in the studied object with the apparatus spread
function. This problem can be classically expressed in
a system of linear equations relating the measured

image pixels to the unknown object parameters.

In a first step, we study the difficulties
encountered in computing a generalized inverse solu-
tion using an iterative methode in C". With appropria-
te boundary conditions, this method affords an effec-
tive improvement of the resolution ; but the conver-
gence is slow because of the linear dependance between
consecutive lines oflthe matrix to invert. Moreover,
computational stability problems may occur when the
kernel has a vanishing integral. In a second step,
analysis of these difficulties is done through a
stochastic extension of this otherwise deterministic
problem, Derivation of a minimum variance solution
allows one to set the basis of a sub-optimal recursive
estimation scheme that does not imply the usual semi-

causality assumptions on the object.

SBL’\/



584

QUELQUES PROBLEMES LIES A L'AMELIORATION DE LA RESOLUTION D'UN SYSTEME
DE TOMOGRAPHIE A MICRO-ONDES PAR DECONVOLUTION

I. INTRODUCTION

Le probl&me abordé ici est celui de 1'améliora-
tion de la résolution d'images obtenues par tomogra-
phie micro-ondes active. La reconstruction d'images
est une question qui a déj2 été largement &tudiée dans
le cadre de la tomographie ultra-sonore ou a& rayons X.
Mais le principe méme de 1'instrumentation utilis€e en
tomographie micro-ondes fait que le probléme se pose
ici avec davantage de contraintes.

En effet, 1'appareillage original développé dans
notre laboratoire par Bolomey et Pichot [1] repose sur
la mesure, par une méthode de rétrodiffusion modulée,
des module et phase du champ diffracté par un objet
&clairé par une onde plane. Il apparait tout de suite
que 1'hypothése de parcours rectiligne, couramment
faite en imagerie ultra-sonore ou 2 rayons X [19], ne
peut pas &tre appliquée ici. On mesure l'intégrale
d'une grandeur physique, nor pas sur wm segment de
droite, mais sur toute la section de 1'objet, ceci
exclut 1'utilisation ultdrieure des méthodes d'épanda-
ge (back-projection).

A partir de la mesure sur un segment de droite
de ce champ diffract8, ume focalisation synthétique
permet de construire une image de la distribution des
densités complexes de courant équivalentes dans une
section de l'objet supposé & symétrie cylindrique. On
montre que cette image est le ré@sultat de la convolu-
tion bi-dimensionnelle de la distribution effective
des densités de courant complexes par la fonction
d'appareil [1]. Ce noyau est connu analytiquement et
peut &tre ais@ment obtenu expérimentalement : c'est
1'image d'une tige diélectrique de diamdtre petit
devant la longueur d'onde. La longueur finie du seg-
ment de mesure conduit 3 un &talement de ce noyau,
surtout dans la direction de propagation de 1'onde in-
cidente. Comme en holographie ultra-sonore [2], ceci
implique wme dé&térioration de la ré€solution spatiale
de 1'image. La multiplication des projections permet
de remédier partiellement 3 ce défaut. Mais 1'&tale~
ment du noyau produit ainsi obtenu reste supérieur &
la longueur d'onde qui est la limite théorique de la
résolution.

L'accessibilité du noyau incite donc & amélio-
rer la résolution par déconvolution, c'est-i~dire en
résolvant 1'équation intégrale liant 1'image & 1'ob-
jet réel. La restauration d'un signal dégradé par un
appareil linaire est un probléme rencontré dans de
nombreux domaines de la physique expérimentale et la
littérature sur le sujet est des plus abondantes. En
imagerie, de nombreux travaux portent sur le traite-
ment simultané de toute 1'image, par approximations cir-
culantes ou circulantes par bloc (Hunt [3,4], Wood
[51). Par contre, la plupart des travaux sur la res-
tauration par des m8thodes récursives ne s'intéres-—
sent qu'3 des images simplement bruitges, ou bruitées
et bougdes, alors que peu d'entre eux abordent le pro-
bléme général de la déconvolution bi-dimensionnelle
[15,16].

Les méthodes alg8briques opérant directement
dans l'espace des données semblent bien adaptées au
cas 8tudié. Elles ont déji montré leur efficacité dans
les problémes de reconstruction (méthodes dites ART
[19]) et de restauration d'images tomographiques (mé-
thodes du gradient [6]). Outre de nombreux avantages,
tels que 1'introduction aisée de contraintes non 1li-
néaires (positivité...), extension immédiate 2 des
données dans €%, ces méthodes ont montré dans le ca-—
dre de la déconvolution mono-dimensionnelle [7] qu'el-
les pouvaient étre mises en oeuvre avec des volumes
de calculs trés faibles. Ce dernier point est essen-
tiel : l'originalité de 1'instrumentation micro-ondes
développée repose sur sa rapidité et sa légéreté. Le

traitement aval de 1'image doit donc pouvoir &tre réali-
sé avec des moyens informatiques légers.

II. FORMULATION DISCRETE DU PROBLEME

L'image 2 restaurer y(r,s) est liée 3 1l'objet réel
x(r,s) par.une &quation de convolution de la forme :

y(r,s) = [[ h(r—rl,s—sl).x(rl,sl)drlds1 + b(r,s) (1)
D

oli h(r,s) représente la fonction d'appareil supposée sta-—
tionnaire dans la zome de mesure, et b(r,s) le bruit
entachant la mesure. La discrétisation de (1) nécessite
un certain nombre d'hypothéses sur le support des dif-
férentes fonctions.

L'image est observBe sur un nombre fini de points.
Soit S] ce domaine d'observation. Le support du noyau
h pouvant raisonnablement &tre supposé borné, seule ume
partie Sy de 1l'objet idéal contribue & 1'observation.
Ceci correspond au schéma suivant :

Domaine
d'obsevation:s,

Noya

[(Domaine de 1'ob-
jet contribuant
|2 1'observation

Objet idéal

Soient 8y et 8 les pas spatiaux de discrétisation
supposés &gaux et constants. Avec les hypoth&ses précé-
dentes, (1) peut s'écrire sous la forme :

N N'
y(i,3) = ) 1 h(k,2).x(-k-n_,j~2-n))+b(i,i) (2)
k=1 =1

ot i=1,...,Letj=1,...,L'. Soit X, Y et B les ma-

trices formées & partir des valeurs discrétisées de x,

yetb: X={x(i,i)}, Y = {y(i,i)} et B = {b(i,j)}, de
dimensions respectives (MxM'), (LxL') et (LxL') avec
M=L+N-1et ¥ =1L"+N'" - l. Le systéme linaire

(2) peut s'écrire alors :

y=Hx +b (3)

olt x, y et b sont les vecteurs formés par concaténation
des lignes de X, Y et B :

x® = [x(1, 1,00, x(1LM'),x(2,1) .00 x(M,M0)]
35 = [y, D,y (LED 32,1,y @LD]T &
b = [b(1,1),...,b(1,L"),b(2,1),...,b(L,L")]

H est une matrice bloc-circulante de dimensions
(LL' x MM') formée i partir des valeurs discrétisées de
h(r,s) :

HN,"""""HI.. 0_._...........(:)
o " H, . :
. 1-. R M
H = ;%uHNn, W e, ()
Qeevecses)  *Hoesssss suessl

1

ol le bloc H; est une matrice circulante de dimension
L' xM' définle par :



SSELJ

QUELQUES PROBLEMES LIES A L'AMELIORATION DE LA RESOLUTION D'UN SYSTEME
DE TOMOGRAPHIE A MICRO-ONDES PAR DECONVOLUTION

[Th(5,N"Yeersesaseensh(j,1) o.............oT
H. = E .'-..' .’.... § (6)
j : T

i QO reersreressedd ﬁ(j,N')........h'(j,l)_

Le probldme de la décomvolution se raméne donc
3 la résolution du systéme linéaire défini par (3). Or
celui-ci est fortement indéterminé : il s'agit d'esti-
mer MM' inconnues 3 partir de LL' observations avec
M>L et M'>L"', L'indétermination est d'autant plus
forte que les dimensions du noyau sont &levées. On no-
te &galement qu'elle est beaucoup plus importante que
dans les problémes de décomvolution mono-dimensionnel-
le ol x et y ont des dimensions voisines dés que M>N
[71. -

I1 faut donc disposer de méthodes capables d'af-
fronter cette difficulté et introduire, comme dans
tout probléme mal pos&, ume information a priori sur
la solution. Celle~ci devra porter notamment sur les
conditions aux limites. La nécessité d'une connais=-
sance a priori sur les bords de 1l'objet apparait clai-
rement chez Woods [20] et Pratt {8]lqui font par exem-
ple une hypothé&se de régularité.

ITI. RESTAURATION PAR UNE METHODE ITERATIVE

En raison des dimensions des images considérées
dans notre application (L = L' = 128), H est de gran-—
des dimensions (typiquement 16000 x 20000), La résolu-
tion directe d'un syst&me de cette taille (ramené 2
un systéme sur—déterminé comme nous le montrerons plus
bas) conduit 3 une solution de médiocre qualité, méme
en absence de bruit, pour des raisons de propagation
d'erreurs numériques. En présence de bruit, la diver-
gence de la solution est encore plus rapide.

III.1. Solution inverse généralisée

Parmi les différentes approches qui permettent
d'obtenir une solution satisfaisante 3 un probléme mal
posé de ce type, la méthode d'inversion itérative de
Kaczmarz [9],
lig8e, présente plusieurs avantages. Elle converge
pour tout syst&me sans ligne identiquement nulle, mé-
me si celui-ci est singulier, ce qui est souvent le
cas en tomographie [10]. Ceci n'est pas le cas des
proc&dures itératives de Gauss-Seidel ou de Jacobi.
Ensuite elle s'applique ais&ment dans C%. Enfin, le
traitement récursif observation par observation per-
met de résoudre les problémes d'encombrement mémoire.
La mise en oeuvre est donc moins lourde que celle de
la méthode voisine proposée par Ichioka et coll. [6]
qui, explorant 1'image ligne par ligne, correspond &
un gradient vectoriel.

Cette méthode itérative s'éerit [7]

~k+1 ~k
_}E = F( ,x ) LL'O...OfZOfl(E) (7)
~k
- Ak RyLX> -y

y@=g__%__;£ (8)
<h. ,h.>
=i

oll * dénote la conJugalson dans € et h: la 1eme ligne

de H. En choisissant x =0, la SUltG_%XJ} converge
vers la solution inverse generallsee de (3).

II1.2. Problémes de mise en oeuvre et premiers résul-
tats

La méthode de Kaczmarz ne prend pas en compte
le bruit sur les observations. Elle fournit la solu-

qui fournit ume solution inverse généra-

» k3 - 3 - ol
tion inverse généralisée x du systéme y = Hx

E=Hy €

+ o+ -+ + _
ol H est telle que : HHH =H et Hi H = H. En pré-
sence de bruit, la solution fournie est domc :

i=HEBx+Hb=x+HbD (10)

L'influence du terme parasite H*h_dépend de la matrice
inverse généralisde H'. Pour réduire 1'importance de ce
terme, nous introduisons des conditions sur les bords
de 1'objet & restaurer qui vont permettre de diminuer
les dimensions de cet objet, et donc de réduire le mau-

vais conditionnement de la matrice H.

L'objet &tudié est représenté par les demsités de
courant &quivalentes dont il est le sidge sous 1l'action
de 1'onde &lectro-magnétique incidente. Cet objet est
immergé dans de l'eau ot les densités de courant &qui-
valentes sont supposées nulles. x(r,s) est alors nul
en dehors des limites physiques de 1l'objet. Si 1'on ad-
met que ses dimensions effectives sont inférieures &
celles de 1'image observée, il est possible de tronquer
le champ utile de 1l'objet 3 S3 en utilisant cette in-
formation a priori. Le schéma précédent devient :

g
i .
Domaine utile de

L \J ’ 1'objet : S,
I
{

AN \\\\ 2
ALY N NN

et 1'objet est nul dans le domaine Sp-S3. L'intégrale
de convolution (1) se discrétise alors sous la forme :

Noyau

Domaine
d'observation : S,

ko4
y(i,j) = § Y hk,p).x(i-k+l,j-2¢+1) + b(i,J)
k=k 2=%
° o
i=1,...,L et j=1,...,L (1)
avec ko =1 pour i<L~-N+1 | k, = N pour i>N
ko = N=(L-1i) ailleurs kI = i ailleurs
(12)
Ly =1 pour j<L'-N'+1{g, = N' pour j>N'
Lo = N'-(L'-j) ailleurs %, = j ailleurs

")
La matrice X contenant les valeurs &chantillonnées de
1'objet dans S3 est extraite de X ; elle est de dimen-
sions (M=L-N+1, M'=L'-N'+1). L'&quation vectorielle
(3) devient :

y=Hx+b (13)

A
ol H est une matrice bloc-Toeplitz définie par :

v —
(H, QureesssssQ h(J,l) Osseeereesd |
$OHp e gt e
vt '.Q “ L, ", "°..5
H = HN, '?1 avec Hj = h(J,N“) ., 0 (14
0 : 0, '“. h(j,l)
E ,\; E c... '. :
—()ouuuuu H_n— L Qevenenc h(J,N')

4%
et ol les blocs Hj ont également une structure de
Toeplitz.
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Le, systéme linaire (13) est alors sur—déterminé
puisque x est de dimension MM' avec M<L et M'<L'.
Cette nécessité de sur—-déterminer le systdme pour ob-
tenir une solution pseudo-inverse stable en présence
de bruit a &t& traitée différemment par Pratt et
Davarian [8]. Ils posent en effet une hypothé&se de ré&-
gularité de la solution dans le domaine $9-S3, ce qui
permet de conserver la structure circulante de H,
structure nécessaire pour calculer une solution pseu-
do-inverse par approximations circulantes. Cette né-
cessité disparait d&s lors que nous recherchons cette
solution par itérations, d'autant que la structure de
Toeplitz permet d'alléger les calculs de la méthode
de Kaczmarz.

En effet, dans la région centrale de 1'image
= {y(k,2)} définie par :

{ n

i v

v
on pasge de h; & Bl+1 par décalage des composantes. De

plus, hj comporte un nombre important de zéros et NN'
composantes seulement de x sont modifiées par (8).

1A

k<L-N®+1
(15)

2 <L' -N'"+1

A
A

Posons
EF = [h(1,1),...,h(1,8N"),h(2,1),...,h(N,N"))(16)
_; = [x(k-N,8-N"),...,x(k-N,2),

x(k—N-1,2-N"),...,x(k,2)] (170
n; est donc le vecteur formé & partir de x et ne con-
tenant que les composantes modifies par 1'applica-
tion fj, sachant que i = (k-1).L'+2. En se plagant

dans les conditions (15), on peut alors Ecrire :

i T yik,2) = <1_1_i’§> = <t_l’ﬂi> (18)
et 1'équation (8) devient :

A _ 20 _ .

ng =Ny éi.e(l) (19)
avec : e(1) = y; - §; = y(k,2) - <3,ﬁg> (20)

n*
et Ai = A= — 21
i * h>

Dans la partie centrale de 1'image, le vecteur correc-
tion A de dimension NN' est donc constant et peut &tre
calculé au préalable car il ne dépend que de la fone—
tion d'appareil.

Aprés le calcul de :l, la premlere composante
fi(1) ne sera plus modifide avant 1'itération suivan-
te, c'est-d-dire le balayage suivant de 1'image. Les.
composantes nl(kN +I) pour k = 1,...,N doivent étre

sauvegardées jusqu'au calcul de nQ+L, N4t En effet,
1'initialisation se fait de la fagon suivante :
A0 _ ~j-1
Ajep = 80y * ¥l yove g * Ag (22)
o =0 et ¥°=0
RS x b
= = i = '
avec ¢ {wij} wi,i+1 1 sfuf pour i 5 kN
ou m1,i+1 -
®; = 0 ailleurs
= = S = t
et ¥ {¢ij} wi,1+l 1 pour i = kN
[/ = 0 ailleurs
1,]

Ai+] est wmn operateur 1in€aire qui initialise no (N N')
avec 1'estimation xJ~ (k 2+1) réalisée 3 l'itération
précédente.

Sur les bords de 1l'image, les vecteurs h et n sont
tronques pour ne prendre en compte que les &léments de
1'objet intervenant dans la convolution. Conséquemment,
la quantité h*/<h h;> intervenant dans (8) doit &tre
calculée en chacun de ces points.

Cette méthode a &té& appliquée 3 des simulations.
L'exemple présenté concerne la restauration d'une image
de dimension 41 x 41, résultat de la convolution d'umn
objet 31 x 31 par un noyau parallélépipédique 11x11.

La perte de résolution engendrée par un noyau dont
1'étendue n'est pas négligeable devant les "détails" 2
observer apparalt clairement sur cet exemple.

®

\\\\\\*

©

Figure 1 : Exemple de déconvolution par la
méthode de Kaczmarcz
(2): Objet simulé (B): Image
(C): Objet restauré : DQM = 1 7
La méthode converge vers ume solution satisfai-
sante dont la distance quadratique moyenne (DQM) par
rapport 3 l'objet simulé peut &tre amenée 3 moins de
1 %. Mais la convergence de 1'algorithme est trds len-
te : sur cet exemple, DQM inférieure 3 5 % est obtenue
au bout de 25 balayages de 1'image. Cette lenteur de
convergence s'explique par la forte dépendance linéaire
qui existe entre les lignes de H. On passe en effet de
h1 & hj4] par simple décalage des composantes. Il
s aglt 12 du compromis classique 2 réaliser entre un
pas d'échantillonnage faible pour améliorer la résolu-
tion, et la détérioration du conditionnement de H qui
en résulte [11].

I1II.3. Etude des possibilités d'accélération de la
méthode

Le temps de calcul nécessaire pour effectuer une
estimation étant disproportionné avec le temps de mesu-
re, plusieurs voles ont &té suivies pour diminuer le
volume global des calculs.

I1 s'agit tout d'abord d'accélérer la convergence
de la méthode. On sait que la procédure de Kaczmarcz
converge en une seule it@ration si les lignes de H sont
orthogonales [10]. L'idée est donc de diminuer la dé-
pendance linéaire entre les lignes de H, suivant une
procédure voisine de celle de Mc Comick [14], en ba-
layant les lignes de 1'image alternativement de gauche
3-droite et de droite & gauche, ce qui revient 3 permu-
ter des lignes de H. De méme, une rotation de 90° de
1'image entre deux itérations &quivaut 3 balayer 1'ima-

ge successivement par lignes et par colonnes, donc &
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modifier &galement 1l'ordre de traitement des &qua-
tions de (2), c'est-3-dire 3 permuter des lignes de H.

Ensuite, le volume des calculs & chaque itéra-
tion peut &tre diminué en prenant A; comnstant
dans (16) pour tous les points de 1'image, ce qui
revient 3 négliger les effets de bord. Le noyau mormé
A= Ef/<ﬁﬁh> pouvant &tre calculé au préalable, les
calculs en chaque point image se réduisent 3 :

~

- déterminer 1'image estimée y,

<h,n.>

h,n, (24)

. PPN
- corriger le vecteur estimé n.

-0 .
§ T 057A-Gyyp) @5

soit 2.NN' multiplications et (NN'+1) additionms.

Enfin, 1'influence du bruit a &t& négligée dams
la présentation de la procédure de Kaczmarcz. Il est
bien connu [12] qu'en présence de bruit, (16) doit étre
modifiée par 1'introduction d'un coefficient de rela-
xation qui permet d'assurer la convergence. L*&critu-
re de (19) devient alors voisine de celle de 1'appro-
Ximation stochastique [13] :

A ~0
4y =0y

- wA.e(i) (26)

oli u est un scalaire appartenant 3 ]0,2[ d'autant
plus petit que le rapport signal/bruit est faible
[12].

Les résultats fournis par cette méthode mon-—
trent une nette accélération de la comnvergence. Sur
le méme exemple que précédemment, une DQM inférieure
3 5 % est atteinte en 7 itérations. D'autre part, la
solution rendue sous-optimale par le choix de X cons-
tant différe peu de la solution inverse généralisée,
méme pour des dimensions du noyau non négligeables
devant celles de 1'image. Enfin, 1'introduction du
coefficient de relaxation permet d'obtenir une bonne
convergence en présence de bruit.

Figure 2 : Exemple de déconvolution par une
méthode sous-optimale rapide.(:) Objet
restauré : DQM = 1 % Objet restau-
ré en présence d'un bruit uniforme
(amplitude &gale 3 10 % de 1'amplitude
maximale de 1'image@)}DQM = 5 %

III.4. Difficultés résiduelles

11 subsiste malgré tout wme difficulté impor-
tante que ces techniques d'accélération ne résolvent
pas. C'est la divergence de la méthode lorsque le
nhoyau de convolution est d'intégrale nulle. Ceci est
par exemple le cas de la partie imaginaire du noyau
lorsque 1l'image de l'objet est reconstituée 3 partir
d'une seule vue. Le probldme est indéterminé&, ce qui
n'est pas grave en soi car on impose les conditions

initiales g?, mais on observe une divergence importante
de la méthode traduisant probablement une instabilité
numérique. Un probléme analogue a &té rencontré dans le
cas monodimensionnel [18] ; il a &té résolu par ume
extension statistique de 1'approche.

III.5. Conclusions sur 1l'approche déterministe

La méthode itérative précédente permet donc de
restaurer de fagon satisfaisante des images déformées
par un appareil lin€aire. Mais, méme si le nombre
d'opérations &lémentaires nécessaires pour un balayage
est relativement faible, sa convergence lente conduit
3 des temps de calcul incompatibles avec ume instrumen-
tation voulue l8gdre et rapide. La convergence en ume
seule it&ration nécessite 1'orthogonalisation quasi-
complé&te des lignes de H. Celle-ci peut &tre obtenue en
sphérisant 1l'espace des observations, ce qui revient &
passer 3 une méthode du deuxi&me ordre. Mais 1'impossi-
bilité de déterminer 1'opgrateur de sphérisation opti-
mal dans un cadre déterministe [18] et les difficultés
de convergence &voquées au § III.4 nous ont conduits &
explorer une extension stochastique du probléme de
restauration d'images.

IV. EXTENSION STATISTIQUE

Le probléme est d'accélérer la convergence de cet—
te méthode récursive de restauration, mais le manque
d'ordonnancement naturel de 1'image rend 1'utilisation
de techniques de quasi-orthogonalisation [7] délicate.
L'information a priori jouant un rdle essentiel dans
ces problémes mal-posés, et les difficultés venant pour
une grande part du bruit de mesure, il est naturel de
se placer dans um cadre bayésien et de considérer x et
b comme des réalisations de processus al&atoires. L'in-
formation a priori doit donc porter sur leurs lois de
probabilité (en fait on se limite & 1'ordre deux), le
probléme de la restauration devient alors un probléme
d'estimation et, avec nos hypothé&ses, la solution opti-
male est fournie par 1'estimateur lin€aire & variance
minimale.

Le probldme devient bien-posé, ce qui l&ve les
difficultés liées aux solutions pseudo-—inverses (cf.
§ I1I.2), mais il faut encore résoudre les problémes
de volume de calcul et d'encombrement mémoire que cette
solution entraine. Deux types d'approche sont possibles.
Soit exploiter la structure particuligre de la matrice
de covariance des observations pour introduire des ap-
proximations circulantes ou circulantes par blocs et
résoudre en utilisant des algorithmes rapides type FFT
(Hunt [3],[4], Wood [S5], Pratt [8]). Soit traiter ré~
cursivement les données. C'est cette derni&re approche
que nous avons choisie.

Dans le cas des signaux monodimensionnels, ce pro-
bléme du calcul récursif de la solution a &té résolu en
utilisant le filtre de Kalman, mais son extension au
cas bidimensionnel souléve des difficultés. Si 1'on se
contente de prendre comme vecteur d'état l'objet tout
entier, les dimensions des matrices de covariance 3
stocker et 3 réajuster sont tr@s importantes. Si l'on
réduit les dimensions du vecteur d'état, on y intro-
duit des hypoth@ses de semi-causalité et de séparabili-
té de covariance qui font perdre dés le départ 1'opti-
malité de la solution (Woods [151,[16], Murphy [17]).

C'est pourquoi nous avons utilisé un algorithme
rapide réduisant notablement le volume des calculs et
de la mémoire, ce qui permet de conserver un modéle
sans dynamique d'&tat pour des dimensions d'images dé-
ja importantes, quitte 3 introduire ensuite des solu-
tions sous-optimales.
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IV.]l. Restauration 3 variance minimale

Dans le mod&le choisi, 1'é&tat est pris constant
et égal & 1'objet. La dynamique est introduite dans
la seule &quation d'observation. Le mod&le obtenu
n'est pas invariant dans le temps, mais il est cepen-
dant possible de réduire le volume des calculs et de
la mémoire nécessaires pour mettre en oeuvre le fil-
tre de Kalman en remplagant 1'équation de Riccati uti-
lisée pour corriger la matrice de covariance d'erreur
par une &quation du type Chandrasekhar [18].

Les &quations du mod&le s'&crivant :

L1 "5 TX @7
_ .t
y; =hixz+b, (28)

1'estimation de x se fait suivant 1'algorithme décrit
en détail dans (18) :

~i+1 . ~1 t Al

X =X +K@y; -hix) (29)
_ .t

Kiw1 = DKy + 42y (30)

d = cM; (3D

¢ =hf .z (32)

—i+1°=1

-

Zier =% 7ol Ky (33)

e _ e

Tig STt cd (34)
_ 2, ¢ ~1

Moo= M+ dT( ) (35)

avec, dans le cas d'hypoth&ses de statiomnarité du

bruit et de stationnarité des moments d'ordre 2 de
1'objet, les conditions initiales suivantes :

K =mh o T E{x.x"}

o 00 o =

e _ .t N -

o= Eoﬂnygo+r oii rGi. E{bibj} (36)

Y =K

-0 -0

Mo = (ro)

Dy intervenant dans (30) est un opérateur orthogonal
traduisant 1'invariance du noyau de (1) et permettant
de passer de Ei a hi+1 :

h = DF.h. avec DTI = D.;

—i+1 i"=i i i (37)

D; va donc dépendre du mode de balayage de 1'image.
Par exemple pour un balayage ligne par ligne de gau-
che 3 droite, 1'objet &tant défini dans le domaine S,
D; est constant tout au long d'une ligne :

.

(38)

Qsvovsnvessscsnces()

Au passage d'une ljgne de 1'image 3 la suivante, Dj
est &gal 3 D, = D}

Comme dans 1'approche déterministe, le probléme
des bords se pose encore ici. Le développement précé-
dent suppose en effet que (37) est vérifié. Le domai~-
ne de définition de l'objet doit donc étre &tendu 2

Sy. L'information a priori
8tre traduite par le choix
initiale 7y et le ¢hoix de

sur le domaine Sy-835 doit
de la matrice de covariance
%o = E{x}. §'il est certain
que x(i,j) = 0 dans S$5-S3, alors les termes de m, cor—
respondant aux &l&ments de Sp-83 sont pris nuls. Si
1'objet est stationnaire, une structure de Toeplitz
ést donnée 3 m,. S'il n'y a pas de connaissance a
priori et si 1'objet déborde Sz, alors T, est prise
égale a I.

IV.2. Problémes de mise en oeuvre de la solution opti-
male

La dimension de la zone de l'objet remise & jour
augmente 3 chaque itération comme le montre le schéma

NN b s

-

Zone remise i\‘\>\\\\\ I 2

i jour danms T\ \ _-Noyau

un balayage N\ 1

"raster scan" \\ e XT"Point courant
i y(i,3)

1
le—t—Image S1

Malgré 1l'emploi de 1'algorithme rapide qui ne nécessi-
te pas le calcul explicite de la matrice de covariance
de 1'erreur, les calculs demeurent lourds pour corri=
ger un nombre de plus en plus grand de composantes du
vecteur d'état.

Cependant, si les statistiques de {xj} et de {bj}
sont stationnaires, la correction apportée au vecteur
gain : d.Z; devient rapidement négligeable, sauf aux
sauts de lignes image. L'&volution du vecteur présente
1'allure caractéristique de la figure 3.

Figure 3 : Evolution du vecteur gain lors du
balayage d'une image ligne par ligne

Ceci incite donec & développer wme méthode sous-
optimale rapide tirant parti de cette propriété.

IV.3. Méthode sous-optimale rapide

Cette méthode, qui est actuellement en cours de
développement, revient & considérer que l'objet res-
tauré est une partie d'un objet de plus grande &tendue
et que 1'hypoth&se d.Z; = 0 est justifiée. Elle con-
siste 3 effectuer une remise 3@ jour réduite de 1l'objet
dans une fenétre située autour du point courant, avec
un vecteur gain constant dans cette fenétre et calculé
avec un algorithme rapide (Reduced Update Fast Kalman
Estimator). La région remise & jour est de dimensions
au moins &gales 3 celles du noyau et on voit que 1'as-
sociation :
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(1) modsle &
(i1) filtre a

8tat sans dynamique artificielle
remise & jour réduite

conduit & une méthode sous—optimale différente des
méthodes existantes, et ne présentant pas cette semi-
causalité choquante. Le schéma suivant met en &viden-
ce (doubles hachures) la zone de l'objet modifiée par
la méthode proposée et qui ne 1'est pas dans la métho-~
de voisine de S.Woods [5].

P

1 ;-Objet : S4
Zone de 1
remise 3 joun N Noyau
de 1'état ! M:;Point courant
! — y(i,9)
\ 1
| [*4+—Image : S,
| ]
| J

IV.4. Retour sur la méthode déterministe

Remarquons tout d'abord que, avec les hypoth&-
ses du § IV.3, (29) prend pour la méthode sous-opti-
male une forme analogue & (26), avec Kj = u.A. Ensui-
te, on peut observer que cette extension stochastique
permet d'expliquer les difficultés rencontrées dans
1'approche déterministe, tout comme dans le cas mono-
dimensionnel [18]. En effet, pour ume it&ration dé-
crite par (8), on peut calculer la loi d'évolution
de 1'erreur moyemne quadratique :

t -1 : 22
emq;,y = emq; - (hy.hy) [(Z'H)UEEPiHi'“ °b]

ol P; est la matrice de covariance de 1'erreur. Danms
le cas réel oti 62 # 0, le choix de u < | permet
de réduire l'infEuence néfaste du terme c%, et donc
d'assurer la convergence, mais au prix d'un grand
nombre de balayages de 1'image. Cette méthode serait
optimale si :

1 1

t - {58
by (hy-hy) = Pyhy (r)
c'est~3-dire si les lignes de H &taient vecteurs pro-
pres de la matrice de covariance d'erreur. Cette con-—
dition est v8rifiée si Pj = a.I, mais en général cet-
te approximation est loin d'étre vérifiée et la mé-
thode déterministe est nettement sous-optimale.

V. CONCLUSIONS

L'extension statistique du probléme de la res-—
tauration d'images permet de comprendre les difficul-
tés rencontrées dans l'approche déterministe. En par-
ticulier, il apparait clairement que cette méthode
itérative ne peut approcher 1'optimum que pour un
noyau causal et "mince". Ceci explique qu'il soit
plus difficile d'accélérer cette procédure dans le
cas bi-dimensionnel que dans le cas mono-dimensionnel
[7]. Ensuite, le vice fondamental de la solution
pseudo-inverse dans le cas des noyaux 3 intégrale
nulle semble devoir s'expliquer par 1'indétermination
du probléme dans ce cas, indétermination que le bruit
a tdt fait de transformer en instabilité.

L'utilisation du filtre de Kalman en restaura—
tion d'images n'est pas nouvelle. Mais 1'approche
proposée se distingue par la possibilité d'obtenir
une solution optimale grice & 1'absence des hypothé-
ses usuelles de semi~causalité. La mise en oeuvre
d"un algorithme rapide permet de restaurer des images
de dimensions déj3 importantes. De plus, la dérivation

d'ume méthode sous-optimale se fait naturellement et
permet de retrouver la simplicité de mise en oceuvre de
la méthode déterministe.
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