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RESUME SUMMARY

Cet article compl&te sur les plans théori- The purpose of this note is to point out the
que et expérimental les travaux présenté&s aux précé- well known existence and uniqdeness conditions of the
dents colioques du GRETSI. L'étude de 1'équation de cselution of the discrete PICCATI equation, related to
RICCATI est abord&e par une approche géométrique en Q-controllability, R-observability and stabilizability
démontrant l'existence et l'unicité d'une solution criteria by using the cone theory. Added to this, ex-
définie positive de cette &quation en relation avec perimental results of implementation of optimal KALMAN
les critéres de stabilisabilité&, de commandabilité gain computing algorithms in Motorola 68000 micropro-
et d'observabilité des systémes dynamiques. De plus cessor and AMD 2900 family bit slice microprocessor
on présente les résultats expérimentaux de 1'implan- will be found.

tation d'algorithmes de calcul du gain de KALMAN op-
timal sur le micro-processeur 68000 de Motorola ainsi
que sur un processeur spécialisé & base de micro~

processeurs en tranches de la famille AMD 2900.
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1. - INTRODUCTION

Dans de nombreux problémes de filtrage, il
est nécessaire de connaitre le gain de KALMAN »ptimal

K associé @ un systéme dynamique décrit par le qua-
druplet (¢, H, Q, R) tel que :

dim ¢ = nxn (matrice de transition)
dim H = mxn (matrice d'observation)

dim Q = nxn (matrice de covariance de
bruit de commande)

dim R = mxm (matrice de covariance de
bruit de mesure)

Le gain est donné par la relation

%)) K = puT (uer® + »)7}

la matrice P &tant solution de 1'8quation matricielle
discréte de RICCATI

(2) P=¢P¢T—¢PHT(HPHT+R)"1HP¢T+Q

Classiquement cette €quation est ré&solue numérique-
ment de fagon itérative par les &quations

~ T
Proi/k = 9P ¢ ¥ Q
(3)

P =p - P HY (up T + R)~'up
k/k k/k-1 " k/k~1 k/k-1 k/k-1

Dans ce qui suit va &tre présent&e une &tu-
de géomdtrique de 1'existence de la solution de 1'é-
quation (2) et de la convergence des &quations (3),
puis nous présenterons les résultats de 1'implanta-
tion d'algorithmes de résolution de cette &quation
sur le microprocesseur 68 000 et sur un processeur
i base de microprocesseurs en tranche de la famille
AMD 2900.

2. - ETUDE DE L'EQUATION DE RICCATI

2.1 - Notations

P > 0 1la matrice P est définie positive

P » 0 la matrice P est semi définie posi-
tive

Py > P, la matrice Py -P, est définie posi-

tive.

2.2 - Matrices d'information et de commandabili-
té :

Les propriétés de 1l'équation (2) sont liées
3 celles des matrices d'observabilité (ou d'informa-
tion) F (k,0) et de commandabilité C (k,0) définies

par : k-1 .
F (k,0) & L oMyl gy 4t
= i=0
k-1
et € (6,0 8 L of T
= i=0

De ces matrices se déduisent les critéres
de R-observabilité et de Q-commandabilité introduits
par KALMAN :

~ R-observabilité

Le systéme dynamique décrit par le quadru-
plet (¢, H, Q, R) est compldtement observable si et

seulement si

F (x,0)> 0 pour tout k> O

- Q~commandabilité

Le systéme dynamique est complétement comman-
dable si et seulement si

C (k,0) > 0 pour tout k>0

2.3 - Etude mathématique préliminaire.

Soit B 1'espace de BANACH des matrices réelles
symétriques de dimension nxn et soit K le c8ne des ma-
trices définies non négatives dans B. L'équation (3)
est de la forme

) Poper T F Gy p)

ol f est un opérateur transformant B en B et qui peut
se décomposer en produit de deux opé&rateurs

£®) = g9 (P) .
- -1 - -1
avec $(P) = P-PHT (HPHL +R)™ HP=(P~ +H R H)
et (@) =Pyt + Q
2.3.1 - Propriétés de l'opérateur ¢

- 1'opérateur ¢ est positif
si P€K , P se décompose en P = s.sT
et y@ =s (1+suTrmsT)"'sT >0

-~ 1l'opérateur ¢ est monotone

Pour démontrer que ¢ est monotone, il suffit
de démontrer que la dérivée de Y (P +eA) existe et ap~

partient au céne K en respectant les conditions d‘'exis-
tence de P+ gA P,0eK)

B(®+en) -y (P) = e — eaHT (R +HPHT + cHAHT) ™! HP
— ¢puT (R + BPHT + cHaRT) " HA
+puT (upHT + R) P - PHT (R +HPHT + cHAHT )™ HP+0 (¢)
Pour un ¢ suffisamment petit

- -1 1=
(R + uPET + cranTy ! = (R + wPHT) ™" (1 + eBART (R + HPHT) 1) 7!
+0 (e)

Y(P+ebd) - v(P)
€

lim
e+0

=1
= (1 -uT (aeuT + - Hyup)T a1 - 1T (upET + R)™ HP)

c'est-a-dire _d_l!l_(_(l}ﬂl & K

€

—~ Pour tout PeK il existe a& (0,1)
tel que y(P) > aP

1
en effet y(P) -aP = S| (1 +sHR" T sT)~ a1 sT
La matrice (1l +SH g1 gT ST)"1 étant 3 1'inté-

rieur du cdne K, la matrice entre crochets est définie
positive pour un a suffisamment petit,

~ 81 P et QeK,et a@(0,1), il existe un nom-
bre p> 0 tel que

P(aP + pQ) > o $(P) + uqQ/2
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La démonstration de cette propriété se fait en impo-
sant que 1'expression

Y(aP + uQ) - o v(P) - uQ/2
soit définie non négative, ce qui est le cas pour un
u suffisamment petit.,

2.3.2 - Propriétés de l'opérateur £

- 1'opérateur § est positif :

si P€K alors ¢Pel + Q&K

~ 1'opérateur § est monotone :

La démonstration est de méme type que celle pour
1'opérateur ¥ :

E(P + eh) — E(P) = e A¢T

dg (P + €4) €K

donc ac

2.4 - Existence de la solution.

2.4.1 - La solution de (3) existe si et seulement

si 1l existe un €lément P K
tel que f (P) ¢ P avec £(P)aK

Cette propriétéd est la conséquence, dans la
théorie des cOnes, des propriétés de y et £ qui sont
positifs monotones continus.

2.4,2 - 8i la solution de (3) existe et si Q = 0,
alors la séquence des matrices (4) a une limite pour
toute condition initiale Pie K :

Démonstration :

a) Il existe un nombre o > 0 tel que

E(P) 2z £(P) =g y(P) » £(aP) » aE(0)
Compte tenu des propriétés de £, £ et ¢

el » @) » ot (0)
11 existe un nombre 8 > O tel que

1@ = et + o'potT < sl (0)
done Buo > £1(P) » au

- 1
avec u_ = £-(0)

b) Pour tout P€K il existe A& (0,1) tel que :
£Q00P) =gy (OP) 2 £ (AP(R)) 2 A£(P) + ,£/0)
£2(00P) 2 EW(AME(P) + a1£(0)) 2 EQAWE(R) + a1 £(0)/2)
2V EE@) + ay £(0)
en répétant i fois il vient :

£ ) 22l ) + o £(0)

' —5ed . . s
c'est-d-dire fl(AP) 5 Afl(P) + 7; “o

£0p) » A0+ @)

avec v = o;/BX > 0

L'opérateur £ qui a les propriétés a et b
est donc u,-concave. Dans la théorie des cdnes, la
solution est unique et les itérations convergent pour

toute initialisation P; @K,

: 81 Q==0, la matrice nulle ne peut pas
étre solution de (3)

Remarque !

: £1(0) &K pour tout i> 0 correspond au
critére de Q-commandabilité puisque
C(k,0) = £5(0).

Cette condition est implicite dans la démonstration

précédente.

Remarque 2

De plus au systéme décrit par les équations
(3) correspond son syst@me dual décrit par les €quations:

A A I LS O S
p=@hHt s

. P P P =1
La matrice P &tant définie positive, PT 1'est
aussi et donc £'1(0) doit &tre définie positive, ce qui
est le critére de R-observabilité :

F (k,0) = £'K(0)

Donc les critéres de Q-commandabilité& et de
R-observabilité sont des critéres nécessaires i 1l'exis-
tence d'une solution unique de 1'8quation de RICCATI.

Remarque 3 : Si 1'8quation £(P) = P admet une solution
PyEK, c'est-a-dire si le systéme est sta-
ble, alors £(Pg) < PO

Remarque 4 : L'équation (2) peut s'Berire (formulation
de JOSEPH) sous la forme d'une &quation de
LIAPUNOV

Py = S0 -KH) B (1-KeH)T o7+ Q+ oK RE, T ¢

T + R)—l

avec K =P HT 4:1 PR'H
La premisre &quation converge si et seulement
si le rayon spectrale o(¢(l ~KH)) est plus petit que
1'unité puisque Q+¢K R KT ¢ >0. On en déduit que si
il est possible de trouver une matrice P;, et par con-
séquent une matrice X;, telle gue of{¢(l —¥K;H)) < 1, 1a

solution P de 1'équation \1“ -
= = T T
£;(P) = ¢(1-KyH) P (1 -R3H)™ ¢~ +Q+¢K; R K; ¢

vérifie la relation f(P) ¢ P ceci correspond au critd-
re de stabilisabilité des systémes.

T T

2.5 - Conclusion

Il vient d'@tre démontré par la théorie des
cBnes le théoxr&me bien connu : la solution définie posi-
tive de 1'8quation matricielle discridte de RICCATI exis-
te et est unique si le syst®me dynamique associé décrit
par le quadruplet (¢,H,Q,R) est stabilisable, R-observa-
ble et Q—commandable.

3. .~ IMPLANTATION D'ALGORITHMES DE RESOLUTION

3.1 - Présentation des algorithmes

I1 s'agit de deux algorithmes d'obtention du
gain de KALMAN qui ont déja &été présentés aux colloques
précédents.

~ Algorithme de quasilinéarisation.

Cet algorithme permet d'obtenir la solution
de 1'&quation de RICCATI en itérant sur une équation de
LIAPUNOV :

T

Prel = 0% Pray &
avec ek =¢(1 - KkH)
K, =P H (P H + R~
q, = chkRKkT T +

L'intér8t de ce type d'algoritbme réside en
deux points .:

- sa convergence quadratique

— son initialisation qui garantit la convergence,
méme avec une matrice de rayon spectrale t(¢) > 1.
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- Algorithme de LINDQUIST. . _ LINDQUIST
DIMENSION Virgule fixe binaire flottant
Cet algorithme est basé sur le fait que le Temps en seconues
gain de KALMAN est fonction non pas de la matrice P,
mais d'une projection L=pul. L'équation de RICCATI 2 0,026 0,044
est alors transformée en équation de CHANDRASEKHAR ? C,033 0,056
et dans le cas d'une sortie scalaire, 1'algorithme <4 0,041 0,070
s'8crit de la fagon suivante : 5 0,050 0,086
6 0,062 0,105
x %
K, =K - HK) K 7 0,074 0,125
ol o n’ Tntl 8 0,088 0,148
# * oo~ * *
K = (1~ HEODHTT (KN~ @ERDK) 9 0,102 0,173
o+l n n n’ "o 10 0,118 0,200
Cet algorithme présente 1'avantage d'étre 11 0,136 0,239
trés simple mais impose une initialisation par 1'&- 12 0,155 0,265
quation de LIAPUNOV : 13 0,175 0,298
T 14 0,197 0,332
Pg = ¢Pgd” +Q 15 9,%%9 0,?70
x i 0,240 0,412
et Ky =Ky =P

0
1. Tableau des résultats des mesures de temps en

11 est & remarquer que cette initialisation secondes de 1'algorithme de LINDQUIST pour 20
n'est possible que lorsque la matrice ¢ correspond i itérations sur 68000 (programmes en assembleur,
un systéme stable. avec nombres réels cod&s en virgule fixe et en

binaire flottant).
- Algorithme de ré&solution de 1'équation de LIAPUNOV, Quasilinéarisation
DIMENSION virgule fixe binaire flottant

La résolution de 1'équation de LIAPUNQV Temps en secondes
se fait par :

2 0,037 0,055

P = 9P 6T + 0 3 0,064 0,111

4 0,100 0,167

Pour obtenir une convergence quadratique, 5 0,134 0,256

on utilise l'algorithme acc8léré : 6 0,195 0,354
. v 7 0,255 0,466

Poirl = (02)° P (02)%T + Py 8 0,288 0,59

9 0,400 0,729

3.2 - Implantation sur microprocesseurs. i? g:ggg ?:g?g

Les algorithmes présentés au § 3.1 ont &té 12 0,683 1,261
implantés en langage assembleur sur la carte 68 KDM i3 0’293 1,468
de Motorola et les mesures de temps ont &té faites 1? 0,913 1,690
par logiciel en utilisant le mesureur de temps pro- 13 1,040 1,925
grammable (PTM) disponible sur cette carte. Les cal- 16 I,160 2,180

culs sont faits avec des mots de 32 &léments binai-
res solt en virgule fixe, soit en binaire flottant.
La matrice ¢ est écrite sous forme compagne, R = 1
et H=(l,0...,0).

2. Tableau des résultats des mesures de temps en
secondes de 1'algorithme de Quasilinéarisation
pour 20 itdrations sur 68000 (programmes en
assembleur, avec nombres réels codés en virgule

Le tableau n° 1 donne les mesures de temps fixe et en binaire flottant).

de 20 itérations pour l'algorithme de LINDQUIST et
le tableau n® 2 celles pour 1'algorithme de quasili- ~
garisation. Les résultats du tableau n° 3 - LIAPUNOY
néarisation, Les r&sultats du tableau n® 3 corres DIMENSTON Temps en secondes
pondent a2 l'algorithme de résolution de 1'Zquation Virgule fixe binaire flottant
de LIAPUNOV sous sa forme itérative normale et ceux
du tableau n® 4 3 1'algorithme de ré&solution de 1'é-
quation de LIAPUNOV sous la forme accélérée i conver- 2 0,020 0,051
gence quadratique. 3 0,051 0,095
1
Compte tenu de la disponibilité& du matériel g 8’;8? 8’;25
mis 2 la disposition par le CAPCA (DCAN de TOULON), ’ ’
. P ) : \ . 5 0,313 0,560
1l a &té possible de microprogrammer 1'algorithme de
PO . 7 0,480 0,854
LINDQUIST sur un processeur spécialisé 3 base de mi-
. 8 0,699 1,240
croprocesseurs en tranche de la famille AMD 2900,
p p . . ' < : 9 0,976 1,720
Les résultats des simulations ont permis d'établir
° 5 10 1,377 2,330
le tableau n® 5 correspondant 3 des calculs sur mots " 1’730 3 060
de 32 Eéléments binaires 2 virgule fixe. ;é 2:230 5:920
: 13 2,800 4,930
3.3 - Conclusion. ? ?
14 3,480 6,110
Les mesures effectuBes sur les différents 15 4,250 7,460
algorithmes permettent de constater que le gain im~ 16 5,125 9,000
portant en précision apporté par le calcul en binai-
re flottant pénalise d'un coefficient 2 le temps de 3. Tableau des résultats des mesures de temps en se—
calcul. De plus l'utilisation d'un processeur spécia- condes de 1'algorithme de LIAPUNOV pour 20 itéra-
lisé diminue le temps de calcul d'un coefficient 10 tions sur 68000 (programmes en assembleur, avec
au minimum. nombres réels codés en virgule fixe et en binaire

flottant).
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LIAPUNOV accéléré
DIMENSION Temps en secondes
virgule fixe binaire flottant

2 0,062 0,129
3 0,121 0,157
4 0,144 0,285
5 C,i75 0,483
6 0,487 0,680
7 0,533 1,070
8 0,891 1,530
9 1,180 2,080
10 1,720 2,920
11 2,270 3,750
12 2,870 4,770
13 3,510 6,170
14 4,400 7,660
15 5,570 9,270
16 - 6,450 11,200

4, Tableau des résultats des mesures de temps
en secondes de l'algorithmes de LIAPUNOV
accéléré pour 20 itérations sur 68000
(programmes en assembleur, avec nombres réels
codés en virgule fixe et en binaire flottant).

Dimension LINPQ?¥ST
Temps en miliisecondes
N°2 2,15
3 2,75
4 3,05
5 4,20
6 5,10
7 6,10
8 7,30
9 8,40
10 9,60
11 10,90
12 12,50
13 14,20
14 26,10
15 17,90
16 19,10

5. Temps de calcul de 1'algorithme de LINDQUIST
pour 20 itérations sur microprocesseur en
tranche. & base de 2900 (nombres réels codés
en virgule fixe).

4. —CONCLUSION

L'existence et 1'unicité de la solution de 1'&qua-
tion matricielle discrdte de RICCATI en utilisant la
tHéorie des cbfies a redémontré les résultats classiques
liées 3 la stabilisabilité,la Q-commandabilité& et la
R-observabilité des syst®mes.Certains algorithmes 4’
obtention du gain de KAIMAN ont &té implant@s sur pro-—
cesseurs.Ces algorithmes ont &té présentés au précédent
colloque et la comparaison des temps de caleul montre
que l'utilisation d'un processeur spécialisé& apporte
un gain supérieur 3 10 dans le temps de calcul.
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