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RESUME

Pour résoudre le probléme de la commande adapta-—
tive d'un syst@me dynamique admettant des perturbations
stochastiques, un prédicteur auto-ajustable peut &tre
iutilisé par le correcteur :

- soit pour calculer la commande dans le cas d'une
stratégie de commande prédictive,

- solt pour décider du choix 3 effectuer entre diffé-
rentes stratégies de commande.

Le processus &tant modélisé 3 1l'alde d'un mod2le

CARMA (mod&le ARMA avec entrée de commande) dont les
paramétres sont supposés connus, on présente tout
d'abord de maniére unifife plusieurs prédicteurs en
considérant le cas d'un prédicteur & k pas et celui
d'un prédicteur 3 plusieurs pas.

Puis en supposant les paramétres du mod&le inconnus,

on montre comment ces prédicteurs peuvent &tre réalisés
de manidre adaptative., Enfin les performances numéri-
ques de cing de ces prédicteurs sont comparées 3 partir
d'exemples simulés.

SUMMARY

To solve the adaptive control problem of a
stochastically disturbed dynamical system, a self-
tuning predictor can be used by the controller :

- either to compute the control input in the case of
a predictive control strategy,

- or to decide which control strategy is the best to
apply.
The process being modelized by use of an ARMAX model
(ARMA model with control input) the parameters of
which are assumed known, we first present several
predictors in a unifying framework. We consider both
k step ahead predictors and multistep predictors.
Then in assuming the parameters of the model are
unknown, we show how the predictors can be realized
using the self-tuning approach.
Finally the numerical performances of five self-tuning
predictors are compared via simulated examples.
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I. INTRODUCTION

Cet article a pour objet d'étudier le probléme de la
prédiction 3 k pas adaptative d'un processus stochas-
tique modélisé & 1'aide d'un modéle autorégressif &
moyenne mobile avec commande (mod&le CARMA).

Dans le paragraphe II nous considérons le cas d'un mo-
déle i paramétres connus. Nous donmons tout d'abord
gifférentes expressions du prédicteur optimal i k pas
y(t+k/t) de y(t), introduit initialement par [ASTROM-
1970]. Nous montrons ensuite comment une solution 2
récursivité multiple peut &tre utilisé&e lorsqu'on s'in-
téresse & un probleme de prédiction 3 plusieurs pas,
i.e. au calcul de §(t+k/t) pour k €[1,N]. Cette solu-
tion permet de ré&duire le volume de calcul de maniére
substantielle lorsque N est grand devant 1'ordre du
modéle,

Dans le paragraphe III nous présentons de manidre uni-
fige plusieurs méthodes de ré&alisation auto-adaptative
du prédicteur 4 k pas et du prédicteur a plusieurs pas,
lorsque les paramétres du modéle du processus sont
inconnus. Les propriétés de convergence de ces diffé-
rents prédicteurs auto-ajustables sont indiquées.

Dans le paragraphe IV nous comparons les performances
numériques de ces prédicteurs & partir d'exemples
simulés.

Enfin dans le paragraphe V nous concluons cette &tude
sur le probléme de la prédiction & k pas adaptative.

II. PREDICTEUR & k PAS — CAS D'UN SYSTEME A PARAMETRES

CONNUS

Considérons le processus stochastique {y(t)} modélisé
3 1'aide du mod&le CARMA suivant :
A(Z Dy(t)= B(Z u(t-d)+C(Z Me(t) (2.1)

oii ~ . - .
+ {e(t)} est une séquence de variables aléatoires

indépendantes, de moyenne nulle et de variance R,

¢ {u(t)} et {y(t)} représentent respectivement la
commande appliquée au syst@me et la sortie du
systéme,

« u(t), y(t) et e(t) sont scalaires,
+ les polyndmes A(Z '), B(z ') et C(z *) sont de
degrés respectifs n,,0y et n,, avec as.=co0=1,

« A(Z!) et C(£ ') ont tous leurs zéros & 1'extéd-
rieur du cercle unité, et sont premiers entre
eux,

+ d>o représente un retard intrins&que au systéme.

Etant donné l'ensemble des mesur93mﬂ ={y(@1),u(r2);
T.<t,T,<t+k~d}, on appelle predlcteur optimal 3 k pas
(k=1) du processus y(t), dénoté §(t+k/t), le prédic-
teur qui minimise la fonction cofit suivante

J= & [FE (t+k/0)F (t+k/ 1)1 2 & 1§ (e+k/e) 1]

ol & représente 1' esperance mathématique et
y(t+k/t)é y(t+k)—y(t+k/t) l'erreur de prédiction.

(2.2)

Nous allons considérer sdparément les deux formulations

suivantes du prédicteur 3 k pas:

- Formulation bas@e sur 1'utilisation d'une récursivité
simple.

~ Formulation basée sur 1l'utilisation d'une récursivité
multiple.

II.1 Prédicteur & k pas utilisant une récursivité
simple
D'aprés (2.1) nous avons :
y(e+k)=A"1 (z )B(F N ule+k-d)+& 1 (2 1)C(Z e (t+k)
(2.3)
Le dernier terme de (2.3) peut &tre séparé en deux
parties :
- une partie prédictible fonction de {y(7),u(r);7st}
- une partie non prédictible fonction des valeurs futu-
res {e(r);7>t} du bruit.

- coefficients «.

Cette s&paration en deux parties peut &tre obtenue i
1'aide de 1'algorithme d'Euclide qui permet d'effectuer
la division du polyndme C(2 !) par le polyndme A(ZY)
jusqu'a 1'ordre k;

-1
. C(Z_l) 1 k Gk(z )
soit A(z"‘) Fk( Ytz _—_—A(z'l) (2.4)
ou de manidre &quivalente
C(Z 1)=a(Z )F, (z“)+z G (2 1) (2.5)
avec F (Z 1) ]+f(k) (k) "'k+1 (2.6]
et 6 (=g g1y +gt(lk_)1z‘“A” 2.7)
A

Par suite, en reportant (2.4) dans (2.3) et en tirant
e(t) de (2.1), nous obtenons

§(EHD=F, (£ 1) e(tHi)+ B—(f%&(i—) u (e <1)+Gk§z Dy
2
(2 8)
En remarquant que le terme Fk(i")e(t+k) est indépen-
dant des autres termes du second membre de (2.8), la
minimisation de J par rapport 3 ¥(t+k/t) nous donne la
valeur de la prédiction optimale 3@ k pas de la sortie

y(t)

A DYF (2 _ Gz h)
y(t+k/t)= C(") u(t+k-d)+ o y(t) (2.9)
ou de maniére détaillée :
A J¢ A . S (k) .
y(t+k/t)= = c.y(t+k—i/t—1)+.§ B . u(t+k-d-i)
i=171 ny iFo "1
+ 73 g(k)y(t—i) {2.10)
avec nﬁ
ﬁ (“)~ 6(k) -id B(z“)F z Y,n =g+ 1(2.11)

i B

Remarques :

» Des équations (2.8) et (2.9) il est facile de déduire
1'erreur de prédiction ?(t+k/t)=Fk(i'1)e(t+k) (2.12)

+ D'autre part d'aprés (2.9) nous pouvons conclure que
le prédicteur optimal est un systéme dynamique dont la
dynamiqu~ est fix&e par le polyndme C(z ') qui, par
hypothdse, a tous ses zéros 3 1l'extérieur du cercle uni-
té. Par suite le prédicteur 3 k pas est un systéme
stable.

¢ Autres expressions du prédicteur 3 k pas

- En remplagant y(t) par [9(t/t—k)+§(t/t-k)] dans le
dernier terme de (2.9), et compte tenu de la relation
(2.5), le calcul du prédicteur a k pas peut &tre effec-—
tué non plus en fonction de {y(t-i), i €[o,ns-11} mais
de 1'erreur de prédiction {F(t-i/t-i-k), i €[o,n -l]}

G, (zY)

A _B(E Y _ k
y(t+k/t) u(t+k~d)+ A?;;7§;z;;3

A(Z 1)

F(t/t-k)  (2.13)

Ecrit sous cette forme, le prédicteur 3 k pas admet une
dynamlque fixée par les polyndmes A(Z ') et F 1.
De manidre explicitée mous avons

gy B
$(t+k/t)= —E a(k)A(t+k—1/t 1)+ E 5(k)u(t+k -d-i)

+. E g(k)~(t i/t-i-k) (2.14)

ol les coefficients Bék)sont définis en (2.11), et les
sont donnés par :

(k) e k) _

L (1), of

et n_=n +k—l
ak A

na
a (z )
(2.15)
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D;aprés les expressions (2.9) et (2.13), nous pouvons
conclure que pour k>d, y(t+k/t) dépend de valeurs futu-
res u(t+7),T €[1,k-d] de la commande.

- Une autre formule de calcul de §(t+k/t) peut &tre ob-
3 partir de (2.9) en effectuant la division de 1

tenue 3
par C(Z ') jusqu'd 1'ordre k.

Soit 1=C(Z ')F, (¢ })+2~ -k G ACAD! (2.186)

En tenant compte de cette relation, 1l'équation (2.9)
nous donne

$(t+k/t)=B (< ‘)F (z“)F (z V)u(t+k-d)

+G, ‘)F (z ‘)y(t)+G (ZH(/t-k)  (2.17)
ou encore de manidre explicitée :
I’l
§(erk/)=, E I u(era-i)+ >: p(k)y(t—i)
n‘izo -i(k)"<t-1/c—k—1) (2.18)
ol :
ATk
b e P da D (D (D),
n =n_+2k-2 (2.19)
P B
Pk(z ) (k) z-i & Gk(z_l)fk(z"l),np:nA+k—2 (2.20)

I1 est & noter que l'utilisation de la formule (2.18)

nécessite de résoudre deux &quations polynomiales:

(2.5) pour obtenir (Fk’Gk) et (2.16) pour avoir(—k,ﬁk).

Nous montrerons au §I1I comment!cette expression de
(t+k/t) peut &tre utilisée pour développer un algorith-—

me de prédiction adaptative implicite.

I11.2 Prédicteur & k pas utilisant une récursivité
multiple

Dans le cas oli 1'on s'intéresse & une prédiction 3 k

pas avec k>n., une autre formulation du prédicteur

peut &tre obtenue 3 partir de l'écriture suivante de

¥ (t+k)

y(t+k)=-K(z 1)y (t+k)+B (2 N u(t+k-d) +C(z ) e(t+k) (2.21)
ot Kz HBa1)-1 (2.22)

La prédiction optimale $(t+k/t) &tant obtenue par pro-
jection orthogonale de y(t+k) sur l'espace engendré
par My, et la projection orthogonale du terme

C(Z Ve(t+k) sur cet espace &tant nulle(c'est-i-dire
C(z Ve(t+k) est imprédictible & partir de 1l'ensemble
des mesures ), une autre formule de calcul de
y(t+k/t) peut &tre obtenue directement 3 partir de
(2.21), ([AKATKE~1975]) :

§(t+k/£)=-A(E™) §(t+k/£)+B(Z ) u(t+k-d) (2.23)

ot par définition :

s = 1A A 2B A ASA .
A(Z )y(t+k/t)=(.>31 a.z"l)y(t+k/t)=.§ a,y(t+k-i/t)

=1 “i i=1 "1

i (2.24)
c est i-dire que z L y(t+k/t)—y(t+k—1/t), alors que
z71 y(t+k/t)—y(t+k—1/t i); 1'operateur Z~! porte uni-
quement sur le premier argument de y(t+k/t) alors que

z ! porte sur les deux arguments).

Contrairement aux formules (2.9)-(2.10), (2.13)-(2.14)
et (2.17)-(2.18) qui utilisent une ré&cursivité simple
par rapport au prédicteur 3 k pas, la formule (2.23)
utilise une récursivité multiple qui porte sur les pré-
dicteurs & £ pas, avec ! E[k—n ,k=1T.

Cette formulation du prédicteur a k pas, avec k>ng ,
est tré&s int@ressante lorsqu'on souhaite calculer un
prédicteur 3 plusieurs pas.

Ainsi par exemple pour réaliser un systéme de commande
adaptative de type prédictif, on peut avoir & utiliser
la prédiction du signal y(t) sur un horizon fini de

longueur N, i.e. 3 calculer 9(t+k/t) pour k E[i,N].

Ps P . -

Une premi&re solution @ ce probléme comsiste i répéter
N fois la procédure de calcul é€lémentaire d'un prédic-
teur 3 k pas, ce qui nécessite (voir §III):

- de résoudre N équations polynomiales du type (2.5),
avec k €[1,N], pour une procédure de prédiction adap-
tative indirecte;

- ou d'appliquer N fois la méthode des Moindres Carrés
pour identifier un mod&le implicite du processus,
relatif 3 chaque prédicteur 3 k pas, k €[1,N], pour
une procédure de prédiction adaptative directe.

Dans les deux cas le volume de calcul croit trés vite
avec la valeur de N. Pour diminuer ce volume de calcul,
[de KEYSER, Van CAUWENBERGHE-1981Jont proposé une autre
méthode de calcul d'un prédicteur 3 plusieurs pas,basée
sur 1l'utilisation de la formule (2.23).

Les N prédicteurs y(t+k/t), k €[1,N] avec N>n
tenus en deux &tapes :

10 étape : k €[1,n.]
Les prédicteurs correspondants sont calculés i 1'aide
d'une récursivité simple (formules(2.10),(2.14)ou(2.18).

I1 est 3 noter que ces o, prédicteurs peuvent &tre cal-
culés en paralléle.

2° étape : k €[n,+1,N]

Les prédicteurs correspondants sont calculs en utili-
sant une récursivité multiple, & 1'aide de la formule
(2.23), Cette 2&me &tape est initialisde i l'aide des
n. prédicteurs calculés dans la l&re &tape.

Ces deux &tapes sont résumées sur le schéma ci-dessous.

,sont ob-

My

données a3 L’instant t

!

) )
§(t+1/t)‘ L4§(t+2/t‘

v
¥

11

g
§(t+nc+1/t)

Q(t*nc+2/t)

[ §(t+N/t)!

- Schéma de caleul du prédictewr 4 plusieure pas

Nous allons voir maintenant dans le paragraphe suivant
comment les prédicteurs 3 k pas peuvent &tre réalisés
de manidre adaptative.

I11. PREDICTEURS & k PAS AUTO-AJUSTABLES

Lorsque les paramétres du modéle du processus sont
inconnus, deux types d'algorithmes de prédiction adap-
tative peuvent &tre utilisés pour calculer le prédic-
teur 3 k pas :

— Algorithmes de type explicite,

- Algorithmes de type implicite.

II1.1 Prédicteurs auto-ajustables utilisant une
récursivité simple

I11.1.1 Algorithmes de prédiction adaptative explicites
Ce type d'algorithme est basé sur 1'estimation récursi-
ve des paramétres du modéle (2.1) du processus. Le pré-
dicteur 3 k pas est alors calcul®@ en répétant i chaque
instant d'échantillonnage les trois &tapes décrites
dans le Tableau 1 ci-aprés.
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1. Estimation récursive des paramétres du mod&le
(2.1) du processus (i.e. des coefficients des poly-
nomes A(Z1),B(zMet C(Z")en utilisant la méthode
des Moindres Carrés si C(z!)=1 ou laméthode des Moin-
dres Carrés Etendus si C(2)#1.

= &Y, BEY, CEY)

2. Détermination des polyndmes Fk(iq) et Gk(i*)soluﬂ
tions de 1'dquation polynomiale
Y e -k _
C(EN=A(NF, (242 6, (1) G.D
3. Calcul du prédicteur & k pas 3 l'aide de 1'équa-—
tion (2.10) ou (2.14) en remplagant les polyndmes
AZYD, B(ZY et C(2Y) par leurs valeurs estimées.

Tableau 1- Algorithmes de prédiction adaptative
explicites.

I1I1.1.2 Algorithmes de prédiction adaptative
implicites

Ce type d'algorithme est basé sur 1l'utilisation d'un
"mod2le implicite” du processus, c'est-3-dire un moda+
le dont les param@tres s'expriment directement en
fonction des paramétres du prédicteur. De tels algo-—
rithmes ne nécessitent pas la résolution d'une &qua-
tion polynomiale. Trois mod&les implicites différents
peuvent étre obtenus 3 partir des expressions (2.10),
(2.14) et (2.18) du prédicteur 3 k pas.

Modéle implicite n©1 En remplagant §(t+k/t) par
y(t+k)-y (t+k/t) et en la décalant de k pas vers 1'ar-
rigre, 1'équation (2.10) s'éerit :

y)y= Lo 1" 0945 e/e-1) G.2)
avec
[ ¢(k)(c)]Té[u(t—d)...u(t—d—nﬁk)y@-k)...y(t—k—nGk)
-9 (t=1/t-k=1)...=3 (t-ng/t~k-ng)] (3.3
K T
0 LAY 4 )---gﬁlkc)k ety ] G.4)
nﬁk= nB+k-1 , nGk= nA—l (3.5

L'8quation (3.2) constitue un mod&le implicite du
processus y(t).

Modéle implicite n®°2 : En procédant de maniére iden-
tique avec 1'équation (2.14), nous obtenons un modéle
implicite ayant la méme forme que 1'Equation (3.2),
les vecteurs ¢ k)(t) et 6 8tant définis par

[w(k)(t)]Té[u(t—d)...u(t—d-nﬁlgy(c—k/t—zk).,.
...§(t—k-nck/t—2k—nck) - 9 (t~1/t~k-1)... —9 (t—nak/t—k-nak)]

(3.6

W Arpk) _ o) (k) (k (k) (k)T
0 LB g 48 )...gnG)k ok, g, ] .7
(3.8

n3£=nB+k—l, nGEHA_l’ nak=nA+k—]

Modéle implicite n®3 : De méme, & partir de 1'équa-
tion (2.18) nous obtenons un mod&le implicite ayant
la forme (3.2) avec :

o))" Mlu(t-a)mu(e-dmmy )y (7)o y (t-kompy )

A A
y(t—k/t—Zk).‘.y(t-k—nék/t—?_k—n(—;k)] 3.9
e‘k)=[u$,k>...y§};) oK. pﬁ‘;l){ 336 E‘(‘gi s (3.10)
nuk=nB+2k-2, npk=nA+k-2, nak=nc-1 3.1
Remarques.

- Compte tenu de 1l'expression (2.12) de 1l'erreur de
prédiction & k pas, nous remarquons que, pour k>1, le
bruit corrélé w(t)=y(t/t-k) intervenant dans les trois
modé&les implicites est indépendant du premier terme du
second membre de (3.2):

* D'une part pour toute valeur de k si la commande u(t)
est indépendante de la perturbation stochastique e(t)
(cas d"une commande en boucle ouverte).

« D'autre part pour k<d si la commande u(t) est calculée
a partir d'une contre-r8action de la sortie.

Ceci justifie 1'emploi de la méthode desMoindres:Carrés
pour l'estimation des paramé&tres du prédicteur.

~ Nous devons noter que les trois mod@les implicites se
différencient :

e« D'une part, par le nombre de paramétres qui les carac-

térisent (voir Tableau 2).

Modéles Nombre de paramétres
no1 na+npg +ng+k
ne2 20y + ng + 2k-1
n°3 ny +ng + g + 3k-2

Tableau 2 - Comparaison du nombre de paramdtres des trois
modéles implicites

+ D'autre part, par le type d'information utilisée pour
construire le vecteur d'observation ¢ k)(t) (Tableau 3).

Modéles | Valeurs des signaux intervenant dans oK) ()
ot | U ([to_fln;i)l jey[(ot,fgj ]> 9(522[/1t’-§:]2>
k k
op ig({;-i-n] ?gte—[k—j/t—]n—j 952(2—[21/t—k—s]z>
Py 31006, Moty
s | (SR, Ll S
Py oy T

Tableau 3 - Comparaisonde I'information utilisée
dans ¢K) (£) pour les troismodiles implicites.

Nous avons résumé dans le Tableau 4 la procédure & sui-
vre pour réaliser un prédicteur & k pas auto-ajustable
3 1'aide d'un algorithme implicite.

1. Estimer le vecteur de paramdtres 8K)_ du:.mod&le
implicite (3.2) A (k)
= (t)

2. Calculer le prédicteur i k pas & 1'aide de la
formule suivante

8 e/ e)=[e®e+i0]T 6 ey (3.12)

Tableau 4 - Proc&dure de calcul d'un algorithme de prédic-
tion adaptative implicite

Les étapes | et 2 décrites dans le Tableau 4 doivent
8tre répétées a chaque instant d'échantillonnage. Les
équations générales relatives 3 ces deux &tapes sont
données dans le Tableau 6. Puis plusieurs algorithmes
de prédiction adaptative implicites sont présentés de
manidre comparative dans le Tableau 7. Ces algorithmes
se différencient :

- s0it par le modéle implicite

-~  soit par l'algorithme d'estimation de paramétres,

Au niveau de 1'algorithme d'estimation, deux commentai-
res doivent 8tre faits:

* Le premier concerne la construction duvecteur d obser-
vation ¢ )(t) qui intervient dans le calcul de la pré-
diction 3 k pas (voir formule (3.12)). Ce vecteur ¢ k) (r)
fait appel 3 des valeurs passé@es (par rapport 3 1'ins-
tant t pour 1l'étape | et par rapport & 1'instant t+k
pour l'8tape 2 du Tableau 4) de la prédiction et de
l'erreur de prédiction 3 k pas. Par suite, lors de la
réalisation du prédicteur adaptatif, ces valeurs peuvent
étre remplacées :

- soit par des prédictions et des erreurs de prédiction
a priori, désignées respectivement par §{) (t)et FK)(t).
Gp(k)(t) est alors écrit wﬁk)(tD s

-~ soit par des prédictions et des erreurs de prédiction
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E.Eosteriori, désignées respectivement par QGO(t) et
7k ey, @® (t) est alors éerit @ (ey.

- Soit encore, pour le modéle implicite n°2, par des
prédictions a priori et des erreurs de prédiction a

posteriori. @® (t) est alors &crit Q§k)(tD. Dans le
Tableau 5 nous avons explicité les vecteurs ¢ )(t),

p®)(t) et Eﬁk)(t) pour les trois mod@les implicites

.introduits précédemment.

Modéles [?*@)(t)]T
Implicites (7 ()] T
126 ()17
o1 8 (e=d)-..u (e=d-ng )y (e=k)-..y (£=k-ng ) -:(a‘:)(t-n...— g(}f)(t—nc)
u(t=d).u (t-d-ng )y (t=k)...y (t-k-ng) 5 dt-1).- §8e-ng)
u(t-d)..u (t—d—nglg')‘vg{)(t—k)...'}‘rs()(t—k-nck) 58(e-1)..- %‘f)(c—nak>
no2 u(t-d)...u(t-d—nﬁlg’y‘“"(t-k)...?“‘)(t—k-nck) 3O e-1)...~ T eny )
u(t-d)...u(t-d-ng g?“’(t—k).f.§°‘) (t-keng) S e-1)...- Q&k)(t-nak)
o3 u(t-d)...u(t-d—wy(t-k)...y(t—k—npl?%)(c-k)...9,<,k>(t-k—nék)
0 (= d)wu (E-d-my )y (£-10).y (Ekmip ) 0 e-1y..5 (k)(t—k—n_Gk)

®ry ,

Tableau 5 - Construction des vecteurs ¢,

implicites

* Le deuxidme point concerne 1'obtention méme de 1'algo-
rithme d'estimation.

Deux approches peuvent &tre utilisées :

La premiére consiste 3 appliquer directement 1‘'une des
variantes de l'algorithme des Moindres Carrés comme par
exemple :

+ 1'algorithme avec facteur d'oubli exponentiel A;;

+ L'algorithme 2 trace constante, utilisant deux fac-
teurs de pondération Ajet Ay pour maintenir la trace
de la matrice P{t) & une valeur constante donnée
([LANDAU,LOZANO-1981]).

La deuxiéme approche consiste 3 conceyoir un algorith-
me d'estimation qui permette d'assurer la convergence
du prédicteur auto—ajustable (voir algorithmes impli-

cites n®3.3 et 3.4 du Tableau 7).
Algorithmes du type Moindres Carrés pour U'estimation des)
paramétres du prédicteur a k pas
é\(k.)(t) = é\(k)(t-Q)+ K(t) e (t) (3.13
€(t) = y(t) - $*(r) (3.14)
ey = (o8N IF 80 (c0) (3.15)
k(t) = p(e-2)® () v (t) (3.16
2ty = 1+[e®OT rE2) o® (1)  G.AD
1
O =) [P(c;czsz) - o
" p(e-20 v ePOT P27 (3.18)
M2 1) 01T b p22 30 &)
7\2(t_2,z)+[991 ©)1" P(t-22)9 7 (®)
Calcul de la prédiction et de L 'erreur de prédiction E)
posteriori
35 (1) = [P0 ® (1) (3.19)
59 @) =y -5 @ (3.20)
Calcul de La prédiction et de g'erb‘eur" de prédiction a
priori
A
$89 (cig= [ O] 8P o) .21
7 (ea) =y (e410 - $T0 (2410 (3.22)

Tableau 6 - Equations géndrales pour le calecul du pré-
dicteur 3 k pas 3 l'aide d'un algorithme implicite

70e) et @fk%t) pour les trois modéles

La structure générale de l'algorithme d'estimation &tant
définie & 1l'aide des &quations (3.13)-(3.22), il nous
est possible maintenant de décrire différents algorith-
mes de prédiction ‘adaptative implicites(voir Tableau 7:
(dans la numérotation i-j des algorithmes, 1'indice i

fait référence au n° du mod&le implicite utilisé)).

Algor. g AL A2 v (t) ¢1(k) t) ¢2(k) (t)
n®1-1 | 1 Facteur | 7@ | 90 | oM ()
e 1-2 1 1 d oubli 2w | 70 () wfk)(t)
expon.
no 2-11 1 ‘ ) | o ey | o (r)
e 2-2 | 1 o = | 7@ @ | 70w
_ Trace ~1 (k K
ne 3-1) 1 constante | = (&) | @ ey | 99 (e
n® 3-2 1 1 = L(e) 7 ey | a0 ()
331 |1, fw by | 2@ @) | #® (o)
n® 3-4 | 1,1 1 2@ 0y | 2 (ty

Tableau 7- Présentation unifiée de différents algorith-
mes de prédiction adaptative implicites.

A
¥ (t)= Min(y(t) ] (t-1) .25
o} : £ € si M sout =9 gcex1
yey={ [ap 1% € Mt]é%sioq t—(l_e)<M'tS 619 (3.20)
r;' autrement
avec 3 Mté ia(k)(t)]T P(t-2) ﬁ(k)(t) (3.25)
t
rdmax e, Z1EPOT pa-27®wr  ¢.26)

0,0 = scalaires constants suffisamment grands

L'algorithme implicite n°2-1 a ét& proposé par [WITTENMARK-
19741, dans le cas d'un systéme sans commande, avec
A;=A;=1, Les algorithmes implicites n®3-3 et 3-4 sont
dis respectivement & [MOORE,KUMAR-198Q]et & [SIN,GOODWIN,
BITMEAD-1980].

L'algorithme n®3-3 utilise la méthode desMoindres Carrés
Pondérés, et les coefficients de pondération donnés par
les formules (3.23)-(3.26) ont &té déterminés de telle
sorte que la convergence globale du prédicteur a k pas
auto—-ajustable soit assurée.

Quant 3 1'algorithme n°3—4 qui utilise une forme
lacée de k algorithmes des Moindres Carrés, il a

entre—
eté
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développé de telle sorte que la sortie du prédicteur
i k pas auto-ajustable converge vers la prédiction &
k pas optimale de la sortie, dans le sens qu'avec une
probabilité 1 on aét
Lin_ swp & 2 [§e/e-00-90 1% o
N = oo t=1 *

(3.27)

111.2 Prédicteurs auto—ajustables utilisant une
récursivité multiple

Comme nous l'avons signal& au §II.2, le calcul de N
prédicteurs y(t+k/t), k € [ 1,N] avec N>n., peut étre
effectué en deux étapes.

Lorsque les paramétres du mod&le (2.1) sont inconnus,
la l&re é&tape correspondant au calcul (Eventuellement
en paralléle) des prédicteurs §(t+k/t) pour k €[1,n 1,
peut 8tre réalisde 3 1'aide de 1'un des algorithmes

de prédiction adaptative (explicites ou implicites)
décrits dans le §$III.I.

La 2&me &étape comsiste alors i calculer les prédicteurs
y(t+k/t) pour k €[ne+1,N] & 1'aide de la formule(2.23).
Nous devons noter que ce calcul nécessite la connais~
sance des polynomes A(Z ') et B(z ') du modéle (2.1).
Dans le cas oli la l&re &tape fait appel & un algorith-
me implicite, nous verrons qu'il est possible de dé-
duire tr&s facilement une estimation des polyndmes
A(Z ') et B(Z!) & partir de 1'estimation des paramé-
tres des mod&les implicites (3.2) relatifs au pré&dic-
teur & 1 pas.

111.2.1 Algorithmes de prédiction adaptative
explicites
La procédure 3 suivre est résumée dans le Tableau 8.

1. Application d'un algorithme de prédiction adapta—
tive explicite utilisant une récursivité simple pour
calculer les prédicteurs 3 k pas, avec k €[1,n ]
(voir Tableau 1.

ii(t)’bj (£, (£)33€11,n,1,3€01,0,1,2€ 11,0 ]
y(t#k/e), k €[1,n]

2. Calcul des prédicteurs 3 k pas, pour k E[n +1,N],
3a 1l'aide de la formule suivante :

A

A A A . .

y(t+k/t)——i§1 ai(t)y(t+k—1/t)+i§0 bi(t)u(t+k—d—1)

(3.28)

(3.29)

A
avec 9(t+k—i/t)=y(t+k-i) pour izk

Tableau 8 - Algorithmes de prédiction adaptative
explicites utilisant une récursivité multiple.

I11.2.2 Algorithmes de prédiction adaptative
implicites
Nous allons tout d'abord montrer qu'il est possible de
déterminer les polynSmes A(z ') et B(Z ') i partir des
paramétres des modéles implicites relatifs au prédic-
teur 3 1 pas, qui ont &té introduits au §III.I1.2,
En effet, pour le prédicteur a 1 pas (k=1),les couples
de polyndmes (F;,G;)et(F;,G1),s0lutions des &quations
polynomiales (2 5) et (2.16), sont tels que :
Fi (2 D=1, Gi (2 1)=2(C(Z )-A(Z 1))
Fi (2 V=1, G F")=2(1-C(zZ 1))
ou de manidre equlvalente :
61 (z 1)=2(C(z “)-A(z 1)), G (z })=-z C(Z 1)(3.32)
avec : C(Z1)=C(z 1)-1 et X(z Y)=A(z ')-1 (3.33)

Par suite, compte tenu des deflnltlons (2. ll) (2.15),
2. 19) et (2.20) de ﬁ =Y, a (z ), #k(z ) et
P (z 1), nous pouvons dedulre que

Bl(z Y=y (2 1)=B(Z 1), ey (£ 1)=A(Z 1), p1 (2 1)=C, (£}
(3.39)

Par conséquent les polyndmes A(Z ') et B(z !) peuvent
étre déterminés tr8s simplement i partir de la connais—
sance des polyndmes qui caractérisent chacun des modé-

les implicites :

(3.30)
(3.31)

Bi, 6, O ~ &B=C-7’ G, B1) (3.35)
Bry G1,04) 7 &,B)=@ , 1) _ (3.36)
(pl s P ,Gl) - (K,B)=(~Z_1 (pl +Gl)’#l) (3-37)

Les algorithmes de prédiction adaptative implicites
décrits dans les Tableaux 6-7 peuvent dont &tre appli-
qués pour calculer les prédicteurs y(t+k/t) pour

k e[l,nC], (voir Tableau 9).

1. Calcul des prédicteurs i k pas, pour k €[1,n_ ], 3
1'aide d'un algorithme implicite
A pa A AA A A A A
(ﬁk’Gk’C) ou (Bk’Gk’ak) ou (ﬂk’pk’Gk)

=

A
§ e/t

2. Calcul de prédicteurs 3 k pas, pour k €[npg+1,N], 3
1'aide des &quations (3.28)-(3.29), en utilisant les

A
estimés {Qi(t),b.(t); ﬁE[l,nA],jE[o,nB]}obtenus a

1'aide de la formule (3.35),(3.36) ou (3.37),sulvant
1l'algorithme implicite appliqué & 1'étape 1.

Tableau 9 — Algorithmes de prédiction adaptative
implicites utilisant une récursivité
multiple

Iv. RESULTATS DE SIMULATION

Les résultats de simulation présent&s dans ce paragra-

phe ont pour but de comparer le comportement numérique

des cinqg algorithmes suivants :

- Algorithme explicite, noté EXl, avec utilisation des
Moindres Carrés Etendus et calcul du prédicteur 3 k
pas & 1'aide de 1'équation (2.10).

- Algorithmes implicites n°1.1,2.1,3,.1 et 3.2, notés
respectivement IM1, IM2, IM3 et PIM3(voir Tableau 7).

Des résultats numériques sont donnés pour les prédic-

teurs 3 1,2 et 4 pas. Le systéme simulé est défini &
1'aide des paramétres suivants :

A(Z D)= 1—2.452—'+ 1.995 2~ 5.532 2
B(z ')= 1-0.55Z '~ 0.632 2- 0.362 °
C(Z )= 140.452 1= 0.4753 2

d=6, R=o.l (Variance du bruit e(t)).
Les simulations ont &té effectuées en considérant le

systéme commandé en boucle ouverte,3d 1'aide de la séquen-

ce pseudo-aléatoire representee sur la Fig.l. La sortie
y(t) correspondante est représentée sur la Flgure 2.

2 - LJ(£)r - i r_,
1 L
I Fig.1
Dbé Tracé
@ . : - de
172} 25 50 g1l 1B2  1tentrée
ll u(t)
-1 L
PR il
120 r Y (t)
602 L
Fig.2
& @
Tracé
de la ! V ZW W\J
Sortie
v(t)  -B@ A
o -12. L
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Les résultats numériques sont résumés dans les
Tableaux 10,11 et 12 ol nous indiquons :
- 1'erreur quadratique moyenne de prédictiom, calculée

(y(£)-F(t/£-K))?,

30 si k=l
50 si k=4
N; =400, N,=800.

3 1'aide de la somme:
avec:
« Pour le régime tramsitoire: N;j=7 et N;= {

1
Ny —N; +1 tg\h

« Pour le régime permanent:

~ la valeur maximale de l'erreur de prédiction en ré-
gime transitoire et en régime permanent,
- le nombre de paramétres estimés.

EX1 M1 IM2 IM3
Transitoire
Er. Quadr. 0.31 0.76 0.79 0.76
Max. Erreur 1.67 2.21 2.23 2.21

Permanent

Er. Quadr. 0.0122 0.0122 0.0128 | o0.0122
Max. Erreur 0.34 0.33 0.33 0.33
Nbre Par.Est. 9 9 10 9

Tableau 10 — Résultats relatifs au prédicteur i | pas

EX1 m M2 M3
Transitoire
Er. Quadr. 55 617 2571 1197
Max. Erreur 25.5 89.6 180 115.6

Permanent

Er. Quadr. 0.646 0.665 0.657 |o0.624
Max. Erreur 2.23 2.21 2.16 2.09
Nbre Par.Est. 9 12 16 18

Tableau 11 - Résultats relatifs au prédicteur & 4 pas

k=2 k = 4
PMI 3 IM3 PMI 3 IM3
Transitoire
Er. Quadr. 35.18 60.46 956.6 1197
Mdax. Erreur 17.34 23.42 77.3 115.6
Permanent
Er. Quadr. 0.445 0.103 0.772 0.624
Max. Erreur 1.79 0.85 2,32 2.09
Tableau 12 - Comparaison des algorithmes implicites

IM3 et PIM 3 pour k = 2 et k = 4

Ces résultats numériques sont illustrés 3 1'aide des
Fig. 3 et 5~16. Les trac@s correspondants représentent
1'erreur de prédiction obtenue en appliquant différents
algorithmes et pour différentes valeurs de k, comme il
est indiqué dans le Tableau 13.

3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

11 1 1 1 4 4 & & 2 2 4 &

F
Kk
[A[EXT EXT IM1 IM2 IM3 EX1 IM1 IM2 IM3 IM3 PIM3 IM3 PIM3

F = figure, A = algorithme

Tableau 13 - Récapitulatif des différents tracés de
1'erreur de prédiction

3 r

Erreur

Fig.3

Analyse des résultats de simulation :

Nous devons tout d'abord noter que, pour le prédicteur

3 un pas, les algorithmes implicites IM] et IM3 donnent
des résultats rigoureusement identiques, comme cela
&tait prévisible i partir des relations (3.32)et(3.34).
En effet, pour k=1, les mod&les implicites n°l et 3 sont
identiques.

Du point de vue du régime permanent, nous pouvons
conclure que les algorithmes EXI1,IMI,IM2 et IM3 présen-—
tent le méme comportement asymptotique (voir Tableaux
10 et 11). Par contre, comme le montre la comparaison
des Fig.13 et 14 d'une part (pour k=2) et des Fig.15 et
16 d'autre part (pour k=4), l'erreur permanente de pré-
diction est plus importante avec 1'algorithme PIM 3
qu'avec l'algorithme IM3, voir Tableau 12 .

Du point de vue du régime transitoire, 1'algorithme EXI
apparait comme &tant le plus performant. D'autre part,
comme on pouvait le prévoir, 1l'utilisation de l'erreur
de prédiction a posteriori dams le vecteur d'observation
(algorithme PIM 3) permet d'améliorer trés sensiblement
le comportement transitoire du prédicteur auto-ajustable
(algorithme IM3), voir Tableau 12 et Fig.13-16.

Enfin du point de vue temps de calcul le nombre d'opéra-
tions &lémentaires est fixé principalement par 1'&tape
d'estimation. Pour comparer la complexité@ numérique des
algorithmes EX1,IMI,IM2 et IM3, nous avons tracé sur la
Fig.4, pour chacun de ces algorithmes et pour 1l'exemple

o . .
le nombre de paramdtres estimés en fonction

rnmaidava

considéré,
du pas k de prédiction. Dans le cas de 1l'algorithme ex-
plicite, nous avons consid&ré que 1'équation polyndmia-
le (2.5) était résolue en appliquant la méthode des
Moindres Carrés. Le nombre de param@tres estimés pour
EX] est donc &gal & (2np+np+ng+k), voir le Tableau 2
pour les autres algorithmes.

A partir de la Figure 4 nous pouvons conclure que, pour
de faibles valeurs de k, les algorithmes implicites
nécessitent moins de calculs que l'algorithme explici-
te. Par contre, pour des valeurs &élevées de k, 1l'algo-
rithme explicite est moins exigeant en temps de calcul
que les algorithmes IM2 et IM3.

40 ~ Nb Par Eat
32
22
10
e LK
1 2 3 4 5 6 7 8 910
Figure 4
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3 r Erreur 2ea - Erreur
e |
7 No Obe
AV .
4 25 50
-1209 }
-289 |
Fig 5 Fig 9
3 ( Erreur 220  Erreur
1.58 | 188
2 poy . /\/\/\\./\Nbs. a /\j\/\\\'r\ NC,AF]E.
\Z/ IIZV z\ié ~3g z 25 50
-1.58 | -100
-3 ] -208 |
Fig 6 Fig 10
3 - Erreur 208 Eprreur
.58 | 108
2|, A /\[\/\/\/\.Wbs, 2 NI No DObe
\a/ /' 10 ~3p 7 VU 25 50
-1.508 | J -100
-3 I ~202 |
Fig 7 Fig 11
3 - Erreur 280 _ Erreur
188 |
o LN/ o
2 25 52
-188 |
-3 i -282 |
Fig 8 Fig 12
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25 - Erreur 25 - Erreur
12.5 L 12.5
) No Obs a
25 j=1%] 79 120
-12.9 | -12.5 |
Prddicteur o 2 pas o priori Prédicteur a 2 pas a posteriori
s L Fig 13 -25 | Fig 14
200 - Erreur 200 | Erreur
128 L 198 |
o LANL s AT
2 25 52 75 10 g 25 Bl 75 108
-1002 L ~-1002 L
Prédicteur o 4 pas a priori Prédicteur a 4 pas a posteriori
Fig 15 Fig 16
200 | "9 —2o08 L 9

V.  CONCLUSION

Cet article qui reprend une grande partie des résultats
contenus dans[FAVIER,ANGELI-1983], nous a permis de
présenter de manidre unifiée plusieurs prédicteurs
auto-ajustables dont certains semblent nouveaux. Ces
prédicteurs utilisent soit une récursivité simple,soit
une récursivité multiple. Les performances numériques
de cing d'entre eux ont &té comparées 3 partir d'exem-
ples simulds. Des résultats plus détaillés de cette
étude feront prochainement 1l'objet du rapport de DEA
de[SMOLDERS-1983]. Dans ce travail, 1'étude comparati-~
ve est étendue :
~ aux autres prédicteurs présentés dans le Tableau 7,
-~ 3 un prédicteur utilisant un algorithme d'estimation
du type approximation stochastique ([GOODWIN,RAMADGE,
CAINES-19811).

D'autre part le cas d'un syst@me commandé en boucle
fermée est envisagé. :

Références :

[H.AKAIKE-1975] Markovian representation of stochastic
processes and its application to the analysis of auto-
regressive moving average processes, Amm.Inst,Stat.
Math., vol 26, pp 363-387

[K.J.ASTROM-19701 Introduction to stochastic control
theory, Academic Press, vol 70, New York

[G.FAVIER,D.ANGELI~1983] Algorithmes de prédiction et
de commande adaptative. Présentation de prédicteurs,
de correcteurs et de régulateurs auto-ajustables, Cas
de systémes linéaires mono entrée-mono sortie, ler
Rapport Intermédiaire,Contrat DRET n°81/548, janvier

[G.C.GOODWIN,P.J.RAMADGE,P.E.CAINES-1981] 4 globally
convergent adaptive predictor,Automatica, vol 17,n°1,
pp 135-140 .

[R.M.C.de KEYSER,A.R.van CAUWENBERGHE-1982] A self-
tuning multistep predictor application,Automatica,n®l,
pp 167-174

[1.D.LANDAU,R.L.LOZANO-19811 Unification and evaluation
of discrete time explieit model adaptive control
designs, Automatica, vol 17, n®4, pp 595-611

[J.B.MOORE,R.KUMAR-1980] Convergence of weighted minimum
variance N-step ahead prediction/control schemes,Proc,
of the 19th IEEE conf.on Dec.& Control, Albuquerque,
New Mexico, pp 968-973, December

[K.S.SIN, G.C.GOODWIN,R.R.BITMEAD~1980] An adaptive d-
step ahead predictor based on least squares,IEEE Tr.,
vol AC-25, n°6, pp 1162-1165, December

[A.SMOLDERS-1983] Rapport de DEA, LASSY, Univ. de Nice,
juin

[B.WITTENMARK-1974] A self-tuning predictor, IEEE Tr.,
vol. AC-19, N°6, pp 848-851, December.



534



