NEUVIEME COLLOQUE SUR LE TRAITEMENT DU
SIGNAL ET SES APPLICATIONS

NICE du 16 au 20 MAI 1983

CODAGE EFFICACE : THEORIE ET PRATIRUE

J.Menez C.Galand
LASSY-ERA CNRS 835 C.E.R 1IBM
Université de Nice 06610 La Gaude

41, Boulevard Napoléon 111l

06041 Nice Cédex

RESUME

Coder efficacement le signal provenant d'une source
continue, consiste & en rechercher 1la représentation
numérique conduisant, pour un débit binaire fixé, 3 la
minimisation au sens d'un certain critére, de 1'écart
entre ce signal et sa reproduction. Le critére
généralement considéré  est celui de 1l'erreur
quadratique moyenne. forsgue 1a source nest pas
corrélée, différentes techniques de quantification
permettent de tendre vers cet objectif : ce sont pour
l'essentiel, la quantification optimale, le codage par
entropie, et 1la gquantification vectorielle. Leurs
performances restent inférieures, ou tendent
asymptotiguement vers une valeur limite donnée par la
fonction débit-distorsion de 1la source considérée
(limite de Shannon). Lorsque la source est
stationnaire et corrélée, cet objectif ne peut étre
atteint qu'aprés aveir €liminé la redondance contenue
dans le signal, ce qui peut &tre obtenu en utilisant
différents systémes de codage, a savoir le codage
prédictif, le codage par transformées, et le codage en
sous—bandes.

Dans cette communication, nous montrons que tous ces
systémes de codage permettent de tendre
asymptotiquement vers la méme valeur optimale du gain
de codage lorsque la densité spectrale de puissance du
bruit de codage est uniforme et inférieure, ou au plus
égale, 3 celle du signal. $i cette condition n'est
pas remplie, 1la valeur du gain de codage obtenu est
plus faible et limitée par la fonction
débit-distorsion généralisée au cas des sources avec
mémoire (Pinsker, Kolmogorov). Un moyen de tendre
alors vers cette limite théorique est de pondérer la
densité spectrale de puissance du bruit de codage.
Dans la pratique, ces sytémes de codage peuvent &tre
utilisés pour coder Tefficacement™, & des fins de
transmission sous. forme numérique, les signaux audio
et vidéo. Or, ces signaux ne sont pas stationnaires,
mais peuvent toutefois étre considérés comme
localement stationnaires. I1 est donc nécessaire
d'adapter, périodiquement ou de fagon continue, les
paramétres des systémes de codage & 1'évolution des

caractéristiques de ces signaux. C'est 13 une
premiére limitation de 1'application de la théorie du
codage efficace au codage des signaux réels. Une

autre limitation vient de 1l'absence de critere de
mesure de la qualité du signal reproduit au plan de sa
perception auditive ou visuelle. C'est ainsi que, dans
le domaine du codage efficace de 1la parole,
1'utilisation de techniques de masquage spectral du
bruit de codage par le signal permet d'améliorer la
qualité du signal reconstruit au plan de la perception
auditive, et ce le plus souvent au détriment de 1la
minimisation de l'erreur quadratique moyenne.

SUMMARY

The efficient coding of a continuous source is the
digital representation of this source allowing, for a
given bit rate, to minimize the coding error which is
defined by the difference between the original signal
and the decoded signal. The minimization is generally
carried on in the least mean square sense. MWhen the

source is not correlsted,
techniques can be wused to obtain this minimization :
these are the optimum quantizing, the entropy coding,
and the vector quantization. The performances of
these techniques are bounded by the rate distorsion

limit of the considered source (Shannon limit).

When the source is stationary and correlated, the
rate~distortion 1limit can be only reached after
removing the signal redundancies, which can be
performed by using various coding schemes :
predictive codfng, transform coding, sub-band coding.

In this paper, we show that all these coding schemes
allow to asymptotically ‘tend towards the same optimum
coding gain as far as the power spectrum density of
the coding noise is uniform and remains less than the
power spectrum density of the original signal. If
this condition is not met, the coding gain is limited
by the generalized rate~distortion function applied to
memery sources (Pinsker, Kolmogorov). A mean to tend
towards this teoretical 1limit is to weight the power
spectrum density of the coding noise.

In practice, the above coding schemes can be used to
efficiently encode the audio and video signals, for
digital transmission purpose. Although these signals
are not stationary, one can consider them as locally
stationary, and adapt either periedically or
continuously the coding scheme parameters, so as to
follow the wvariations of the signal characteristics.
This is the first limitation of the application of the
efficient coding theory to the coding of real signals.

An other 1limitation comes from the difficulty of
relating the usual distortion measure with the
perceived quality of the coded signal. For example,
in the speech coding area, it is shown that wusing
noise shaping techniques allows to improve the
perceived signal quality, while . decreasing the signal
to noise ratio.
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1.0 INTRODUCTION

D'un point de vue théorique, coder efficacement sous
forme numérique le signal émis par une source continue
consiste a en rechercher la représentation numérique
conduisant, pour un débit binaire fixé, a la
minimisation au sens d'un certain critére, de 1'erreur
entre ce signal et le signal reconstruit que 1l'on
désigne souvent par bruit de codage. Le critére de
reproduction (ou distorsion) le plus souvent utilisé
est 1'erreur quadratique moyenne.

Lorsque la source est stationnaire et non corrélée, on
peut pour atteindre cet objectif, recourir & des
techniques de quantification optimale scalaire [1]), de
codage par entropie [1] ou en arbre [2], de
quantification vectorielle {2]. Ces différentes
techniques adméttent toutes comme limite supérieure de
leurs performances la fonction débit distorsion de la
source considérée [2].

Lorsque la source est stationnaire et
coder efficacement 1le signal émis, il est nécessaire
d*éliminer ou de réduire fortement au préalable 1la
redondance qu'il contient, ce qui peut &tre réalisé du
moyen de différents procédés de codage, a savoir

corrélée, pour

on décorréle
l1'aide de

- le codage prédictif [4] dans lequel
le signal par filtrage inverse a
techniques de prédiction linéaire,

- le codage en sous—bandes {5,6] dans lequel 1a
réduction de redondance est obtenue  par
décomposition spectrale du signal par banc de
filtres,

- le codage par transformée [7] dans lequel on
utilise une transformation orthogonale pour

réduire la redondance du signal.

Tous ces procédés de codage admettent la méme limite
supérieure du gain de codage 3 condition que 1la
distorsion so0it suffisamment faible et posséde une
densité spectrale de puissance uniforme; ce qui est
vrai pour des débits binaires élevés [6,8]. Pour des
débits binaires plus faibles, on peut néanmoins,
lorsque 1la source est gaussienne, utiliser la fonction
débit-distorsion pour déterminer, a débit binaire
fixé, la limite inférieure de la distorsion, ainsi que
la répartition optimale de la densité spectrale du
bruit de codage correspondante [2,8].

plus de méme des
pour lesquelles on ne sait plus exprimer
débit-distorsion sous forme analytique.

coder efficacement les signaux qu'elles émettent, on
peut cependant encore utiliser les résultats
théorigues &tablis dans le cas des sources gaussiennes

[8].

sources non gaussiennes
la fonction
Pour pouvoir

11 n'en est

Lorsqu'on s'intéresse au codage efficace de signaux
réels tels gue le signal de parole ou les signaux
d'image et qulon cherche a leur appliquer les
résultats établis en théorie, on se heurte aux

difficultés suivantes :
- le caractére souvent non gaussien de ces signaux,

non stationnaire qui nécessite de
de codage précités

~  leur caractére
rendre adaptatifs les procédés
pour en conserver l'efficacité.

Mais la difficulté majeure réside dans 1'absence de
critére représentatif de la qualité du signal
reconstruit au plan de la perception auditive ou de la
perception visuelle.

le domaine de
parole, qu*il était
du signal reconstruit

On a ainsi pu mettre en évidence, dans
la compression numérique de la
possible d'améliorer la qualité
par l'utilisation de techniques de masquage spectral
de 1a densité spectrale de puissance du bruit de
codage par celle du signal, et ce au détriment souvent
de la minimisation de l1'erreur quadratique moyenne.

2.0 LCODAGE EFFICACE DE SOURCES GAUSSIENNES
STATIONNAIRES ET CORRELEES

Considérons une source
stationnaire et corrélée, de
densité spectrale de puissance bornée, dont on
souhaite coder efficacement le signal, avec
critére de reproduction l'erreur quadratique monyenne.
Soit Xn la suite d'échantillens
échantillonnage du signal de la
fe.

continue gaussienne,
valeur moyenne hulle, de

comme

obtenue par
source 3 la fréquence

2.1 CODAGE PREDICTIF [4]
Le schéma de principe de
représenté sur la figure 1.
donné par

ce procédé de codage est
Le bruit de codage bp, ‘est

[§P]

il est donc égal au bruit de quantification q,. Si on
désigne par ey, l'erreur de prédiction
d'ordre P donnée par

du prédicteur

B
x - ;; a .x
k=1

e =
n n k  n—k (2>
On peut alors écrire
p
§ = e - }; s .9
n n 3=l 4 0 (3

Le rapport signal sur bruit de ce procédé est donné

par:
2 2
o o
et T
o ? o (4>
b q
qu’on peut encore écrire
2 02 02
o e s
S S —— .
4
F o 2 4 z c 2 @
e ) q
On montre que [7]
1 7T jw 2
2 - [xte | dw
T x 27 J-m
2 S jw 2
o .
e exp [~— log lX(e )I . ciewl 6>
. 27J -7
~ sy | 2 , <4z
ou }X(e )] represente 1la densité spectrale de

puissance du signal xp.

o2
g , . .

—_ est égal au rapport signal sur bruit de
o 2 gquantitication Sn qu'on obtient par
q quantification directe du signal d'entrée xp.

2
[
e
~— est inférieur 3 1. 11 tend vers 1 lorsque le
02 nombre de niveaux de sortie du quantificateur
4 croit indéfiniment.
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Le gain de codage ch apporté par le codage prédictif
est donné par:

S

cP
Bep™ —
s
Q 2
P Ll ~
et est donc borné supérieuremenc par _F;_ , c'est 3
dire que e
1, jow 2
— fxte 3] .dw
27 J-m
Gep <
1 7 jw 2 7>
exp [——/ log [xte | . du]
27 4 -1

2.2 CODAGE EN SOUS-BANDES [5,6].

Ly figure 2 représente le schéma de principe d'un
codeur en sous-~bandes. Le signal d'entré x, est
d*abort filtré par un banc de filtres passe-bande (F;,
i = 1,....p) supposés idéaux et possédant tous une
méme largeur de bande passante égale 3 Les signaux de

sortie de chacun des p filtres sont ensuite

sous~&chantillonnés & 1la fréquence fe/p  pour donner

naissance aux signaux de sous-bandes in dans
1]

lesquels i = 1,..., p représente 1'indice de
sous—bande, et n le niéme échantillon.

Puisque les filtres sont supposés idéaux, les signaux

de sous—bandes sont décorrélés entre eux, et on peut
donc écrire:
2 P 2
= (¢
Ox P El (3)

2
formule dans laquelle Uy est 1la variance du signal

d’entrée et O; «celle du signal xi,n de la iéme
sous—-bande.

Ces signaux sont quantifiés et transmis au récepteur,
oli ils sont reéchantillonnés & la fréquence fg par

insertion de {(p-1) échantillons nuls
échantillon. 1I1s sont ensuite filtrés

filtres identique a celui de
finalement sommés pour donner
;h. Déterminons a présent
par ce procédé de codage. Supposons pour cela gque le
débit binaire global est de R bits par instant
d'échantillonnage 1/fp et que le signal x; de chaque
sous—bande est quantifié avec Ry bits,  engendrant
ainsi une distorsion Dy donnée par

entre chaque
par un banc de
1témetteur, puis
le signal reconstruit
la distorsien introduite

2 =-2Ri
p = O .2 (9)

Or puisque les signaux de sous—bandes sont décorrélés
entre eux, on peut écrire;

P P 2 —2Rrj
b = p XD = p ¥ Oz Qo
SB izl i j=1
On a dTautre part:
- 1 p
Ro= - 5 R (an
p i=l i

Le probléme posé est de déterminer les valeurs des Ry
i = 1l,...., p permettant de minimiser 1la distorsion
globale DSB tout en respectant 1la contrainte

correspondant 3 la relation (11). En posant

—~2R i 2
X = 2 E = O ;.p
i i

Le probléme revient 3 minimiser la distorsion globale
p
D58 = X E.. X. (12)

avec la contrainte

—2pR

P
q = n X = 2 = cste (13)
i=1 i
Cette minimisation s'obtient en introduisant un

muliplieur de Lagrange, et revient 3 résoudre

)

— (B +A®) = o
X

(14)
i
qui conduit a:
E..X. =-A Q = cste (15>
i
et finalement a: )
_ 1 o,
R= R + =~ log,
i 2 p 27 1/p (16)
[T 93
b
3=1
2

3 condition que D £O pour i = 1,...., P.
] ]

En remplagant la valeur précédente de R; dans la
relation (10) on obtient:
2 P 271/p —2R
p =p - |1 93 -2 (17
SB j=1
On peut noter d’'aprés 1la relation (15) que les

distorsions D; sont toutes égales.
La quantification directe du signal xpn 3 R bits par
échantillon engendrerait une distorsion Dy donnée par:
2 =2ZR
q (13)

Le gain de codage Gss\apporté par le codage en

sous—bande est donc égal a:

4 P 2
D - X O
Q p i=1
G = = (19>
s8 D P 2] 1/p
S8 rT g
izl

Lorsque le nombre de sous-bandes tend

ce gain tend asymptotiquement vers

vers 1tinfini,

1 7 jw 2
— [xte ] .dw
2m Jm (20>
G
sB 1 7 jw 2
exp [— j' log |xte | .dw)
z2n oy
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2.3 LCODAGE PAR_TRANFORMEE [4]
Dans ce procédé de codage, le signal xn est
partitionné en blocs de N échantillons. Soit Xy le
Kiéme bloc. Chaque bloc Xk est linéairement
transformé en un bloc Y, 3 1l'aide d'une matrice
unitaire A

Y= A Xy 21>
Avec

-1 T

A = A (22>

Les N composantes de chaque bloc Y, sont quantifiées
séparément et transmises au récepteur, ol on leur fait

subir la transformation inverse, obtenant ainsi le
béme bloc Xy du signal reconstruit. La figure 3
représente le schéma de principe d'un codeur par

transformée.
La distorsion engendrée par ce procédé de
‘'donné pour le Kiéme bloc par:

codage est

1 T
D = — (XD LX) €23)
Kk N K KK
Or puisque A est unitaire
1 T
D = — (Y=¥) .(Y=¥)
[ K K (24>
k N
La distorsion globale moyenne D . engendrée par ce
procédé de codage est donnée par
T
= 4oy Y 5 (25)
Doy = E[;{(Yx % =]

00 £ représente l'opérateur  espérance mathématigque.
On montre que f4] 1a minimisation de la distorsion D
est utilise 1a transformation

le de bits Ry pour

composantes des blocs YK est

obtenue lorsqu'on de
et que
quantifier chacune des

donné par

Karhunen-~Loeve, nombre

b
"
w
+
{

log,

1/N (26)

N 2
[T 9
=1

oll R représente le nombre meyen de bits par composante
et 2

O 1a variance de 1a iéme composante,
(26> n'est en fait valable gque si
la iéme composante donnée par

L'expression
la distorsion Dy de
2 —-2R

(27>

est inférieure a U"-z (26)

obtient:

. En reportant dans (27), on

_ 1/N
—~2R H 2
[ - .
) A j = c¢ste ¥ i (28)
1 j=1

et donc

pour Vo1

eT

€29)

Déterminons & présent le gain de codage G, qu'apporte
le codage par transformée par rapport a la
quantification directe de x,. Or puisque la matrice A
est unitaire

(30D

et donc 1 N 2
D - ¥ 0
Q H iz}
G = — =
cT DCT N 2] I/N (31)
X i
i=1

On montre que [8] lorsgue la taille N
vers 1'infini alors G tend vers
supérieure donnée par

des blocs tend
une limite

1

27

% Jw 2
IX(e )] dw
-1
(32)

cT 1
exp [—

" jw 2
j log lX(e )I .dw)}
27

-7

3.0 LCODAGE EFFICACE ET FONCTION DEBIT-DISTORSION

Nous venons de voir que le codage prédictif, le codage
par transformée et le codage en sous-bandes admettent
la méme limite supérieure de gain de codage. Cette
limite peut en fait étre directement obtenue 3 partir
de la fonction débit-distorsion de sources
gaussiennes, qui dans le cas- du critére de 1'erreur
quadratique moyenne est donnée par [2]:

1
-~ flog
2

X{aw) dw

R (hy

b 33
A
dw dw
DYy = —_— (€77 Jpuns
¢ + / Xtan (24)
27 27
A A’

. PN . .
ol X(W)y = ]x(e“w)l représente la densité spectrale de
puissance du sighal x,, et les intervalles A et A’
sont définis par :
A=z fw ;5 Xtw > @] prz [w 5 Xt <@P] (35)
AU A = [-m, 7 (36)
La figure 4 donne une interprétation graphique des
équations  paramétriques (33) et (34). Lorsque
X(w) > Dig) pour Vw £ [-7,7]1, 1'intervalle A’ est
nul, et dans ce cas :
(37>
D =¢
et
1 1 X (w)
R(D) = e log dw (38)
47T D
-7
Si enfin X(W) est constante, c'est~d-dire si la source

est décorrélée, et de variance &y » alors

1 2 H

D
R(D) = — log -ZX o < Oy
z D, 39
=z 0 sinon

Cette expression de 1a fonction débit—distorsien
s'applique de maniére générale & toute source

gaussienne statiennaire dés lors qu'on ne prend pas en
considération 1'existence éventuelle d'une corrélation
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entre les échantillons x, du signal. Pour un débit 5.0 CONCLUSION
binaire fixé, 1'élimination de cette redondance permet Pour coder efficacement 1le signal dfune source
donc de réduire la distorsion dans le rapport donné stationnaire et corrélée, on peut utiliser différentes
par 1 - méthodes de codage, a saveir, le codage prédictif, le
. X{a) .d'w codage en sous-~bandes, et le codage par transformee.
D, 27w J~7T X ,
6 = — = Lorsque la source est gaussienne, toutes ?es méthodes
D 1 . (40) de codage admettent une \méme limite supérieure p?ur
exp [__./ log X(w) . dw} lgur gain qui corr?spond a celle que donne %a fonction
2nt-n débit~distorsion, a condition que la densite spectrale
de puissance du bruit de codage scit uniforme et
Ce rapport représente donc la 1limite supérieure du toujours inférieure 3 celle du signal. Quand cette
gain de codage de tout systéme de codage efficace condition ntest pas remplie, la fonction
d'une source gaussienne stationnaire corrélée. Sa débit~distorsion permet dYobtenir & débit binaire
valeur est en accord avec les résultats précédemment fixe, la limite inférieure de 1la distorsion ainsi que
établis. I1 ne faut pas cependant perdre de vue que 1a répartition optimale de la densité spectrale de
cette limite n'est wvalable que si X(w ) < De§y puissance du bruit de codage.
pour Yw € [-7,+1), c'est-d-dire pour des débits
binaires suffisants. Dans le cas contraire, il faut Lorsqu'on cherche 3 appliquer les résultats théoriques
chercher 3 obtenir une répartition de 1la densité du codage efficace au codage de sighaux réels tels que
spectrale de puissance du bruit de codage aussi proche les signaux de parole ou d'image, différentes
que possible de la répartition optimale donnée par la difficultés apparaissent, 3 saveir :
relation (34)., Or si le codage en sous-bandes et le
codage par transformée, de par 1le fait qu'ils opérent - le caractére souvent non-gaussien des sources de
dans le domaine des fréquences permettent de signaux réels.
s'approcher plus ou moins de cette répartition
optimale, en répartissant convenablement les - leur caractére non-stationnaire qui oblige &
ressources binaires [6,8], il n'en est pas de méme rendre adaptatives les méthodes de codage
pour le codage prédictif qui lui opére dans le domaine efficace, entrainant en général une augmentation
du temps. 11 est néanmoins possible d'améliorer les de labquantité d*information 3 transmettre, et un
performances de ce procédé de codage en .modifiant 1a retard de codage supplémentaire, ainsi qu'un
répartition de 1la densité spectrale du bruit de accroissement tres sensible de 1la complexité de
quantification. Ce procédé de codage porte alors le mise en oeuvre de ces méthodes
nom de codeur prédictif généralisé [4,8,9].
- enfin et surtout 1'absence de critére de mesure de
la qualité du signal reconstruit au plan de 1la
4.0 APPLICATION DU CODAGE EFFICACE DES SIGNAUX REELS perception auditive ou visuelle. C'est 1a sans
nul doute 1a 1limitation la plus sérieuse 3
Lorsqu'on s'intéresse au codage efficace de signaux 1tapplication de la théorie du codage efficace au
réels tels que le signal de parole ou les signaux codage des signaux réels.

d'images en wvue de leur transmission sous forme
P N X .

numérique, en cherchant & leur appliquer les résultats

théoriques précédents, différentes difficultés

apparaissent :
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Figure 1 : Codage prédictif ' E'Z/f . . i
Figure 2 : Codage en sous-bandes
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Figure 3 : Codage par transformée Figure 4 : Fonction débit distorsion
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Figure 5 : Exemple de masquage spectral du

bruit de codage



