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RESUME

La communication est consacrée aux performances du cal-
cul de Transformée de Fourier - Rapide lorsque la Quan-
tification & Référence Stochastique est utilisée.

Aprés un bref rappel du principe et des propriétéscette
méthode de quantification, on montre gu'elle conduit

& superposer un bruit au calcuyl idézal. On compare ses
performances en moyenne quadratique avec la quantifica-
tion déterministe. On montre enfin que 1l'erreur ausens
d’un intervalle de confiance est divisé sensiblement
par 2. Les applications possibles sont évoquées.

Mots clés : Quantification, longueur de mot finie,
Transformée de Fourier Rapide.
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SUMMARY

The paper deals with the accuracy of FFT computation
when Random Reference Quantization is used. After a
brief survey of principle and properties of this
quantization method, it is shown that it results in
adding a noise to the ideal computation. The compari-
son in a RMS sense with the conventional method is
achieved.

It is then shown that in a confidence interval sense,
the error is divided nearly by two. Possible applica-
tions are examined.

Key words : Quantization, Finite wordlength, FFT.




348

AMELIORATION DE LA PRECISION DE CALCUL DE LA FFT PAR QUANTIFICATION
A REFERENCE STOCHASTIQUE

1- INTRODUCTION

Le principe de la Quantification & Référence
Stochastique (QRS) ( cas particulier simple de 1la
Quantification Aleatoire (5) connu depuis fort. ‘ong-
temps) a, en geénéral été appliqué & la cnnception
d'estinateurs ou de calculateurs spécialisés (4]

[8] , avec pour motivation essentielle de réduire
la longueur de mot & l'entrée du systéme et dans le
traitement, jusqu'a des valeurs tres basses ( typi-
quement de 4 & 1 bit ) .

Appliqué aux guantifications internes des calcula-
teurs numériques conventionnels, le principe de

QRS devient une méthode d'arrondi des calculs inter-
médiaires, permettant le contr8le des longueurs de
mot sans introduire -en un certain sens- d'effet
non-linéaire ( arrondis non biaisés ). Ce qui est
quelquefois appelé "Arrondi Aléatoire” dans la
littérature est une version simplifiéeet partielle-
ment biaisée de la QRS.

L' application du principe aux algorithmes de filtra-
ge digital [7) a montré gue certains effets non-
linéaires disparaissent (cycles limites par exemple)
et qu’il conduit en général & une réduction de la
longueur de mot et /ou & une augmentation de la
précision du calcul.

La présente communication résume les principaux
résultats concernant 1'application de la QRS au
calcul de Transformée Discrete de Fourier par algo-
rithme de FFT en base 2 8] .

2~ RAPPEL DES PRINCIPES DE LA @RS

Le concept de base de la gquantification aléatoire
réside dans l'!élargissement de 1ls notion de Quanti-
Fficateur au cas ol les paramdtres d’entrée (seuils)
de cet opérateur non linéaire sont des variables
aléatoires [9) . La Quantification & Référence
Stochastique est le cas particulier ol tous les
seuils se déplacent aléatoirement en conservant leurs
écarts constants seule la position de 1l'origine

de la fonction de transfert est aléatoire, il est
aisé de voir gue le QRS est identigue au Quantifi-
cateur Déterministe (QD) lorsque celui-ci regoit

& 1'entrée la somme du Signal d’entrée et d’un bruit
de référence, statistiquement parfaitement déterming,
noté source auxiliaire (SA).

La figure 1 donne le schéma de principe (qui est
aussi le schéma pratique pour les interfaces
d'entrée) et son application aux quantifications
internes (arrondis)

Les grandeurs essentielles définissant un QRS pour

la présente étude sont ses fonctiens de transfert

moyen d'ordre 1 et 2 A (x) et A;(x) dé&finis par A
elxa] = e[ x] ()
e[xe?) = ePu00]

]

On choisira dans les applications linéaires

A (x) = x (2)
tout en minimisant 1'’accroissement de variance

Ao? = Var(XQ) - Var(X) (3]

On montre gue ceci conduit & choisir une S.A. équi-
répartie sur un pas de quantification & ; A2(x)
est alors une interpolée linéaire de la parapole %,

D'autre part, on a 1'inégalité :

0¢ho?g 02 (4)
et 1'approximation AcZ~ 8%% (5)
Le”bruit” de quantification £9 = X - X

est strictement non corrélé avec le Signal X guel
que solt A, lorsque Eq (2) est vérifiée. (ce n’est
pas icl une approximaticn)

3 - APPLICATION AU CALCUL DE FFT EN VIRGULE FIXE

L.e calcul d'une FFT en base 2 sur N points peut se
résumer par la formule du papillen
ROXG™ ) = ROGME) + WgeR (3™ - wr(xi™™) &) g
: - .m-1 s -1
TOG™ = TOE™TH ¢ WpR XY WX PTH) )
ot - Xi™ est la valeur au noeud i (i = 0, +va,N=-1)

de la colonne m (m = 1, ..., logpyN) du graphe de
calcul de FFT
- R(.) et I(.) sont les parties Réelle et Imagi-
naire
- Wg et Wr sont les parties Réelle et Imaginaire
du noyau choisi (implicitement fonction de i,

3, m,)]

Les indices i et j sont significatifs de 1’algori-
thme choisi.

Si nous implantons 1'Eq(6) en virgule fixe, le chemi-
nement des calculs nécessite 1'introduction d’Arrondis
et d'un recalage avec arrondi . (figurés figure 2
pour 1'Eq Ba) .

Avec le recalage habituel (facteur 4/2 ) on obtient
une formulation qui permet d’'évaluer la propagation
des erreurs
1 - m-1 oy, ML
R(x{™ = Q[R(xim 1)+wR RIX5" " g =Wy I(X; )+€;f e
@
ol €y, €,s €ps sont les erreurs d'arrondi et recala-
ge, avec une formulation identique pour I(XimM) .

p

Les propriétés de la QRS (accroissement de variance
finie, non corrélation Signal-Bruit Cf §2 )
permettent de calculer la propagation de la variance
de calcul en tout point.

VIR™ = Y, (ViR™ 1y wg? ViR e wp? ijI—1+ 20Q2 ) + op?(8)

™
o0 ViR"= Var R(x3™) , Vi7=Var 1(xs™, a2 et op”

1'apport de variance di aux opérateurs Q et P de la
fig. 2, et une formulation semblable pour \Q@

Pour une FFT de type habituel W2 + Wi? = 1 o o
Si les Variances de rang 0 sont identiques. Vire= Y
(variances dues & 1l'interface d’entrée) il vient:

m m
VIR = viy = V" Yi (9)
(i.e les yariances le long d'une colonne sont égales)
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1

On obtient une éguation de récurrence
ym =.% ym=1 4 %. o2 + op? (101
pour m=M=LogpN, on obtient la variance en sortie

VI =dovoe o2 + op?). 201- 27 (113
Avec les ordres de grandeurs habituels pour N,M, il

vient 0
VMﬁU %—+ oQ%+ 200 2 A, oQ2 + 20p? (12)

L'Eqg (11) est valide dés lors que les sources de
bruit sont non corrélées avec les signaux : C'est
vrai pour la QRS, et en général considéré comme
"approximativement” vrai pour la QD

On obtient ainsi [ﬂ

QD: oR2 + 20p2as A}g si 1'on admet les approx.
de SHEPPARD (13)

2
QRS: 6;,2 +Zcr2~5A/12 Si 1'on admet 1’Eq(5)

Les travaux classiques Eﬂ &] caractérisent
1'erreur globale sous forme d’un rapport
Signal/Bruit Y (valeurs RMS)

Si 1’on compare ces deux rapports pour QRS et QD,

il vient YD . 1,12 (143
YORS

ceci montre que la FFT-QRS est légérement plus

"bruitée” que la FFT-QD

Cependant, cette analyse est trés simpliste. En
effet, considérons deux calculs de FFT-QRS et -QD
sur un méme signal (sur des mots trés courts, pour

visualiser les phénoménes. (Cf figures 3a)
et 3b )

On voit tout d'abord que la QD fait apparaitre le
caractére déterministe de son erreur (raies parasi-
tes symétriques) tandis que la QRS produit un "vrai”
bruit de calcul.

La premidre amélioration gue suggére cette consta-
tation, est d'effectuer la moyenne des parties
symétriques du spectre : le résultat est inchangé
pour la QB, et la variance de la QRS est divisé
par 2

Au prix de cet accroissement peu important de
calcul, on obtient %%%é ~ 0.8 (15)
Mais il est plus important de remarguer que la dis-
tribution des erreurs est tout a fait différente :
elle est sensiblement gaussienne pour la Q0, et
proche d'une distribution uniforme pour la QRS.

La mesure quadratique d’une dispersion n’est donc
pas significative

La fig. 4 donne la fonction répartition des erreurs
QD et QRS sur le signal réel [8]

On remarque qu'au sens d'un intervalle de confiance
de niveau de confiance o (noté A(a)) proche de 1'unité

Afa) QRS «A(a) QD (16)

Par exemple pour o = 0.85

A(0.95) As 1A(D.95)
QRS 2 oo

Les applications & des calculs sur signaux réel ont
montré 8 que la "dynamique” pratique de la FFT QRS
gst bien de 3dB supérieur a la FFT-QD

l.a figure 5 résume cette propriété en donnant le
rapport .EA

_ 400-AQRS oxpérimental pour o = 0.9 et
1 30 p p )

~1,et pour différentes longueurs de mot ; on voit
qué 1'écart entre les dispersions passe d'environ 0.5
pour des mots courts & des valeurs qui tendent vers 0
pour des mots longs. .

Influence de la Quantification d’entrée

L'Eg (11) montre que ve & peu d’effet sur la variances
de sortie.

I1 est possible de montrer gque la quantification
d'entrée peut &tre effectuée sur des mots plus courts
gue ceux utilisés dans le calcul ; ce "raccourcis-
sement” peut étre de 1l'ordre de Z’Logz'N (N nombre

d'échantillons) sans augmenter notablement le bruit
en sortie de calcul ; pour N=1024, 1'interface
d’entrée peut donc présenter des mots de 5 & © bits
plus courts gque ceux de 1l'Unité de calcul

4 - CONCLUSIONS

L'application de la QRS au calcul de FFT apporte en
principe une augmentation de précision dont 1'ordre

de grandeur est 2. Cette amélioration est obtenue

au prix du remplacement de la quantification d’entrée
et de l'arrondi classiques par leurs versions Stochas-
tiques. Celles-ci nécessitant une Source Auxiliaire

et une opération binaire élémentaire supplémentaire
(cf fig. 1), il est pertinent de s'interroger sur
1'intérét pratique du principe.

Si 1l'on excepte les cas particuliers de performances
extrémes en QD que 1'on essaie d'améliorer encore,
1'argument de 1'augmentation de précision ne justi-
fiera sans doute pas 1l'’implantation pratique d'une
telle méthode.

Par contre, la nature de l'erreur de calcul est
réellement aléatoire & moyenne nulle pour la QRS et

- peut permettre l'amélioration sensible du tratfement

du spectre; dans le courant de cette communication
nous avons utilisé cette propriété pour "moyenner”
les deux parties symétriques du spectre, pour reduire
le bruit de calcul.

Mais il est évident que dans de nombreux problémes la
nature aléatoire de l'erreur est un avantage. Citons
par exemple :-possibilité de moyenner des calculs
successifs sur le méme signal et d’augmenter autant
qu’on le veut la precision

- levé de doute entre raies faibles =t
artefacts liés au calcul (qui apparaissent en (D)

- traitement adapté de formes spectrales,
considérées en QRS comme des formes altérées par du
"bruit blanc”, et non déformées d'une fagon inconnue
déterministe (comme en QD).
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Enfin, pour le concepteur d'une machine spécialisée

la QRS offre un degré de liberté supplémentaire:

La précision globale sera la méme pour 1 calcul sur RO
i ga-n t

g bits que pour une moyenne de 2 calculs sur o

n bits (n q) W

J
RU)’ (%)
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"Gain" relatif en intervalle de dispersion en fonction
de la longueur de mots

Fonction de répartition des ierreurs de calcul

FFT (Signal entrée

= bruit blanc)
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