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RESUME

Durant ces derniéres années, le domaine
de 1'écoute passive sous-marine s'est enrichi de
nouvelles méthodes de traitement d'antenne dont les
performances théoriques sont supérieures i celles
des formations de voie classique et adaptative. Ce
sont les méthodes haute résolution. Elles sont ba-
sées sur les pfopriétés des vecteurs et des valeurs
propres de la matrice des densités spectrales des
signaux regus sur les capteurs de 1l'antenne. Mais
ces propriétés, qui sont des propriétés asympto-
tiques, n'ont AtZ d3montrées qu'ad fréquence pure.
Dans un contexte large bande, il est trds intéressant
d'utiliser simultanément toutes les fréquences de la
bande utile. Une fagon d'aborder le probléme est
d'étudier les propriétés de la matrice de corréla-

tion spatiale.

En exprimant cette matrice en fonction
des vecteurs de Fourier et des matrices des densités
spectrales aux différentes fréquences de la bande,
on montre que ses vecteurs et valeurs propres se
déduisent simplement de ceux des matrices des den-
sités spectrales, et qu'elle posséde les mémes

propriétés haute résolution que ces derniires.

Etude financ&e par la DRET, PARIS FRANCE.

SUMMARY

During the last years, new array
processing techniques have been developped in the
underwater passive listening field. Their theoretical
performance are bétter than those of conventional and
adaptive beamforming : they are called high resolu-
tion methods . They are based on the properties of
the spectral density matrix eigenvectors and eigen-
values of the signal received on the array. These
properties, which are asymptotical properties, has
beeén demonstrated at pure frequency. If the signals
are wide band, it is very interesting to use simulta-
neously all the frequencies of the useful bandwith.

A possible approach to this problem is to study the
properties of the space correlation matrix. Expres-
sing that matrix versus Fourier vectors and spectral
density matrices for-the different -frequencies of the
bandwidth, it is shown that its eigenvectors and
eigenvalues are easily deduced from those of the
spectral density matrices, and that the space corre-

lation matrix has the same high resolution properties.
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INTRODUCTION

Les méthodes haute résolution pour le trditement
spatial d'antenne sont maintenant largement connues
dans le domaine de l'&coute passive sous-marine et
de la g&ophysique.. Flles sont aussi envisagées en
8lectromagnétisme. Leur attrait réside dans le fait
que théoriquement elles sont asymptotiquement plus
puissantes que les traitements spatiaux classique et
adaptatif. Leur pouvoir de résolution augmente avec
le temps d'observation jusqu'd 1'infini (tout é&tant
bien slir stationnaire), alors que celui de la forma-
tion de voie classique est donné par la pupille de
1'antenne comme celui du traitement adaptatif, mais
pour ce dernier l'zsymptote crolt avec le rapport
signal 3 bruit des sources. Cet accroissement de
performance est di 3 une modélisation plus compléte
du milieu. Pour les formations de voie classique et
adaptative, seules les caractéristiques des sources
sont modélisées : elles sont supposées ponctuelles,
spatialement parfaitement cohérentes vues par 1'an-
tenne de r&ception, et les surfaces d'ondes regues
sont une fonction connue de la géométrie de 1l'anten-
ne et de la position de la source. La fonction de

transfert des capteurs est aussi supposée connue.

L'hypoth&se supplémentaire faite dans les métho-
des haute résolution est que la cohérence spatiale
du bruit de fond est connue. Elles supposent aussi

que le nombre P de sources est supérieur 3 celui K

des capteurs de l'antenne.

L'hypothése de base faite sur le bruit de fond
est qu'il géndre des bruits statistiquement indé&pen-
dants sur les capteurs. Dans ces conditions, la
matrice des densités spectrales T (f) des signaux
recus sur les capteurs s'écrit (les sources et le
bruit de fond sont statistiquement indépendants)

PLK - ¥

= z =
TR = T+ By () (0 46 =

GLf) T+ 1 () (1)

G(f) est la densité spectrale du bruit de fond.
I est la matrice de cohérence spatiale du bruit
de fond qui est en l'occurence la matrice iden-
, tité.

di (f) est le vecteur position de la source i
composé des fonctions de transfert entre la source
1 et les K capteurs, normalisées par la fonction de
transfert entre la source i et un point de référen-

ce de l'antenne.

Yi(f) est la densité spectrale de la source i mesurée
sur le point de référence.

+ -
d est le conjugué transposé de d.

Les méthodes haute résolution sont basées sur la
décomposition en vecteurs et valeurs propres de la
matrice des densités spectrales T (f). On peut montrer
que :

- (K - P) valeurs propres sont &gales 3 ¢ (f), les
P autres étant plus élggées.

- Les P vecteurs Vi(f) (i E[l,P ] qui corree-
pondent aux P valeurs maximum Ai(f), sont dans un

sous-espace 4 P dimensions, engendré par les P vec-

-5
teurs position di(f)' C'est le sous-espace source.

~ Les (K - P) vecteurs propres ;j(f) (3e [E+1,K D
qui correspondent aux (K - P) valeurs propres minimum
ft égales sont orthogonaux & chaque vecteur position
di(f)' Tls engendrent le sous-espace orthogonal &

(K -P) dimensions.

Cette analyse conduit aux principes des méthodes
haute résolution :

a) Les valeurs propres de I'(f) permettent de dé&-
duire le nombre de sources et de séparer les vecteurs
propres qui engendrent le sous espace source et le

sous-espace orthogonal.

b) Les positions des sources peuvent étre
obtenues en utilisant soit le sous-espace source [l,AJ
soit le sous-espace orthogonal [5,6] . Dans les deux
cas, 11 est nécessaire d'utiliser un vecteur position
de source modéle E (f, 5) (3 est la position de la
source). Lorsque 1l'on utilise le sous-espace source,
on cherche i identifier la matrice des densités spec-

trales des sources seules mesurée & la matrice modéle:

P
[ 4 vt -
1=1 [i(f) —G‘(f)l v v () =

E > > >4 >
v (B) d (£, 8 d"(£, 6)) 2
=1
Lorsque 1'on exploite le sous-espace source, les
positions des sources sont données par les zéros de

la fonction :

> d >
| v aEel? @

>
G (£,0) = =P+1

Ch ]

Si la matrice de cohérence spatiale du bruit de
fond n'est pas 8gale i la matrice unité, le probléme

est résolu par une transformation connue de la matrice

reey [91.



41

PROPRIETE HAUTE RESOLUTION DE LA MATRICE DE CORRELATION SPATIALE

Les propriétés des valeurs et vecteurs propres
de la matrice des densités spectrales que 1'on
vient d'exposer sont des propriétés asymptotiques.
La résolution de la transformée de Fourier et la
variance d'estimation doivent &tre nulles : la

durée d'observation doit donc &tre infinie.

Cependant, la théorie des méthodes haute réso-
lution n'a &té établie qu'a fréquence pure (bande
infiniment étroite). Si 1'on s'intéresse i un
contexte dans lequel les sources émettent des si-
gnaux large bande, c'est 3 dire dont les densités
spectrales sont non nulles et varient lentement
dans une large bande de fréquence, il est iIntéres-
sant d'utiliser conjointement toutes les fréquences
de la bande. Une fagon d'aborder le proﬁléme est
d'étudier les propriétés de la matrice de corréla-
tion spatio-temporelle des signaux regus. Ce sont
donc comme dans le cas précédent des propriétés

asymptotiques (durée d'observation infinie).

DECOMPOSITION DE LA MATRICE DE CORRELATION SPATIA-
LE ECHANTILLONNEE

On se place dans le cas oli 1'on observe les si-
gnaux aprés échantillonnage.

Soit sk(t) le signal regu d'une source sur le
capteur k. Soit s(t) le signal regu en un point de
référence de l'antenne. Selon le modile, sk(t) est
€gal au signal s(t) filtré par la fonction de trans-
fert entre la source et le capteur k normalisée par
la fonction de transfert entre la source et le point
de référence. Le signal sk(t) s'éerit donc :

oo

5, (t) = fm st ) b (t - 1) dr 4)

Aprés échantillonnage, cette relation s'écrit :

0o

z s(m) hk(e - m) (5)

m= =—w

s, (&)=

La durée d'observation tendant vers 1'infini, le
nombre d'échantillons sur lequel on obgerve les

signaux tend vers 1'infini : on le notera Le .

La relation (5) peut s'écrire sous la forme du
produit scalaire de deux vecteurs de dimension :
L »

> >

se@) = b’ (e) s 6

2 est formé des &chantillons de s(t) et ﬁk(e) de

ceux de hk(—t) décalés de e échantillons par rapport

s >
a s,

Le vecteur d'observation 3# constitué des L &chantil-

lons sk(e) s'crit :
> >
8 = hk s N

oli hk est une matrice (L, x L, ) dont la ligne e est
5 L oF
égale 3 hk(e) . Donc les lignes € et p sont identiques

8 un décalage prés &gal a (p -e).

La matrice de corrélation spatiale échantillonnée
est définie par :

R=E (XXD (8)

>
ol X est le vecteur d'observation 3 (K x L o) di-
mensions componsé des K vecteurs'§k observés sur

chaque capteur :

>4 > 4 >4 >

+
=Loxy e Kpsene XK ] 9)

>

Avec le modéle utilisé, X est &gal 3 :

> > P >

X=B + % S1 (10)

i=1
>
R B est le vecteur d'observation du bruit de fond

et Si celui de la source i. En utilisant la relation

>
(7), on voit que 8; peut s'écrire :

si = Hi si a1

Hi est une matrice 3 (K x Lo ) lignes et L,
colonnes composées par les K matrices hik (relation
(7)) . R est donc égale i :

gl 5 P > > 4 +
R=R(BB )+ = =
BB+ 1 E(H s;'s;” H =Ry 4R,

P i=1
+ (12)
RB * ;il Hi Rsi Hi

Les matrices de corrélation temporelle Rsi sont
symétriques définies positives (forme de Toeplitz) et
peuvent donc s'éerire :

+

1/2 + +
R =0 (4] = A A =
si *si A si *osi Qsi si si Qsi Csi Csi as

Asi est la forme diagonale de Rsi et Qsi sa matrice de

diagonalisation.
La relation (12) s'dcrit donc :
R=rR +¥ H oc,c *u-r't H. &
RB 1=1 1 7si Tsi i RB 4=1 ci H ci (14)

>
Si chi est la colonne 1 de la matrice Hci’ on

peut &crire : P yf:’ - > 15
= z 15
R = +
RB i=1 €=] weci weci

i sont des matrices carrées

(Lo X Leo ) de Toeplitz. Lo

Les matrices Qs

tendant vers 1'infini,

on montre [10] que ses vecteurs propres sont les vec-
->

teurs de Fourrier F, aux Lo fréquences : f = 1
e e Leo TE
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(TE est la période d'échantillonnage), et les va-
leurs propres correspondantes sont égales i la
densité spectrale de Si(t) yi(fe). Les matrices

Qsi sont donc toutes égales 3 la matrice de Fourrier

> > >
F = [Fi,..., Fooerns FLm] (16)
et la matrice H , s'écrit :
ci
- 1/2
Hci = HiF Asi (17)

La matrice diagonale A, comporte sur sa dia-

gonale les Lo densités spectrales Yi(fe). La
matrice H,F est compos@e de K sous-matrices (hikF)

de dimensions (Lo x Lo ). La matrice h,. est définie

ik
par la relation (7) pour la source i. Les lignes de

-~

(hikF) sont les transformées de Fourier 3 chaque
fréquence fe des lignes de hik' Sa premiére ligne

s'écrit donc :
LINCIHIOPNE W N IRTNE W AN (18)

iéme

hik(fe) est donc la k composante du vecteur

position ai(fe) de la source i i la fréquence fe.

La ligne m de h,, est comme on 1'a vu identique

ik
3 la premidre mais décalée de (m -~ 1) échantillons.

Donc la ligne m de (hikF) s'éerit :

-2 % jfl(m-l)T —anfl(m~1)TE .

by (£)e E,... by (F)e

hy (£, ) 27 if. (=D (19)

La matrice (hikF) est donc &gale 3 :

&> > >
h Fo=[h, (EDF ... b (EQF by (£, OF ]

(20)
et la matrice H,F s'écrit :
G i, > > re
HF = [di(fl) @F,... d,(£) Foreo-d (£ )0 FLm]
2n

ol A @ B est le produit de Kronecker des matrices
Aet B [11]
Des relations (17) et (21) on déduit le vecteur
weci : 1/2 >
>

>
weci = Yi'(fe) di(fe) x Fe

(22)

La matrice des densités spectrales des sources

seules s'écrit par conséquent :

TSt v W -

S e=1 i=1 eci eci

+

Lo P - .
e=1l_£=1 Y (£, [31<fe) ® Fe] [a’i(fe) ® Fe]
T . .., ..
T (v, e d, e at epla (75
-2T (f) @ (F F.5 (23)

> +
On appellera les vecteurs [di(fe)db Fe]
vecteurs position généralisés des sources. Ils sont
orthogomaux pour deux fréquences différentes 3 cause

de 1'orthogonolité des vecteurs de Fourrier :

-> N -
[di (fe) ® Fe] El:t (fm) @ FmI
>+ > -
[di(fe) di (fm)] [Fe

+

> >
Fm ]:6. em di (fe) di (fm)

(24)

La matrice RS est donc de rang (Pliw).

Lihypothése de base faite sur le bruit de
fond dans les méthodes haute résolution est qu'il est
statistiquement indépendant entre les capteurs (cas
auquel il est toujours possible de se ramener si sa
cohérence spatfale est connue). En supposant que la
dendité spectrale du bruit de fond est identique sur
les capteurs, Rp s'derit

RB=I®rB (25)

ofi T est la matrice unité d'ordre K, et rB la matrice

de corrélation temporelle du bruit de fond.

Ty ayant une forte de Toeplitz, ses valeurs
propres sont égales & la densité spectrale G‘(fe) du
bruit de fond aux fréquences fe et ses vecteurs propres

sont les vecteurs de Fourier correspondants.

On peut donc écrire :
= I o) FoF" (26)
rB T e e ‘e e
On en déduit :
> > 4 .
= I 9 = I
RB I® e (fe) Fe_ Fe eﬁ-(fe)I ®(Fe Fe) 27
La matrice de corrélation spatiale &chan-
tilonnée est donc &gale 3 :

P
z + z
R = I c(f)I@® (7, ¥, + e[zi=1

1

. >
V() (£)

> >
a7 eJ] ®F, 7

P R > +> 4 > > 4
= Z[ece T+ RGN HCRIER )] ® F 0
e
=2 T @ F, R (28)

Les vecteurs et valeurs propres de R s'ex-
priment facilement en fonction de ceux des
matrices du second membre de (26).+En effg:, on montre
[ 4] que sil} (a), xjm)} et { V,(4), Vj(B)} sont

les valeurs propres et les vecteurs propres
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respectivement des matrices A et B, les valeurs
>

et vecteurs propres >‘p et VP de (A(® B) sont

égaux & :

A L= Ai(A) Aj (B)

p=1ij
(29)

> > >
vp=ij = Vi(A) ® Vj(B)

Les vecteurs de Fourier étant
asymptotiquement orthogonaux, on vérifie facilement
que les vecteurs propres de (;e;e*) sont les vecteurs
de Fourier eux-mémes, les valeurs propres correspon-
dantes étant nulles sauf celles qui correspondent
au vecteur propre ;e qui vaut 1. En utilisant les
relations (29), on déduit que la matrice

>
[F (fm) ® (Fm %;)] est de rang XK.

Les K valeurs propres non nulles

sont égales 3 celles de'F(fm), les vecteurs propres
VY@ F.c
2 VY F . Ces

vecteurs sont orthogonaux pour deux fréquences dif-

- Iy

corraespondants &tant &gaux 2
férentes, i cause de l'orthogonalité des vecteurs

de Fourier :

b -> P -
W0 ®F TR, ) @F ] =gy ¥,(e)]
> & >

> +. >
[Fe Fm]- B V4(ED) Vy (£
Par conséquent on vérifie facile-
ment que les K vecteurs propres [Gi(fm) @ ?ﬁl
sont aussi vecteurs propres de R , les valeurs

propres correspondantes &tant celles de T(fm).

Donc les (KL ) vecteurs et va-

leurs propres de R sont &gaux a :

> >
ViE) @ F 4 e€l, L] , i€[1,K]

Les valeurs propres correspon-
dantes étant égales 3 :

A (£ e¢f1,L) , 1€[1,K]

CONCLUSION
A partir des résultats établis

au paragraphe précédent, il est facile de montrer
que la matrice R posséde les mémes propriétés haute

résolution que la matrice des densités spectrales.

a) Si V (f ) appartient au sous-espace otthogonal, il

est orthogonal 3 tous les vecteurs positions d (f )

A cause de l'orthogonalité 3 deux fréquences dlffe-

rentes des vecteurs de Fourier, les (K-P)Lw
>

) ®F, |

(ie [ P+ 1,K 1 s me[ I,Lwl) sont orthogonaux aux

vecteurs

propres correspondants [51

—
+

aux PL

A (f)@?]ld(f)@Fl
(7' 7.]

- vecteurs positlon generalises des sources

[ Vi+(fm)dj £ )

>4

>
: m#e,Fm Fe =0
(30)

Les valeurs propres associes aux (K - P) vecteurs

Si :m =e) 0, et si

>4 >
vy & -

propres qui correspondent a la fréquence fe’ sont
égales 3 §(f) (ec[ 1,1 D)

>
b) Si Vi(fm) appartient au sous-espace source, il est
par définition vecteur propre de la matrice des den-
sit8s spectrales des sources seules Fs(fm), la valeur
A(E) - (£
Les (PLo ) vecteurs propres correspondants

>

v, (£) ®F,] (1 e1,p],

propres de la matrice de corrélation spatiale &chan-

propre associée &tant &gale 3 :
m a[l,Lm ]) sont vecteurs

tillonnée des sources seules Rs'
Les valeurs propres associées aux P vecteurs propres
sont &gales 3 :

1e[1,P] ).

qui correspondent &
A (£) - T (£) (ee 1,La],
On peut donc écrire 1'identité :

la fréquence fe

P
- =z >
Re = & =1 vy [ (€,)

4.7e)] L F, ¥,
(£ J&F, 7'l

Z%[x (£ -] e V.7 (31)

e 3=1

I1 est donc possible d'utiliser avec 1la
matrice de corrélation spatiale &chantillonnée les
mémes méthodes que celles utilisées avec la matrice
des densités spectrales. .

Pour exploiter le sous-espace orthogonal,
on peut élaborer une fonction analogue a celle de la
relation (3). Connaissant pour chaque frequence f
le modéle du vecteur position source d(f ;), on sait
construire les L modéles des vecteurs position source
généralisés: [E(fm,a)cg %m]. Les vecteurs propres de
R qui appartiennent au sous-espace orthogonal &tant
orthogonaux aux vecteurs position généralisés des
sources, les positions des sources sont données par
de la fonction :

G(_9>) = E i=%f1 l [{;i(fe) ®?el+g(fe’a> ®§e”2 (32)

I1 est facile de montrer que cette fonction

par les zéros

s'éerit : X
>t z &> 12 ¥ -+,
v, (£) d (£,,8)]7 = Ict£,,0)

(33)

z
e 1 =P+l

On obtient donc la simple intégration en fonc-
tion de la fréquence de la fonction obtenue avec la
matrice des densités spectrales, résultat auquel on

pouvait s'attendre.
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Pour exploiter le sous-espace source, on
utilise une matrice de corrélation spatiale des
sources seules modéle :

NI AT AR AR

Les paramétres des sources (densité&s spec-
trales, positions) sont obtenus en effectuant une
identification entre cette matrice modéle et la ma-—
trice de corrélation spatiale dés sources seules
estimées 3 partir du sous-espace source[ 13 :

Y Y Doy ceen] [V YOF V. ¢ )Y@F "
ive e itve e i*ve e

e 1i=1
(35)

Il est de méme possible, comme cela a &té
proposé & fréquence pure &], d'inclure dans le
modéle du vecteur position des sources des paramétres

de propagation.

I1 est clair que dans cette identification,
la détermination des positions des sources se fait

en utilisant toutes les fréquences conjointement.

Pour déterminer le nombre de sources 3
une fréquence donnée, on utilise le rapport de vrai-

semblance généralisé qui conduit 3 des tests dont

1'un des plus simples s'écrit [12] :

T (K-P) Ka
ey ={ [§ ] / 7k ) (36)
i=P+1 K-P i=P+1

ol les ;i sont les valeurs propres de la
matrice des densités spectrales estimée, rangées
dans l'ordre d&croissant lorsque i varie de 1 & N.
A large bande, on observe le vecteur i; Si le
champ de bruit est constitué de processus Gaussiens
centrés, et si le nombre fini d'8chantillons L sur
lequel on observe X est suffisamment grand pour que
la matrice de corrélation de ?ipuisse étre considé-
rée comme &gale a4 R (relation (28)), la loi de pro-
babilité d'une série d'observations §n tn el1,N })

indépendantes, s'écrit :

TN S0 - % 1 ;
. - - I
P {Xn} . (2m 2 [ det R 1 exp - 5 i,
> + -1
X R X 37
n n

En utilisant de méme le rapport de
vraisemblance généralisé, on reut montrer en employant
la méme technique que dans [12 Ique le test &quiva-
lent 3 (36) s'écrit :

, L K A (£) 5 (&P
T (P) =71 { [ T _2;_2_ 1 //
=1 i=P+1 K -P
K -~
1 A (B3 (38)
i=pal L ¢

Si 1'on a des informations a priori, le test peut
changer. Si 1l'on suppose le bruit de fond blanc dans

la bande par exemple, on obtient :

- K-P
wepy = =l K } i(fe)]
T"(P) = 1 { [ I z L(X-P)
e=l ‘e=1 i=P+l
K-l . L M () T3 39
[n A £ o« T
i=P+1 e=]

A titre d'exemple, on présente sur les
figures 1 et 2 des résultats obtenus en utilisant le
sous-espace orthogonal. L'antenne comporte 12 cap-
teurs équidistants d'une demi-longueur d'onde 3 la
fréquence fM' Le champ de bruit est compos& d'un
bruit de surface isotrope et de deux sources i
-5% et +5°, de densités spectrales uniformes, et
de rapport signal 3 bruit -15dB. les matrices de
densités spectrales sont oﬁtenues en intégrant 100
spectres instantanés calculés avec une résolution de
fM/SO. On présente les résultats obtenus avec 10
tirages ind&pendants, aux fréquences 2/3 £, et £,
(relation (3)) sur la fig. I et dang la bande%fn—fu
(relation (33)) sur la figure 2.
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