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RESUME

On considére le probléme de l'estimation des coordon-
nées cartésiennes d'un mobile & partir des seules me-

sures d'azimut, effectuées & partir d'un observateur
mobile.

Ce probléme de filtrage est intrinséquement non liné-
aire. De plus, en 1'absence de mesure de distance, le
degré d'observabilité est souvent trés réduit, d'on
une faible précision des estim€es inhérentes au pro-
bléme. Il en résulte que les filtres de Kalman étendus
classiques fonctionnent parfois dans de mauvaises con-
ditions, en raison d'une linéarisation des éguations
autour d'un point erxroné, d'ou risque important de di-
vergence.

Une solution apparemment trés éloignée, introduite par
Aidala (1977), consiste & utiliser une "pseudo-
observation" linéaire, extrapflée & partir du cas idé-
al sans bruit, ofi 1'azimut observé implique évidemment
une relation linéaire exacte entre les coordonnées. Il
en résulte des algorithmes globalement stables mais
susceptibles de souffrir d'un biais asymptotique.

On introduit ici une approche plus générale pour résou-
dre le probléme de la linéarisation de 1'éguation 4d'ob-
Servation, dans laquelle la technigque du filtre de
Kalman étendu et celle de la pseudo-observation appa-
raissent comme des cas particuliers.

Il en résulte la possibilité de définir des algorith-
mes de filtrage véunissant les avantages de deux mé-
thodes (stabilité globale et optimalité asymptotique),
sans souffrir de leurs inconvénients.

SUMMARY

The bearing-only estimation problem is considered he-
re. This filtering problem is intrinsecally non-
linear. Moreover, due to the lack of distance measu-~
rement, the level of observability is often very low,
which yields obviously very imprecise estimates. Then,
a classical extended Kalman filter could present a
high level risk of divergence.

An other solution was introduced by Aidala (1977),
which manipulates the non-linear measurement into a
"pseudo-measurement” which is a linear function of
the observations. This approach is derived from the
noise free case, where a bearing measurement yields
obviously a linear relation between the rectangular
states coordinates. Then, the filtering algorithms
are shown to be globally stable, but possibly asymp-
totically biased.

A more general approach for the linearization is in-
troduced here, from which the Extended Kalman Filter
or the pseudo-measurement equation follow as particu-
lar applications.

It yields filtering algorithms which present both a-
vantages of the previous methods : global stability
and asymptotic optimality.
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I — INTRODUCTION

Le probléme traité est celui de 1l'azimétrie, c'est
a dire de l'estimation des coordonnées d'un mobile &~
voluant dans le plan,a partir des seules mesures de
relévement effectuées depuis un observateur mobile.

On montre D], @] que l'utilisation des coordon-
nées cartésiennes-conduit & une éguation 4d'évolution
linéaire et & une équation d'observation non-linéaire
qui peut &tre exploitée selon deux approches classi—
ques

La premiére est la linéarisation de 1'équation de
mesure autour des estimées disponibles (filtre de
Kalman étendu), ce qui conduit & un filtre asymptoti-
quement optimal, mais sensible aux conditions initia-—
les et susceptible de diverger facilement E],_ Eﬂ.

La deuxiéme utilise une transformation de 1'équa-
tion non~linéaire d'observation en une équation liné-—
aire de 1'état, appellée pseudo-mesure, ot les coeffi-
cients de la matrice de mesure sont des fonctions non
linéaires des observations Eﬂ , Eﬂ. Cette équation
est valable dans le cas sans bruit, puisque 1'observa-
tion définit alors une relation exacte entre les coor—
données. Il en résulte des algorithmes globalement sta
bles. Toutefois, si les mesures sont perturbées par un
bruit additif, les pseudo-mesures seront linéaires mais
avec un bruit additif non indépendant [5], et les esti
mations résultantes seront alors biaisées.

En section 2, on présente le probléme connu sous
nom d'azimétrie : en choisissant comme état les coor-—
données cartésiennes du mobile par rapport a 1'observa-
teur ainsi que leurs dérivées premidres, on écrit les

équations d'évolution et d'observation.

En section 3, on propose une approche générale de
la linéarisation de 1l'équation d'observation. Deux cas
particuliers de cette méthode générale conduisent,
l'un au filtre de Kalman étendu et l'autre au filtre
avec pseudo-mesure (section 4).

Les solutions proposées en section 5 permettent de
définir des algorithmes de filtrage réunissant les a-
vantages des deux cas particuliers précédents, c'est-
a-dire la stabilité globale et l'optimalité asymptoti—
que, en éliminant leurs inconvénients.

IT - PRESENTATION DU PROBLEME

Soit deux mobiles évoluant dans le plan (figure
1) suivant des trajectoires quelconques. On se propo-
se de déterminer la trajectoire du mobile (B) A par-—
tir des seules mesures d'azimut (angle par rapport au
nord sous lequel L observe B) effectuées a partir de
1l'observateur mobile (L) dont on connait, & chaque
instant, la position et la vitesse.

On note
Z 1'azimut
D la distance LB
VL et KL la vitesse et le cap du mobile L
VB et KB la vitesse et le cap du mobile B
XL et YL les coordonnées cartésiennes du mobile L
XB et YB les coordonnées cartésiennes du mobile B
“Y (Nord)
Y B
B Xp
V‘B
4

D
Y KL
L

L VL
T X{Est)
XL XB
0
Figure 1

L'utilisation des coordonnées cartésiennes rela-—
tives (de B par rapport & L) conduit a une équation
d'évolution continue linéaire, de la forme [4], [5] :
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ol X

Le mobile B suit, la plupart du temps, une route
rectiligne & vitesse uniforme mais, des bruits u, et
u,_ sont introduits dans ce modéle pour prendre en
Cgmpte tout changement aléatoire de cap KB ou de vi-
tesse VB. on fait alors l'hypothése que :

X ~est un bruit blanc, centré de covarian-
¢ ce Q.

Soit Zm l'azimut observé A l'instant k :
Zm= 2 + V

k "k k
L'équation de mesure est discréte et non linéaire
Xy
ka =Arctg g;-+ Vk (2)

avec ka = Zm(tk), Xk = X(tk). Yk = Y(tk)

Le bruit de mesure V, est supposé 8tre une séquen
ce indépendante, centrée, de variance r.

Notons que l'utilisation des coordonnées polaires
conduit & une équation de mesure linéaire mais & une
équation d'évolution non linéaire [1] ’ [2].

L'équation de mesure (2) est non linéaire et on
va en proposer une linéarisation en vue de mettre en

oeuvre un filtre de Kalman approché.

III - LINEARISATION DE L'EQUATION DE MESURE

On se propose de linéariser l'équation de mesu-
re (2) autour d'une approximation XX, Yﬁ, que l'on 4é
finira ultérieurement, et qui ne sera pas obligatoire-
ment la prédiction ik' Y,  délivrée par le filtre es-
timateur de X, , Y b4 ket 9 .

k' "k’ k k
x x :
X, et Y, définissent des approximations d‘azi-
mut et de distance :

3
2X =Arctg 5 (3
k Y*

k
% % 2

(4)

La linéarisation au premier ordre de 1l'équation
(2) donne :

i % x x5 *
= ————— - - -
Zy = Arctg — 75 %K T W
k * x5 4y
Xk k k 'k
+
Ek + Vk . .
% Coszk sinZk
Zk=Zk+([)*)>(k—(D*)Yk+e:k+vk (5)
k k
ol £ est un terme du deuxiéme ordre par rapport aux
erreurs d'approximations ( - x%) et (v, - ¥X), mais
: k *, k k -
aussi par rapport aux erreurs (Zk - Zk) et (Dk - Dk)

En effet, il résulte de (2) et (5) :

D,
* .3 x . . x

€ = Zk - Zk - —;—(cos Zk sin Zk sin Zk cos Zk)
D
k

1 * * . *
- — - 2% - -
€, ~ [pf(z, - z0) - b, sin(z, - 27,)]

k

D,
1 * * x b3 % 3
T Pr - 20 - D@y - 2+ 35 - B
X D
k x5
T 4 R AP
D, D,
1 % x Dk %3
e = x U0 - D@3 - %) vy - 27 -
x
x5
z, -z + o] (6)

Si on néglige €yt les équations d'évolution (1) et
d'observation (5) sont maintenant linéaires et on peut
définir un filtre d'estimation linéaire, Si et Y,
sont des prédictions des deux premiéres composantes.
de 1'état, résultant des é&tapes d'entretien, alors l'in
novation apparaissant dans l'étape de remise i jour s'é
crira, en ne tenant pas compte des termes du second or-
dre :

coszt - sinZi -
Ve =M =2 - T KRt % m
Dk Dk

IV - LES CAS PARTICULIERS CLASSIQUES

Le principe général de linéarisation proposé pré-
cédemment inclut deux cas particuliers classiques : le
filtre de Kalman étendu et le filtre avec "pseudo-
observation",

~ le filtre de Kalman étendu :
. -
On pose : Z = Z = Arctg =
k k ¥
k
p¥=p 24372

(]
o
,.

k k

Alors, l'innovation v, (7) devient :

k

vk = ka - zk (8)
et on retrouve le filtre de Kalman &tendu classique.

Notons gue xk et § étant, en principe, les
"meilleures"® prédictions 5isponib1es, le terme £ se
trouve minimisé. Malheureusement, si le filtre commence
4 diverger, & la suite d'une mauvaise initialisation,
rien ne garantit plus que £ _ reste petit, et le filtre
peut alors décrocher définitivement.

- filtre avec pseudo-observation :

x

. Zk = ka

D, arbitraire, borné supérieurement et inférieu-~
Alors, l'innovation vk devient :

_ 1 : :
\)k = -D—*— Ecoska xk + simZmk Yk-l
k

Au facteur -l— prés, cette innovation est exacte
ment la méme que D, celle qui résulterait de la
"pseudo-observation” (3] :

On pose :

rement.

(9)

=-coska xk + siank Yk + wk {10}

ol W, est une erreur résultant de la différence entre
1l'azimut vrai 2, et l'azimut observé Zm . En effet, si
1'on multiplie par.l; avec D: arbitraire chacun des deux
membres de 1'équatio§ (10), l'innovation résultant de
cette nouvelle équation de mesure est identique i celle
de 1'équation (9).

Par rapport au filtre de Kalman étendu, il exis-~
te une différence fondamentale car ZX et DX ne résultent

pas d'une simple prédiction, effectuge 4 partir des me~
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sures passées, mais Z* dépend de la mesure présente
A =2Z + V ., Il en résulte que les coefficients de
1 uat?on 1§néarisée (5), soient ¢

cos Z* sin Z*
"_!'k' et - —Th, sont fonction de v, .
Dk Dk k
D'oll un biais qui peut apparalitre dans les estimations

Bl

Par contre, sachant que le bruit Vv, est borné&, et
que Z_~ 2¥X = V, dans l'expression (6) de g _, il est
clair’que "€  restera obligatoirement petit, et donc
due le filtre basé sur la linéarisation (5) sera glo-
balement stable,

Grdce i la présentation unifiée des deux méthodes
il devient possible de proposer des compromis préser-—

vant les avantages des deux méthodes.

V - LES METHODES PROPOSEES

. premiére solution :

Dans cette premi&re méthode élémentaire, on se
donne :

Vmax, la borne supérieure de Vk

Dmin et Dmax, les bornes de D,

k

On définit :

% -

Zk = Zk si Zk € Ez':::k - Vmax, ka + Vmaﬂ
Z* =Z - Vmax si Z, < 2 Vmax
k - M k © Mk
Z* = 2Z + Vmax si 2, > 2 + Vmax
S " x ~ “M™x

* - A .
D, =D, si D¢ [Dmin, Dmax]

Dx = Dmin si 5 < Dmin

k k
D* = Dmax si 6 > Dmax

k k

Pour un fonctionnement satisfaisant du filtre,
cette solution est équivalente au filtre de Kalman
étendu et, si le filtre a tendance, pour une raison
quelconqge, 3 diverger, on borne les erreurs (2 -Zk)
et (D, -D) dans l'expression (6) de € et le fi&tre
proposé reste stable.

. Deuxiéme solution :

Dans cette deuxiéme méthode, on propose une so-
lution plus élaborée :

P P
XX
soit xy la matrice de variance-covariance asso-
Xy vy - -
ciée aux erreurs de prédictions de X et Y et r la
variance de Vk. k k

On calgule les variances des erreurs de prédiction de
Zk et D, par les approximations (linéarisation au pre
mier ot&rel :

- - -

cosZ, 2 2 cosZ, sin 2 sinZ
Pz = (— k) P _ k— k P + k)ZP
D XX p. 2 xy b ¥y
k k k
P = sinzé P + 2 cos é sin i P + co 2 é P
) k ©oxx €os Ly k 5 % Fyy

On propose alors de linéariser l'équation de me
sure autour de :

P
X Zz r Iy
zZ = Zm  + Z
+ P_ +
k PZ r k 2 r k
D: =/h2+p

Ces approximations seront elles-mémes &crétées si
elles sortent des intervalles {2 - Vmax, 2 + VmaZ]
pour 2 et [§yin, qugj pour Dk’ ce qui garantit la
stabilité globale.

On peut néanmoins conjecturer que le filtre fonc-
tionnera correctement, c'est-3-dire sans recours 3 cet
écrétage, en effet ; 3 l'initialisation et en début de
fonctionnement, lorsque P, est grand, on prend l'appro
¥imation stabilisante 2’ = 2 , et a la convergence,
lorsque PZ dgcroét, on “se rapproche de l'approximation
optimale Zk = Zk qui garantit l'absence de biais,

Par ailleurs, en introduisant P_ dans l'expres-
sion de P*, on prévient lé cas défavorable ol Dﬁ de-
viendrait petit ou nul.

La méthode proposée effectue donc une transition
progressive entre le filtre globalement stable (filtre
avec pseudo-mesure) et le filtre asymptotiquement op-
timal (filtre de Kalman &tendu).

VI - CONCLUSION

On a présenté une approche unifiée pour la linéa-
risation de l'éguation d'observation en azimétrie. Dans
cette approche, le filtre de Kalman étendu et la tech-
nique de la pseudo-mesure apparaissent comme des cas
particuliers, ce qui permet de suggérer des formula-
tions intermédiaires réunissant les avantages des deux
méthodes, c'est-a-dire la stabilité et l'absence de
biais.
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