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RESUME

Une extension stochastique du probléme de la
déconvolution est faite afin de résoudre une diffi-
culté d'orthogonalisation rencontrée quand on accélére
la convergence de la méthode de Kaczmarz pour effec-
tuer une déconvolution en temps réel, La formulation
choisie s'applique aux problémes mono ou bi~dimension-
nels et un algorithme rapide est utilisé pour calculer
une solution optimale. Les résultats obtenus permet-
tent d'éclairer les hypothéses implicites d'une mé-
thode algébrique précédemment développée et de refor-
muler un algorithme sous—optimal pour une plus large
classe de problémes. Des résultats obtenus en simula-
tion sont présentés et une comparaison est faite avec

quelques méthodes de déconvolution.

SUMMARY

Most deconvolution problems can be expressed in

the system of linear equations y = Hx + b where y is

a vector of observations, x a vector of unknown signal
parameters, H a known matrix and b a vector of random
errors. It is shown how a Kalman filter approach can
solve an orthogonalisation problem that occurs when
algorithm

for real-time deconvolution. A fast algorithm is used

accelerating the convergence of the Kaczmarz

and a new suboptimal estimator is developed in the
case of noise and input stationary statistics. Simula-
tion results in reflection seismology are presented
and a comparison is made with other well~known deconvo-

lution methods.
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I. INTRODUCTION

Le probldme de la restauration d'un signal dé-
gradé par un systéme linfaire a des applications nom-
breuses dans des domaines variés tels que la spectro~
métrie, la géophysique, la calorimétrie, la radio-

astronomie, la mesure des tr&s hautes tensions, etc...

Ce probléme de restauration ou de déconvolution est
un probléme inverse et,comme la plupart des problémes
de ce type en physique, il s'agit d'un probléme mal
posé. Les premiers développements de la théorie de la
déconvolution ont donc porté sur une refonte du con-
cept de solution : quasi-solutions, solutions appro-
chées, régularisation. Le second volet de la théorie
concerne la stabilité de la solution puisque 1'on ne
peut pas se satisfaire des habituelles conditions
d'existence et d'unicité. Les difficultds de ce pro-
bléme sont essentiellement dues au caractdre compact
de l'opérateur de convolution et au fait que 1'on
travaille avec des données réelles, et donc inévita-
blement entachées d'erreur. Les travaux effectués
dans ce domaine ont montré le rdle essentiel que
jouait 1'information a priori dans 1l'obtention d'une
solution acceptable. Si 1'on remarque de plus que,
dans la pratique, les données 3 traiter sont néces-—
sairement discrétes et en nombre fini, on comprend
qu'une fagon naturelle d'englober ces différents
aspects, information a priori, bruit de mesure, don-
nées discrétes, consiste 3 effectuer une extension
stochastique du probléme en utilisant une approche
bayésienne. Cette idée qui n'est pas nouvelle [1,2]
permet de transformer le probléme initial en un pro-
bléme bien-posé, mais il reste encore # résoudre les
difficultés liées aux aspects numériques de la dé-
convolution. En effet, les dimensions du probléme
sont souvent telles qu'um traitement récursif des
données s'impose. L'outil de base en est le filtre de
Kalman et des solutions intéressantes ont &té propo-
sées dans le cas de signaux monodimensionnels [3,4,5],
Un effort considérable a &té fait ces derniéres an-
nées pour &tendre ces techniques de filtrage récur-
sif monodimensionnel 3 deux dimensions. Le principal
obstacle est 1'absence d'ordonnancement naturel de
1'image qui rend la notion habituelle de causalité
inapplicable et qui conduit 3 introduire des modéles
semi-causaux et des hypothéses de séparabilité de co-
variance. De plus, les travaux publiés concernent pour
la plupart la restauration d'une image simplement
bruitée ou bouge et bruit@e, et il existe peu de ré-
sultats sur le probléme général de la déconvolution
récursive d'images [6,14].

Dans cet article nous utilisons un modéle d'état
applicable aussi bien aux problémes monodimensionnels
que bidimensionnels dans lequel le vecteur d'&tat
s'identifie 3 l'objet entier 2 restaurer et ol seule
1'équation d'observation traduit la dynamique de
1'acquisition de 1'image. La difficulté avec cette
approche est 1'énorme volume de calcul et de mémoire
qu'elle nécessite dans sa formulation classique [7].
C'est pourquoi, dans un deuxi®me temps nous présentons
un algorithme de Kalman rapide qui permet un gain
substantiel sur ces deux points. Il s'agit simplement
d'une extension de la méthode de Morf et coll. [8] au
cas d'un mod@le non—constant particulier. Un autre in-
térét apparalt alors : il est possible d'utiliser cet
algorithme rapide dans le probléme voisin de la re-
construction d'images en tomographie sans la contrain-
te d'une observation vectorielle liée aux mod&les in-
variants dans le temps [9].

Nous appliquons ensuite cette méthode au cas de
la d&convolution monodimensionnelle, ce qui permet
d'éclairer les hypoth@ses statistiques implicites
d'une méthode déterministe précédemment développée
[10] et de reformuler un estimateur sous—optimal

rapide dont le calcul du vecteur-gain ne nécessite plus
la résolution d'une &quation matricielle de Riccati
[11]. Une comparaison est ensuite faite avec d'autres
méthodes [3,4,5], illustrée par des résultats obtenus
en simulation.

II. EXTENSION STATISTIQUE DU PROBLEME

Les données &tant discrétes et en nombre fini, le
probléme de la déconvolution se raméne 3 la résolution
d'un systéme linéaire d'équations

y = Hx+b (1

oll y est un vecteur d'observations dont les coordonnées
sont les m mesures effectufes, x est un vecteur de n
paramétres définissant le signal 3 restaurer, H est ume
matrice connue et b est un vecteur représentant les
erreurs de mesure supposées additives [10]. Il s'agit
132 d'un mod&le tré&s général applicable aux problémes de
déconvolution de signaux temporels, de restauration
d'images, de reconstruction d'images.

Les suites {x(k)} et {b(k)} sont supposées &tre
des réalisations de deux processus aléatoires et 1'in-
formation a priori nécessaire pour.obtenir une solution
acceptable 3 ce probléme porte sur leurs lois de proba-
bilité. Elle est donnée par

E(x}) =x ElG-x)&-x)V=Ry=P (@
E(b}) =0  Eb DT =R, (3)
E{bx"}=0 %)

Le probléme de la déconvolution devient un problié-
me classique d'estimation dans lequel cette information
a priori est utilisée pour construire un estimateur op-—
timal. Cette information a priori &tant limitée aux
deux premiers moments du signal 3 restaurer et du bruit,
1'estimateur retenu est l'estimateur linéaire & va-
riance minimale qui est 1'estimateur de Bayes dont la
fonction de cofit est la variance de 1'erreur d'estima-
tion. Son expression est

~1
A _ 2 t t .
X=X + POH [HPO?I + Rbb] [X. Hzo] (5)
t~1 -1 t -1 -1
= [ Rbb + Po ] [H Rbly + PO X, (6)

Dans la pratique, les dimensions m et n sont &le~-
vées et du méme ordre de grandeur, si bien que 1'inver-
sion de la matrice de covariance des mesures
Ryy = (HPGHY + Rpp) ou de la matrice d'information

~1 -1 ~ cez
(H'RppH + P, ) nécessitée par 1'une ou l'autre des
expressions de cet estimateur n'a rien de trivial et
devient trés rapidement impraticable lorsque n croit.

I1 est possible de mettre cet estimateur en oeuvre
de fagon récursive, en utilisant les données scalaires
y (1) au fur et 2 mesure de leur acquisition. Il s'agit
d'un cas particulier d'un filtre de Kalman et si xj dé-
signe 1l'estimée & variance minimale aprés i mesures
scalaires yj telles que

y, = Ei§'+ bi N

i

oli hy désigne la i&me ligne de la matrice H, alors

~ ~ e.—1 ~
PRI A YOI GRS ¥ (8)
~ _ t € _ t 2
ot Ky =Pihy Ty = hyPyhy +ooy )
-l t _ 2
Piop = Py ) Ky Elbybi} = 038 (10)
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Comme les mesures sont scalaires, il n'est pas
besoin d'inverser de matrices. Cependant la matrice
de covariance Pj de dimensions (n x n) doit &tre cor-
rigée 3 chaque fois, et ceci entraine un volume de
calculs et de mémoire considérable dé&s que les dimen-
sions du probléme sont grandes. Dans le cas monodimen-
sionnel oli le signal 3 restaurer est naturellement or-
donné, on peut introduire une dynamique dans le vec-
teur d'état x de fagon 3 en réduire la dimension 2
celle de la réponse impulsionnelle discrétisée du
systéme linéaire dont il faut corriger la distorsion
[3,5]. Si le systéme est de plus invariant, on peut
utiliser des algorithmes rapides [5]. Le seul inconvé-
nient est que le signal & restaurer doit étre repré-
senté comme un processus autorégressif d'ordre fini.
Par contre, dans le cas des images, le méme souci de
réduire les dimensions du vecteur d'é&tat conduit 2
organiser 1'image en bandes et & introduire ume cau-
salité artificielle en utilisant des modéles semi-
causaux [12,13]. L'optimalité de la solution est donc
perdue dés le départ [15]. C'est pourquoi il nous a
semblé intéressant de mettre 2 profit les techniques
introduites pour le développement d'algorithmes rapi-
des [8] et de rechercher une solution moins coiiteuse
en volume de calculs et en taille mémoire que la solu-
tion classique du filtre de Kalman bidimensionnel
scalaire, en exploitant les propriétés de 1'équation
d'observation (7), avant d'introduire &ventuellement
des solutions sous-optimales.

III. DEVELOPPEMENT D'UN ALCORITHME RAPIDE

Une réduction substantielle du volume des cal-
culs et de la mémoire nécessaires pour la mise en
oeuvre d'un filtre de Kalman peut &tre obtenue dans
le cas d'un mod&le d'&tat constant dans le temps
[8,16,17). Ceci est obtenu en remplagant 1'&quation
de type Riccati utilisée pour corriger la matrice de
covariance, par une &quation de type Chandrasekhar.
Ce résultat peut &tre étendu 3 certains mod&les non
constants. Les &quations de ces mod&les s'@crivent

y. = hizi + b.1 (1)

1

(12)

Bel T X Y 4Y
ol le bruit d'état uj est introduit pour tenir compte
d'éventuelles erreurs de modélisation dans (11). Les
hypoth&ses s'&crivent

E{:_(O} =0 E{§o§2} =, (13)
E{u;x } =0  E{b;x } =0  E{u} =E{b;} =0 (14)
E{uiuj} = Qaij E{bibj} = Rdij E{uibj} = Céij (15)
de plus by, = h,D, et Y, =Dy, (16)

oll Dj est une matrice orthogonale (D“1 = %) intro-
duite pour tenir compte du mode d'acquisition des
données. Dans le cas mono-dimensionnel, il s'agit d'wn
simple opérateur de décalage et cette matrice est
constante. Il en est de méme dans le cas de la tomo-
graphie, sous r&serve que le découpage de l'objet ait
été fait en coordonnées polaires avec un incrément
angulaire sous-multiple de 1l'angle de rotation de la
source. Dans le cas d'une restauration d'image, cette
matrice n'est plus constante, mais prend successive-
ment deux ou trois expressions selon le mode de
balayage choisi [18].

L'estimée 3 variance minimale est calculée récur~
sivement par

.+ &i (Ri)—l (yi'}_l_iﬁi) (17)

oll
R = h;P,hf 4+ R (18)
K, =P.h +y,C (19
Pl = By * 500 - K EDTK] (20)

Pi n'intervenant pas explicitement dans (17), on cher-
che, comme dans [8], 3 ne faire apparaitre que des
accroissements, ce qui &vitera de calculer explicite-
ment (20) & chaque observation. Posons

LI R (21)
e A -
SR{ = R, - R;_, (22)
Ao o _ ot
By 2Py =Dy PiPi 23

Les 8quations (18-20) du type Riccati peuvent &tre rem-
placées par des &quations du type Chandrasekhar (voir
1'annexe)

Y= [1 - Ei(Ri)_lhi]Yi_, (24)
M,y = ¥ M YEREED T her (25)
Ter T RS ByYiMYiRL, (26)
Kipp = DiK; + LMY (27)

L'initialisation de (26) et (27) se fait sans difficul-

te

_ t
K =7h 28)
€~ haht+R (29)
[o] -0 0—0

mais celle de (24) et (25) nécessite, comme pour [8]
quelques calculs préliminaires. Posons
-t

t € t
<SPl =T * ZOQIC» - 5o(Ro) l—(o I)onoDo

(30)

La dimension de la matrice carrée Mj est le rang
a de 8P] qui peut étre tr&s inférieur 2 la dimension n
du vecteur d'&tat x. Avec la définition (30), les va-
leurs initiales Y, et My de (24) et (25) sont obtenues
en factorisant aussi 6P| sous la forme

MO

6By = Y MY. avec M = -ocbeeee| 4,0, M_<0 (31)
0 I M

1
Lorsque @ << n, le nombre de variables corrigées par
(24~27) est bien plus faible que dans la version clas-~
sique (18-20), le volume des calculs et la taille mé-
moire sont alors considérablement ré&duits, avec comme
conséquence annexe mais importante une meilleure stabi-
1it& numérique.

IV. APPLICATION A LA DECONVOLUTION MONODIMENSIONNELLE

Dans le cas d'une déconvolution monodimensionnel~
le, 1'équation (7) s'&crit, pour un systéme invariant

Y;g]
y. = ) h,x., .+ b,
i 320 j5i-j i

(32)
oi les coefficients h: sont les valeurs de la réponse
impulsionnelle discrétisée. Le systéme dont on veut
corriger la distorsion &tant supposé invariant, nous
avons

h = [h

by = [hy_ by oseee, (33)

Bys0se++,0]
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et la matrice Di est constante et de la forme

o 1 o 0
0o 0 1-._. 0

Di = .: E E e, - =D (34)
'i O Qesocessscse

Les processus {x;} et {b;} &tant supposés stationnai-
res et le modé&le (33) parfaltement connu, nous pouvons
écrire puisque T, est une matrice de Toeplitz

§p) = - K &%kt - ptr p
o —o‘0o o o (35)
- -K (RE)—IKt
=0 "0’ o
o8 K =7nh’ et R =hh" +R (36)
~o 0—o o -0 00
La matrice Mo est donc un scalaire et nous avons
Y =K M = -5 €
) o o
L'algorithme s'@crit donc
¢ ThaY
d = cM,
i
K., = DR, + dy,
A =
R]._+1 = R. + cd
-1
Yip =Y 7 oD TR,
-1
My =M+ RS /

11 est possible, 2 partir de cet algorithme,
d'effectuer une déconvolution en ligne ou en temps
réel, et de fournir 2 1'instant i la meilleure estimée
lissée de 1'entrée & 1'instant i-p. La méthode étant
localement optimale, il suffit de faire

x(i-pfi) = B.%(i) (39)
ol B est un vecteur ligne dont toutes les coordomnnées
sont nulles sauf la pi&me qui vaut un. Dans ces condi-
tions, si q = max[p,2], le nombre d'opérations arithmé-
tiques élémentaires nécessitées par (39) est de
(4q+2+4) multiplications et (4q+%+5) additions par
instant d'&chantillonnage. Dans la pratique, 1'amélio-
ration due au lissage est surtout sensible pour les
faibles valeurs de p, et 1'on a en général q =

V. RETOUR SUR UNE METHODE SOUS~OPTIMALE [10]

Lorsque les processus {x;} et {bj} sont station-
naires, le vecteur §Kg,i de A6 converge trds vite vers
le vecteur nul. Le calcul du vecteur—gain ne nécessi-
tant pas de disposer des données y;, i=1,2,..., ume
facon simple de réduire le volume des calculs, sans
trop perdre par rapport 2 la solution optimale, con~
siste 3 remplacer (38) par

t
Ko,iv1 = DK 5 (40)
N
ave K = [D]'K 1
¢ K0 = T Eg D

oli Kg,N est calculé & 1'avance et une fois pour toutes
a 1Talde de (38), N étant une valeur de i pour laquel—
le SK ; est sensiblement nul. Cette solution est inté-
tessante lorsque la méthode est mise en oeuvre en temps

réel puisqu'elle permet de réduire le nombre des opé-
rations arithmétiques &lémentaires d'un facteur 2,5.

C'est dans ce méme but qu'une méthode algébrique
de déconvolution en ligne avait été développée [10]
dans laquelle le signal 3 restaurer &tait considéré
comme un signal déterministe inconnu. Cette méthode
consiste 3 accélérer la convergence de l'algorithme de
Kaczmarz pour l'inversion généralisée de 1'équation (1),
en effectuant une quasi-orthogonalisation de lignes 3
1'aide d'une transformation lingaire de 1'espace du
signal. Cette méthode est particuliérement simple et
fournit de bons résultats dans le cas de systémes
ayant un caract@re passe-bas dominant. Cependant, cet-
te approche déterministe du probléme entraine un empi-
risme dans le choix de la matrice de transformation
qui s'accommode mal des syst&mes passe-bande rencontrés
par exemple en &chographie ultrasonore [19]. Dans cette
méthode, le signal est restauré selon une &quation ana-
logue 2 (8), mais oll le vecteur gain est obtenu par

-1
e.=1 _ t t
gi(ri) = Mihi(hfm‘h‘> (42)

1l 1—1

ol M. =D Mi—lD et M0‘= matrice diagonale (43)

L'erreur moyenne quadratique emq peut étre calculée
pour un vecteur gain quelconque # partir de 1'expres—
sion suivante de 1'évolution de la matrice de covarian-—
ce P

_ . _ t
o1 = (TEhP; (IK5hy)

et
i+l * KiRiKy (44)

Dans la méthode de Kaczmarz, M = I, d'oli

emg; | = E{(x—x 1) (x x +l)} = trace[Pi+1] (44)
t 2
“lgpinf - o)

En 1'absence de bruit, o; = 0, 1'erreur moyenne qua-
dratique est garantie non croissante et on converge
vers la solution inverse généralisée de y = HX. Dans
la réalité of # O et la méthode peut diverger ou &ven—
tuellement se stabiliser dans un comportement cyclique
dés que E_'lP-ht < o: [9). L'introduction d'une matrice
de quasi-orthogonailsatlon Mo # I améliore les choses
[10]. L'erreur moyenne quadrat1que devient

t
- 2(h;Mhp)"

emq.

= emq.
i+l 3

(h MlPlhl)

£o=2 M2 (46)
+ (hMph) ™ (MR

La présence du terme en MZ dans 1'expression du coeffi~
cient de Rf montre qu effectlvement on peut modifier
1'importance relative des deux termes d'évolution de
1'erreur quadratique moyenne en jouant sur le choix

des 8léments diagonaux de M. I1 n'empéche que la va-
leur optimale de Kj, c'est-3-dire celle qui donne une
solution 3 variance minimale 3 chaque i, est donnée par
(9). Dans [101, le choix de M, &tait fait en pondérant
exponentiellement le passé de fagon 3 permettre 3
1'algorithme de suivre les fluctuations rapides du si-
gnal & restaurer. En fait ce choix serait opt1ma1 si

M: ht(h M. ht)"l = P, ht(Re)' c'est=-3-dire si le vecteur

&tait un vecteur propre de la matrice de covarian-—
~% erreur de l'estimateur 3 variance minimale. Cette
condltlon est assez bien approchée lorsque le systéme
a une réponse impulsionnelle du premier~ordre dominant,
ce qui explique les bons ré@sultats obtenus avec des
systémes de ce type [10].

La méthode (40-41) permet donc de résoudre la dif-
ficulté précédente et de fournir, quel que soit h,, une
solution vraiment sous-optimale, c'est-d-dire proche de
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A B8

fhﬂ/hl b

i

L IIHI(I
R

1'optimum. De plus, et contrairement & [11], le cal-
cul de Ky ne nécessite plus la résolution d'une équa-
tion matricielle de Riccati et peut &tre fait par un
algorithme rapide (38).

VI. EXEMPLE D'APPLICATION

Le probléme simulé est celui de 1'étude d'um
milieu stratifié, tel qu'il peut &tre rencontré en
&chographie ultrasonore [19] ou en géophysique [4].
L'exemple est d'ailleurs emprunté 2 Mendel [4]. La sé&-
quence d'entrée représentant la réflectivité du mi~
lieu est représentée 3 la figure l-a. Elle est impul-
sive et blanche par nature et modélisée par un proces-
sus Bernouilli-Gaussien. L'instrument a ume réponse
impulsionnelle du 48me ordre qui est discrétisée sur
% = 48 points. La sortie mesur@e avec un rapport si-
gnal-3-bruit de 10 dB est présentée 3 la figure l-b.
Les résultats obtenus par la méthode déterministe [10]
sont présentés 2 -la figure l-c, et les figures 1-d,
l-e et 1-f présentent les lissages obtenus respective-
ment par le filtre de Kalman classique (8-10), le fil-
tre de Kalman rapide (38) et par le nouvel estimateur
sous-optimal (Adéle 40-41). Ce demier résultat sou-
tient la comparaison avec 1'estimation optimale de
Mendel [4] avec, malgré le caractére "minimal" de la
représentation de ce dernier, wn gain d'environ 2,3
dans le volume des calculs, ce qui justifie 3 nos
yeux 1'approximation asymptotique (41).

VII. CONCLUSTIONS

Le tableau ci-aprés résume le volume des calculs
(limité aux multiplications jugées les plus cofiteuses)
nécessités par la restauration d'un vecteur d'entrée
2 partir de m observations de la sortie et avec un
modéle d'observation de dimension 2.

L'utilisation du filtre de Kalman discret pour
résoudre le probléme de la déconvolution n'est pas
nouvelle [3,4,5], mais 1'approche que nous proposons
se distingue des précédentes par les avantages sui-
vants @

WVWHI V

Algorithme Multiplications

[3(m+2)2 + 3(m+2) Jm
(223 + 522 + 4)m + 2

Kalman conventionnel [3]

Lisseur optimal en deux

passes de Mendel [4] (*)
Kalman rapide (38) [5] (58 + &)m
Adéle (17,40) 2%m

(*)1a valeur de % est en général plus faible dams
ce cas car le modéle d'état est wme r@alisation
minimale.

(1) la différence essentielle avec 1'estimateur
de Mendel [4] est que 1'&quation d'observation (7)
est 1'intégrale de convolution discrétisée. Cette fa-
gon de procéder, commune avec [3,5] Eévite tous les
problémes de réalisation minimale et de stabilité as-
sociés 3 la méthode de Mendel. De plus le calcul de
x(i-p/i) est immédiat.

(ii) la différence avec la méthode de Crump [3]
ou de Commenges [5) tient & 1'information a priori sur
le signal 3 restaurer qui est uniquement contenue dans
Ty, ce qui est moins restrictif qu'un modéle autorégres-
sif, et ce qui permet cependant de développer un algo-
rithme rapide.

Par ailleurs 1'approximation asymptotique de la
version sous-optimale (Ad&le 17,40), qui est jusfifiée
dés que £ < m, permet de gagnmer un facteur d'environ
2,5 dans le volume des calculs tout en fournissant des
résultats acceptables.

L'exploitation de 1l'algorithme (24-27) dans le
cas des signaux bidimensionnels est expos&e dans [18].
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ANNEXE

Avec les définitions (21-23), la démonstration
de (24-27) se fait par ume technique analogue 2 celle
utilisée dans [8]. Posons

A t
% =K - DK 21
] _ t t -
dloll &Ry = (Py - Dy yPy Dy phy (a-)
~ e A _¢e
de méme OR; = R; - R, (22)
traine RS = h, (P, - DY )b} (A-2
entra i = B3Py = Dy Py D5k )
Nous obtenons, d'aprés (20)
-t
&, . =06P. - K .(RH K",
i+l i —g,l( 1) —g,1 (a-3)
t -1t
N IRL SPIRYC - B SAPIY F
e 1
ot K, i =K R (a-4)
_ - e t].t
SPier = OBy Eg,i[Ri-l * Eidpihi]gg,i (-5
+[K . - oK ](R )[K ., - &K .]t
_g’l —-g’ A_g’l -‘g’l
on &k .&4x . -pt x .
8,1 —g,i i-1=g,i-1
= - -1 -
= (% - By ;R (RE_)) (a-6)
-1
[I K, ihl]ﬁP ny(RS_)

En reportant (A-6) dans (A-5) et en développant, il
vient

I -1 t
82, 1 = [I K., 121][6P + 8P, h (R ) Eiapi]
€ (A-7)
X [I -K .h.}
8,11
qui peut se mettre sous une autre forme
N -1 t
8P .y = [1 Dl_l_g’l_ g.][cp +8P, h (R ) hispi]
¢ (A-8)
x |1 -t
i- l—g,l—l-a

Si 1'on admet que 1'on peut factoriser 8P sous la
forme

6P, = Y MY (a-9)
alors on montre par récurrence que

8By, = Y MY (A-10)
avec Yi = (I - Kg,ihi)Yi-l (A=11)
et My =M+ M _ ¥ hRS )7 ', Yo Mo (a-12)
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