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RESUME

e détection de panne avec
. 2 de gausse alanme. Plusk
précisdment, on considene-une chaine de production
de maténiels, assurie par une machine dont fa durée
de bon fonctionnement est exponentielle de para-
métrne A. Le bon, ou mauvais, état de fonctionnement
n'est obsenvé que pan Le 4Loz de Poisson des maité-
niels défectueux, de paraméinre A, en cas de bonne
marche et Ay sdnon (A > ko). On veut anéten fa
production au temps D ne dépendant que des observa-
thons fek que La probabilité de "fausse alarme" soit
Ainferniewre a un neel a donng, et qui minimise fa
dure moyenne d'attente apnis £a panne. On montre
qu' AL suffit d'annéten La chaine au premien instant
oll £'estimée de £'8tat de La machine, étant donné
Le Lot des maténiels défectueux, dépasse un certain
seudl. Cette estimée est solution d'une Equation
differnentielle facilement résclublfe. On généralise
ainsd au cas discontinuw, Etud4ie par GAL'CHUK ef
ROSOVSKIT (1), Le "disonden problem” avec contrainte
nésolu par SHYRYAEV (4) pour un modéle brownien.

La méthode de nésolution consiste a transfoumen
Le probleme en un probleme d'awndt optimal avee
contrainte, exprimé en fonetion de £a probabilité
conditionnelle de panne, sachant Le fLot des obser-
vations. On utilise-alons Les nésuliats de PONTIER
et SIPIRGLAS (3) qui 4'appuient sur Les méthodes
de point-selle en analyse convexe de ROCKAFELLAR (4),
par exemple.

Jacques SZPIRGLAS
CNET/PAA/ATR/MTI - 38-40,
nue du Général Leclenc
92131 1ISSY LES MOULINEAUX

SUMMARY

SUMMARY

A failure-detection problem with threshhold for
the 4alse alanm probability is sofved. More precise-
Ly, a machine is assumed to be with an exponential
neliability Law associated to parametern A. 1%s
working state is observed only by the Polsson §Low
04 the defectuous items produced, with parametern A,
An the well-working case, and A A§ not (A, >>\0).
The probLem is to stop the production at a time D,
only depending on the observations, such that the
false-alarnm probability is Less itnan a given real
number a, and Auch that the mean working time aften
faitune is minimized. 1t is shown that it is Auffi-
clent to stop the system at the finst moment when
the estimated state of the machine, given the past
§Low of defectuous items, crosses a given threshhold.
This estimate is a solution of an easily solvable
differnential equation. The désonder problem with
constraint, s0lved by SHYRYAEV (6) fon the Brownian
model, is then generalised to the discontinuous case
studied by GAL'CHUK and ROSOVSKIT (7).

The method consists in transforming the problem
into an optimal stopping problem with consiraint,
expressed by means of the "machine-state” condition-
noak Law given the observation-§Low. Saddle point
methods of convex analysis by ROCKAFELLAR (4) and
nesults by PONTIER and SZPIRGLAS (3) are used.
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I. CONSTRUCTION DU MODELE ET ENONCE DU RESULTAT.

I1 convient en préalable de préciser les processus
intervenant, et pour ce faire, on utilise la modéli-
sation de SEGALL, DAVIS et KAILATH (5).

L'état du systéme, de bon ou mauvais fonctionne-
ment, qu'il s'agit de détecter est représenté par
un processus de Warkov X, de loi initiale = , &
valeurs dans {0,1}, Te passage de 0 & 1 intervenant
en un temps de panne T, dont la loi est donnée par :

P{T=0}= = et P{Tgt / T0} =1 - ¢ 't

L'ebservationY est un processus de Poisson dont
ie paramétre augmente de Ay a Ay au temps T. On se
donne alors : une variable aléatoire avalant 0 ou
1 avec la probabilité m ou 1 - m; Py pg, pi trois
processus de Poisson de paramétres respectifs i,
Ag> Ay s as P pO et pl sont mutuellement indépen-
dants jon note par Qﬂ leur loi tensorielle et ETT
1'espérance associée. On définit une filtration B
par :

Et = U{OL, D

Alors, si T1 est le premier temps de saut du pro-

o 1
s’ ?s, PS, S§t}.

cessus p, on pose :
T =OLT1 ; Xt =1 -a+ aptATl.

Ceci rend bien compte de la situation:? Xt vaut soit

1 avec la probabilité = pour tout t, soit reste nul
jusqu'au temps T. On peut, avec ce formalisme, décri-
re le flot poissonnien des matériels défectueux par
le processus Y :

t
- b 0 i3
Y, = é (1 Xs)dps +g XS dp

t S

Soit enfin gt Ta filtration des observations :

G

G, = o(Y

s 3 s<t)

Les résultats de (5) permettent alors, si = est
1'estimé de X au vu des observations défini par :

e = E X, /8 =E {Tst /G,

de dire que ce processus = est un processus de
Markov cadlag, dont les temps de saut sont ceux du
processus d'observation Y ; de plus, i1 est solution

de 1'équation différentielle :

(Aq=r )m, (17 _)
t =% 1+ ?A Ex ym E“*dYt+
0 1 %o/t~

dn
(1.1)

(X-(Al-)\o)ﬂt_)(l—ﬂt_)dt,
‘1T0 = 7.
Enfin, le processus nonctuel Y admet, relativement
a la filtration gt’ 1'intensité :

o

o}

O(l-ﬂs_) + Alns_)ds

Ce modéle étant posé, le probléme est d'estimer
1'instant T de la panne par un temps d'arrét ne dépen-
dant que des observations, minimisant la durée de mau-
vais fonctionnement aprés la panne, soit le "colt" :

E_(0-T)*

avec une probabilité de fausse alarme majorée par un
seuil, soit Ta "contrainte"” :

QW(D<T)< a.
Suivant (1) et (4), on peut reformuler ce probléme
uniquement en fonction du processus «:
E(0-T) = éD mgds 5 Q (D<T) = 1 - € (m).

On ne trouve pas de solution en toute généralité
dans 1'ensemble des temps d'arrét, mais dans celui
des "temps d'arrét aléatoires", définis de la maniére
suivante :
Définition. Un temps d'arrét aléatoire est un triplet
(Tl’ Tz,b) avec T1 et T2 temps d'arrét, p réel de
[0,1] , dont la stratégie associée est de "s'arréter"
en Tl avec la probabilité b, en T2 avec la probabilité
1-b.

Le résultat de ce travail, qui généralise (6) & un

modéle "poissonnien", est résumé dans le théoréme sui-
vant :

Théoréme 1. Pour fout néel a inféitewr ou Zgal @ I-m ,
il existe un temps d'annét aléatoire-optimal T @ pour
Le problime de détection de panne avec sewild a,

TS = (T),T,,b), tel que :

b EW(HTJ) + (1-b) Eﬂ(nTZ) =1 -a

Cette sinatégie d'annét est optimale au sens of,
d'une part elle vérnigie La contrainte~du fait de
L'égalite ci-dessus, d'autrne part :
T Ty
b E{ S a ds)+ [I-B)E (S "w_ds)=
m o A 'H'O A

D
= Lné{Eﬂ g L ds ; DG %.a./ Eﬂ(ﬂp)y T-a}

Remarque. Le cas ol le seuil a majore l-x est celui
oll m, probabilité a priori de mauvais fonctionnement,

est trop élevée pour que cela vaille Ta peine de démar-

rer... Le temps d'arrét optimal est alors nul.

II. FORMULATION LAGRANGIENNE ET RESOLUTION.

A condition d'inverser sup et inf, les résultats

de (3) s'appliquent au probléme de détection de panne ;

un temps d'arrét D7 est dit optimal pour le probléme
avec seuil si



UN PROBLEME DE DETECTION DE PANNE AVEC SEUIL POUR LA PROBABILITE DE FAUSSE ALARME

DO

E( é ng ds) =
. D
= inf{E ( g-ns ds) ; D G-t.a. / En("D)->1-a}

On considére alors la fonction dS cout définie par :
L(p, m, D) = En(p(l - nD) +£ g ds),

et on a le résultat suivant (3), simple traduction
de T'existence d'un point-selle pour le lagrangien
associé :

Théoréme 2. Une condition suffisante pour qu'un
temps d'annet D° soit optimal powr Le problime de
détection de panne avec seuil est que L'une des deux
conditions sulvantes s0it vénigiée :

o

D D
(L) E (S =w, ds) = .inf E J =n ds
e 4 DG ta. "o °

et E lnpel 3 1-a.

(&) 1L existe un héel p° Atrdictement positif tel
que :
Lip®, =, 0°) = ing L(p®, w, D)
DG Z.a.

et Eﬂ(niﬂ = 1-a.

Démonstration du théorséme 1 :
La fonctionnelle dP definie sur [0,1] par :

P(r) = inf  L(p, m, D)

DG t.a.

s'appelle la réduite de Snell du processus P .
(1) = g ng ds + p(l-m,)

Cette réduite de Snell JP joue un grand rdle dans la

résolution du probléme d'arrét optimal en général (6).

Plus précisément, si on définit le G temps d'arrét
Dp par :

D, = inf {t30/ Jp(nt) = p(l-1,)},

ona :

L(p, 7, D) = inf

L(p» 7 D) = IP(n)
D g t.a.

C'est-a-dire que le t.a. Dp est optimal pour le
probléme d'arrét sans contrainte associé au processus
de cout ZP.

D'aprés (1) ou (6), utilisant la concavité de
1'application Jp, on sait qu'il existe une fonction A
croissante, définie sur R" a valeurs dans [O,ﬂ s
telle que : '

(2.1} D, = inf {t50 / =, »A(p))

Les raésultats de (3) montrent que 1'application :

PD,

est croissante et continue & gauche, tandis que 1'ap-
plication
p~> E("D )
p
est croissante de « @ 1. Dans le cas oli m est majoré

par 1-a, il existe donc un réel positif p° tel que :

E(WDP" ¥ 1-af E(erp°+)
Si 1'on n'a pas 1'&galité on peut, par un tirage au
sort convenable, s'arréter en un temps d'arrét aléa-
toire : c'est-3~dire que 1'on s'arréte en D o avec la
probabilité b et en D o,
nombre b &tant choisi tel que :

avec la probabilité 1-b, ce

br_ﬁ_ (‘nDpo) + (1-b) ET(‘“DP°+) = 1-a

Alors le couple (p°, D°) avec D° temps d'arrét
"aléatoire", défini par le triplet (Dp°’ Dp°+,b),
vérifie 1a condition (i1) du théoréme 2 et D° est une
solution au probléme de détection de panne avec seuil.

Remarque. Le probiéme est celui de 1'évaluation de D _,

et donc de A(p®). Remarquons, posant c = ‘A(p), que :

(X1-2_)c(i-c)
C§“D L CH+ _1__2_._—_
p Agt(rg=a,)e
car le terme ajouté & c dans le membre de droite n'est
autre que la valeur du saut, s'il a lieu, au seuil c.
Si 1'on cherche p tel que Ew(“D ) =1-a, on a
nécessairement 1'encadrement:
(Ay=2_)c(1l-c)
cgl-agc+ 0 Lo
Ao+(A1-AO)C
ce qui revient & chercher le seuil A(p®) indicateur
du t.a. aléatoire optimal 0° dans 1'intervalle :
a{r,~r_)
1 %o ~
[(1-a)(1 - (e 1o 172
d a(l-a)(xl_xo) 3 3 -
e lengueur XETT:ES;XEE——-, minime dés que (Al-xo)

1'est.
III. CAS “"REGULIER".

Sous certaines hypothéses, on peut avoir un meil-
leur résultat, & savoir un "vrai" temps d'arrét
optimal. D'aprés (3), c'est Te cas dé&s que 1'applica-
tion

p - En(ﬂD )
est continue.”

Montrons d'abord la proposition suivante :



128

UN PROBLEME DE DETECTION DE PANNE AVEC SEUIL POUR LA PROBABILITE DE FAUSSE ALARME

Progosition 3. S 2'on pose, poun ¢ entre 0 et 1 :
c = Aing {£20 / T et
L'application ¢+ E (nT ) est crodissante et continue
Aur [O i
Démonstration. La croissance est simple conséguence
de celle des apnlications c»TC et

DE (mp)=Q (D57).
Par ailleurs, le processus = est cadlag et par
définition de Tc’ on a :

'ITT_ < C\<‘IT-1-

c
Observons ensuite que 1'expression (1.1) de

1'équation de Ta dynamique du processus = montre,

puisque AL > Ag» Que celui-ci est strictement crois-

sant jusqu'd ce qu'il atteigne la valeur }A )
1%

IT neut sationner en ce point, sinon,

A

notée Co
lorsque cette valeur est dépassée, le processus est
strictement décroissant, & moins qu'il n'admette un
saut positif.

Ceci étant, en remarquant que 1'ensemble

A= {m, >c}

Tc

est contenu dans 1'ensemble {w/ 3t , AYt # 0}, on
neut calculer 1'expression Eﬂ(ﬂT } selon que ¢ est
inférieur ou sunérieur a < ¢
pour ¢ < ¢,

Eﬂ(ch) = ¢(1-E é (A0+(11-Ao)nt)U{k(c)<nt5c}dt) +

o

+Ef)\11

1M ﬂ{k(c)<ntsc}dt 5

pour ¢ > C
! [}

Eﬂ(nTC) = Eg Alﬂtll{k( )< T § cldt

A C
0

ol 1'on pose k(c) =
(c) AgC + Alil—c)

En dehors des points <y et k-l(co), la stricte
monotonie du processus = montre que 1'application

c - EF(WT)
¢
est continue.
En utilisant la croissance de cette application,

on peut enfin conclure & sa continuité aux points
-1 .
k (co), puis c .

La continuite de p—>E (n } est donc assurée dés
cue la fonction A def1n1e en ‘(2 1) est continue.
On a alors la proposition :

Proposition 4. Soit J° ga néduite de Snell du processus

P .

2P (%) =ftw ds + pll - )

P Eoh

et La fonction A définie sun R' @ vatewws dans [0,7]
oarn

Alp) = dng {ne [0,7] / T (n) = pli-n)}
SL cette fonction A est continue, L exdsie un Lfemps
d'an&éxkoptimaZATZ pour Le probleme de détection de
panne avec seuil a :

o

T =0 sl azl -7

S

TO

Anglt>0 / "r,>’C} ALlnon,
a(A]—AO)
-2 ), (1-a)]
A {T-a)+x,a
o 1

avec ¢ dans L'intervalle [(7—a)(7

tekl que :

9 {TZ < T}

a

Démonstration. La proposition 3 et 1'hypothése de con-

tinuité sur A montre la continuité de 1'application
p~E (”D )
"

dont on a déjd dit qu'elle est croissante dema 1. Donc,
pour l-a > w, il existe 5 tel que :

Eﬂ(ﬂDpo) =1-a
et Te couple (p°, Dp°) vérifie 1a condition (i) du
théoréme 2. Le temps d'arrét

T, = Do = inf (£20 / g 2 R(p°)}
est donc optimal.

La démonstration du théoréme 1 et la remarque qui
la suit montre par ailleurs gue le seuil A(p®) est
bien dans 1'ingervalle

a(xl—x )

[(1-a>(1~mﬁ‘§$§3}, (1-a]]

Remarque Les auteurs de (1) montrent que si 1'on a

1
A+ '5})\1 ou '5>/)\0

Te seuil A(p) se calcule explicitement (grdce aux
résultats de (2)) :

D
AR = 1
On peut donc dire que la fonction A est au moins conti-
s N Cenng L 1
nue sur 1'intervalle [O,pé], ot p, = SUy(AO e ).

On a ainsi la continuité de p +E (n ) au moins sur
cet intervalle, et 1'existence de p° p - donc de l
au moins pour tout a supérieur ou égal & 1-A(p ), so1t
A Ay A
0 1

TR o)
N

inf(
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