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RESUME

La formulation d'un mocaéle est un pas essentiel pour
la compréhension dtun phénoméne expérimental, Dans
ce travail, une nouvelie classe ae processus de Pois-
son, filtrés est introduite ;: I'amplitude aléatoire suit
une loi sphériquement invariante et le filtre est réel,
linéaire, causal @ minimum e phase. Avec ces hypo-
théses, le moagéle peut &tre identifié a partir ges ré-

sultats expérimentaux.

SUMMARY

The formulation of a moael is an essential step in
the experimental process of understanding a pheno—
menon, In this paper a new class of fiitred Poisson
processes is introduced ; the amplituge has a law
which is spherically invariant ana the filter is real,
It is shown how such a modgeli can

linear ana causal.

be igentifiea from experimental aata.
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Introduction

e moaéle introauit gans ce travail est un outil uti—
le pour décrire par exemple le bruit acoustique marin,
le bruit atappareillages électroniques, certaines par-—
ties a'électroencéphalogrammes,

Un phénoméne initial, consiaéré comme poissonnien
gans le temps, a une amplituae aléatoire C ae loi
sphériquement invariante. Ce phénoméne est observé
au moyen a'un filtre linéaire causal de réponse impui-

sionnelle G, Ainsi llobservation prend la forme

4@
Z(w,t) =% Clw Gt-T (1)) —o<t <+ o
== J
ol T, est llinstant ae 'événement | au processus de
J
Poisson,

Les lois sphériquement invariantes, mélanges de
lois gaussiennes centrées, sont assez générales et
ont été souvent utilisées pour des descriptions ce
bruits marins.

L.a caractérisation dge telles lois, est fournie dans
le § 1 & Itaige dlun théoréme de représentation de Ber
stein ([ 5] p 292).

Dans une seconae partie, la loi temporelle au pro=-
cessus observé Z est déterminée par la fonction
caractéristique. A partir de celle-ci on montre dans
la 3éme partie que les moments d'ordre impair sont
nuls et on calcule les moments adlordre deux et quatre,

A llaice de ces moments, il est possible age calculer
la réponse impulsionnelle G au filtre linéaire, causal
a4 phase minimale ,

La loi u décrivant la variable sphériquement inva-
riante C, est approchée par une combinaison convexe

e

dge Dirac u=Z g« .
c
k=1 K k

Le paramétre A ¢e la loi de Poisson ainsi que les

2 e paramétres M et g, _ sont identifiés gans la ger=-

k
niére partie. On utilise les moments E(Z(t)2p )
p=12,..,2e duprocessus Z, stationnaire au sens
strict,
Ce travail a été subventionné par deux contrats
N 00014-75 ~-C- 0491 et N 00014-81- K ~-0373, Les
agémonstrations complétes font parties afun article
avec Gualtierotti Antonio, article a paraftre en anglais
Je tiens & remercier Monsieur C, R, Baker, profes—

seur a |'Université ae Chapel Hill en Caroline au Nora

pour ses nombreuses suggestions,

| - Caractérisation et exemples ae variables aléatoires

ge lois sphériguement invariantes.

On se limite ici au cas ol I'espace vectoriel engenaré
par un processus sphériquement invariant est de dimen.
sion infinie ; en ce cas (cf [4] p21), les points extré-

maux ae llensembie ae telles lois sont gaussiens, de

densité ><2
ap -2

(1-1) — (x) = L e 2¢ oli ax est la mesu-
ax ¢/ 2n

re de Lebesgue . De fagon naturelle on se restreint &
la classe de lois sphériquement invariantes, aéfinie
a itaide a'une probabilité u sur R+ au moyen ce la

fonction caractéristique Y u € R

2
a u

(1-2) olu) =) e
lo, =

On peut appeler ces lois, lois sphériquement invarian-

((aa)

tes asymptotiques. Ainsi ®lo) = u (lo,=[) = 1; Si ilon
suppose que C variable aléatoire réelle ae fonc—

tion caractéristique @ est ge carré intégrable alors

E (C)=0 et
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L

(1-3) e(c? - Il c W2 - J a®a pla) <=

Lo, =

Prenons pour probabi lité u , une combinaison

convexe ge e mesures dge Diracen ¢, 0_,... 0 £ER
1 2 e +
soit
A )
- = + oo+ ¢
(1-4) pn My gﬁj‘ “250‘2 ueéa.e oli
20 + + ... + =1,
My et Bty He

Ainsi la loi sphériguement invariante associée est

aéfinie par la fonction caractéristique :

{1-5) ® (u)= M tH et bR e
. a
Par le changement de variable a--meu , oh

suppose

pA
(1-6) j[o&w[au(a) =1

t-now = [ .o e au (@)

Les lois sphériquement invariantes asymptotiques
ont une structure particuliérement simple que nous
allons préciser maintenant, Rappelons le théoréme
de Bernstein (cf (8] p 292)

Il existe une mesure positive v sur R+, telle que
Vv> o

y(v) = f e g v (b} si et seulement si
R

A +/ «©
¥ est & valeurs réelles, § est § (Jo,= [) et

qn
Vnen 1" ———n‘l’— > 0

av
On dit que {§ est complétement monotone,
En effectuant le changement de variables

2
b=-aE, bijectif sur [R+ on obtient ;

Théoréme -1

Une loi de probabilité P est sphériquement inva—
riante (asymptotique) sur (R, R ) si et seulement si
1°) P est symétrique.
2°) @ est inaéfiniment aérivable sur R \{o}

2 PR
3°) La fonction § oéfinie par ¥ (u”) = @(v ) vérifie

(_l)n qn y

(V2o VYnéEN YvE Jo,= [

dav
On vérifie que la loi ae Stucgent & k aegrés ae li-

berté, est sphériquement invariante, asymptotique.

1l en est de méme pour la loi exponentielle, de densité

f(x)='Le h'x]avec A ER
2 +
2 )\2
En ce cas o (u) = et §(v)= —
2 2 2
AU A+ v

Ainsi les combinaisons convexes de densités gaus—
siennes centrées conduisent & des agensités présentant
éventueliement un point anguleux en x = o,

La classe des lois sphériquement invariantes asymg-
totiques parait assez vaste pour cgécrire les varia~

bles aléatoires symétriques sur R, celles provenant

?
de bruit ge fond,

Etuagions maintenant [1évolution au cours au temps,

précisons la moaélisation au processus,

Il = Fonction caractéristique d'un processus de Pois—

son filtré

Soit ('l‘j , J€17), les instants aléatoires a'un pro—
cessus de poisson. Ainsi pour tout intervalle {a, b) ae
R, le nombre aléatoire N d'événements sur [a,b)
vérifie pour toutn €N
(t-1) P (N =npe +®-2) -D—%’%Q-L ol X
est le paramétre du processus de Poisson,

L 'événement en T proauit, sur un capteur, a llins-

tant t, un effet proportionnel & la fonction continue
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G{t, T). En supposant la stationnarité G(t,T) =G{t~-T) VmenN V t

et la causalité G(t—T)=opour t<T?

On suppose de plus que

o «© .
(11-2) I | G(s)lzds =/ lG(t-'T) [2 at =1,
[o} T
Ltleffet de [1événement en T ,

sur le capteur, est
alénergie finie et on a normalisé G,

L'énergie captée est aléatoire et le modéle consi~
aére un coefficient'C aléatoire dont la loi est res -
treinte & étre sphériquement invariante, ainsi Ileffet
sur le capteur vaut C G(t—- T7) avec G fonction cer-
taine et C coefficient aléatoire,

Finalement on suppose la linéarité des effets des
dgivers événements sur le capteur et |lobservation Z
stécrit Yt ER ;

Z(t,w) =

j€z
Les amplitudes aléatoires (Cj’ j € Z) sont inaépen—

C.(w) 6{ t-—TJ.(w) I8

dantes deux & deux et inaépenadantes du processus de
Poisson { 'Tj ; ] EN), On montre assez facilement que

si
-]

E( |C]) <= et si j ]G(s)] ds < ® alors Z{t) est
o

intégrable et

®

E(|Z(t)|) <A E (Ic[)l’ |G(s)| as
o

Ce sont plut8t des propriétés énergétiques qui
sont intéressantes et en raison de la modélisation
de I'observation Z, il est possible de aéfinir entiére-
ment la loi temporeile au processus (Z(t) ; t €R),
Enongons le résultat fondamental,
Théoréme ll-1
Si Z est le processus de Poisson filtré Y t €R

m=-=3)z{t)= ¢ cC, G(t—'l'j) si

je
(1-4) L ‘G(s) l% as <® et sj

(11-5) [& az ap(a)<® alors

stoseees tmER

Vy-= m
u (ul,uz,...um)e R

(11-86) ¢ (u) = Elexpi<u,Z>) =

exp ~ A I as a pla)
RXR+

G(t +s) )2} ]

a
[l—exp{—z(Zuk K

ol <u,Z> 2u Z(t)tu Z (t) 4. .+tu Z (t )
1 2 m m

1 2

I_textension ae ces résultats au cas vectoriei ne
pose aucun probiéme théorique : iltobservation peut
&tre vectorielle et provenir ge q capteurs., En ce

cas, la fonction G est vectorielle & g-composantes.

1H- Calcul des moments ae Z

L.a gonnée ae la fonction caractéristique ©
permet | e calcul des divers moments sous réserve
a'existence age ceux—ci. D'ailleurs ¢ étant une fonc-

. 2 - ;
tion de u , les moments d'orare impair, sont nuls,
L 'texpression dge la secondge fonction caractéristique

§ est particulierement simple :

(ti-1) y(u) =logplu) =~ J as aula)
RxR

+

az 2
[l—exp—? <u,G>(s)}
ol I'on a posé

(11=-2)<u, G > (s) z u. G(t_+s) +,..+u Gt +s),
1 1 m m

Les aéveloppements en série ae la fonction o en
fonction des moments puis de llexponentielie gans la
seconde fonction caractéristique conauisent, en éga-

et ge u u_, a:

2
lant les puissances de u, Yo

Froposition -1
(11-3) E(z(1)?) =2 { a? aula) | G(s)?
R

2 ~
(111-4) E(7(t])7(t2))= )\JR+a ay (a)‘J

as YteR

R G(t]+s)G(t2+s)ds

v
tit,ER
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2
On rappelle que l'on a poséj G(s)” as=1 et que
R

G(s) = G(s)i(s)
Lo, =l

formule {4) donne (3),

. On voit gue pour tout t1= tz la

En effectuant les aéveloppements |limités jusqu'a

4o L lTed 4 2 2
l'orare 4, nous écrivons 1'égalité ae u, et ae ul u,

Proposition 1ii-~2
ez =31 | a*ae ] as cts) +
R+ R

3xz[j

aZ aila) J as Gz(s) ]2
R+ R

2 2
E(Z(tI) z(tz) ) =

4 2 2
3
2N a,u(a)JfRas G+ s) Goltyts) +

+

2
+ )\Z[J az dula) j ds Gz(s) ] +
R+ R

2
2 2 4
+ 2\ a” aul(a) as Gt _+s) G(t_+ s)
Uﬁ+ ‘JR ! 2’ ® ]

IV , ldgentification ge la fonction de Green G

L.a covariance I ge Z(t), est stationnaire et vaut
Y T cR

(Iv=1) T(T) =E(Z()2(t-T) } =

| els)elstn) as

5 R

Ainsi )\J‘ a a j (a) est un facteur ge normalisation ol
R+

A\ est le parametre de la loi ae Poisson et ol

A LR+a2 ay (a)

2 .
f a aul(a) est le moment dlorare 2 ae llamplitude
R+
aléatoire C, sphériquement invariante, Comme llon

a supposé j !G(s) !2 as=1, ona
. rR+2 )
o) = )\J a” awu (a).
R+
La fonction G a identifier vérifie donc ['égalité

(1v-2) m =j G(s) G(s+T) ds,
T'(o) R

La transformée de Fourier va nous donner
un moyen de calculer G sous réserve d'hypothéses

complémentaires,

Proposition 1V-1

+

Soit glf) =3(6) (N2 | T G(s) as. Alors
(1v=3) e
I (7) = (o) T etn 2 L

Ainsi dans le langage des automaticiens, le filtre
causal de réponse impulsionnelle G, est de gain | gl
connu : 1l suffit aleffectuer la transformée ce Fouﬁier
inverse sur ', La donnée au gain |g| ne aétermine
cependant pas la réponse impulsionnelle G,

Définition 1V-2

Un filtre causal G est & phase minimale si 1/g est
également la réponse fréquentielle atun filtre causal.

En ce cas le gain |g| gétermine le filtre causal &
phase minimale {cf [37] p 36)

Pour g réponse fréquentielle dalun filtre causal &
phase minimale une extension analytique dans FR+ est
possible et on géfinit Yb > o

+oo
&> = T;.:T f_m e gerib) o f L

Or cette fonction Gb slexprime uniquement en fonc-

tion au gain ‘g lpar‘ Ifexpression

(v-4) G°() =

4o
i j —ift
o af e exp
(-]

1 _y (f+ib)+1 loglg(y) ]
2n <

i avy
MR y=-(f+ib) y2+1

Pour b assez petit, nous avons ainsi une approxi-
. b - . .
mation G de G, réponse impulsionnelle g'un filtre
P N . b
linéaire, causal & phase minimale, en effet G conver-

2
ge gqans LR, R , at) vers G lorsque b tend vers O,
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V- ldentification ge A et de .

La fonction G est supposée connue, elle a été igen—- (V-4) F’2k(‘a) = PZk(a)

tifiée dans le paragraphe antérieur et ainsi, pour tout

. . 2
p €N, on connaflt la valeur numérique ge j G(s)P as

R
De pius le géveloppement ae
Y(u) = log olu) =
® p
2 -1 2
5z uP - )\j a pap.(a)‘(‘ G(s)2pds
p=1 Z'pp' R+ R.
conduit & poser
2
(v-n1 [ a®ou @2 p=1,2..., 2¢

R+
. . 2]
L 'estimation des moments E(Z(t) p) pour

p=1,2,..., 2e fournit le géveloppement de ¢ et
. . 4e

ensuite ce § jusqu'au terme enu

Dans ce paragraphe , il s'agit donc alapprocher la
probabilité 4 étalée sur R+ ainsi que le paramétre A
de la loi ge Poisson & partir des égalités (V-1)

Si le paramétre ) de la loi ge Poisson était connu,
le probléme se raménerait & une situation classique :

- ] w rd .
Introauisons la probabilité | symétrique sur (R ,/JL )
- - N A

et dont la restriction u/ R+ 2 (R+, (B,+) soit précisé-
ment i . De cette fagon, les moments de 1 sont
connus @

(v-2) jRaZK ol = | a®a ) = o /2

R+
2k+1
(\v-3) J a dn (a) = O,
R
%)
L.'igentification alune probabilité u & partir de ses
moments est un probléme résolu (cf [1] ) et nous
particularisons les résuitats généraux au cas d'une
W
probabilité symétrigue u_sur (R, R ).
L forthonormalisation ae Gram-Schmiat de la suite
2 - o~
(1,a,a",... ) conauit aux polynémes orthogonaux

(Po(a) , PLla), Py (a),...) vérifiant

(-a) =

K+ 1 fa)

-5 -
(v )P2 p2k+1

Disposant des seules constantes 011, dz,.. . a2e »
on cherche une approximation 4 de la forme
N
-6 = S+ +eoot S
(V=6) b = w08, +H, §o, He ©F

combinaison convexe & e termes , de Dirac, situés

g de R ,

en
2? ? e +

01, o
On suppose ici, que Itamplituge a!éatoire C a pour

loi,le mélange ace e lois gaussiennes centrées, est

donc sphériquement invariante de fonction caractéris-

tique : uzcz uzcx2
que = _ 1 _ e
iucC 2 2
E (e ) =4, oo M
Les 2e+1 inconnues Hl""“e’ c',._,r_re et A vé-

rifient les 2e+1 équations aéduites ces égalités (V-1)

et (V-6) ;
+ +... T =
Mot M, He !
A o) 2+ 02 + J cz ]= o
[“1 p TH T e M T 1
(\/—7) 1" 1" " n
2, 2e 2, 2e 2,2
[+ " =
)‘[“1"1 TRy T M i“w

L_1étuce ae ce systéme non linéaire conauit aux
résultats suivants :

A est solution de I1équation linéaire

Q...
2 Ye+1 ° % %e
o
o % e %y
AV - ) N = - ver eee eew
[e3
ae+1"' o[Ze Q’e ae+1"' 2e

Cette formule est originale,
Maintenant que A est connu, on applique les résul-
tats classi ques au probléme ces moments,
P 2 <
L.e pol ynome PZe , ae degré 2e en u , apour zéros

agans R récisément o ., ... .
+ P 10 Y ' 9e
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Avec A et 0 connus, le systéme (\V/-7) est linéaire

k

enu,  avec redondance ces équations. On le résoud
ou bien Iton utilise les égalités (cf [1] p 22).

1

)

N‘-—

kK 2e-1

z

2
j=o0 Pj (ok)}

En conclusion , la modélisation introduite dans ce
travail, sous réserve a'hypothé&ses assez naturelies,
permet ae aéfinir entiérement la loi temporelle atun
processus observation Z (vectorielle ou non). Les
transformations non linéaires sur Z peuvent donc
&tre étudiées. Nous sortons du cadre jes processus
du secconhd ordre et des seules densit és spectrales

de puissance. L. 'hypoth&se gaussienne peut &tre

abandgonnée .
Le moatgle antérieur permet a'ajuster toute cova-—
riance
T(r) =E(2(t) Z(t-T)) T € R et tout moment
2p . .
E(Z ()" )p=1,2,,.., 26, les moments impairs

2k+1

E(Z(1) }; k €N étant supposés nuls,
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