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RESUME

Des travaux récents ont souligné 1'impor-
tance des représentations conjointes temps-fréquence
comme représentations '"'trés parlantes" d'un signal
déterministe-ou d'un signal aléatoire . On a ainsi
pu montrer que la représentation de Wigner-Ville, tout
en n'ébant pas la seule admissible, remplit la majorité

des conditions physiques souhaitables.

En raisonnant sur la représentation
conjointe de la covariance d'um signal harmonisable
nous &tablissons d'abord le lien entre les fonctions
de pondérations utilisées dans le cas déterministe
et les matrices de transformation des bases temporelles
et fréquentielles du cas aléatoire. L'ensemble des ma-
trices admissibles ne dépend alors que d'un paramétre
libre, les pondérations associes s'identifiant &
des exponentielles complexes. On note que cette classe
de solutions peut &tre obtenue de maniére &quivalente
par deux autres approches : 1l'une par un raisonnement
de type Mécanique Quantigque alors que 1l'autre repose
sur des arguments de type Traitement du Signal
(compatibilit& avec les filtrages linéaires et les

modulations).

On montre alors qu'imposer 3 une repré-
sentation appartenant A cette classe de fournir par
un moment local d'ordre un la fréquence instantanée
fixe la valeur du paramdtre libre. Cette valeur conduit
34 la seule représentation de Wigner-Ville , assurant
ainsi son unicité sous les contraintes physiques

imposées.

SUMMARY

A series of recent papers have emphasized
the usefulness of time~fréquency joint representa-
tions for the description of time-varying determi-
nistic signals as well as non-stationary random
processes. In this way, the Wigner-Ville éistribution
was shown to be among the most valuable cendidates,
according to the great number of desired physical

properties it satisfies.

Starting with the joint representation of a
harmonizable process, we first derive the link bet>
ween the weighting functions and the transformation
matrices which are used respectivety in the determi-
nistic and random cases. The set of admissible
matrices depends then on only one parameter and the
associated weighting functions are identified as
complex exponentials. It is pointed out that the
same tlass of solutions may be equivalently obtained
either from a quantum-mechanical point of view or
from a signal processing point of view (compatibility
with linear filtering and modulation).

If we finally impose to obtain the instantaneous
frequency through the first order local moment of the
representation, we show that the free parameter can
take on only one value, corresponding to the Wigner-—
Ville distribution. This ensufes the unicity of this
distribution as an admissible time-frequency represen-—

tation , according to the imposed physical properties.
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SUR LES CONDITIONS PHYSIQUES ASSURANT L'UNICITE DE LA REPRESENTATION
RE WIGNER-VILLE COMME REPRESENTATION TEMPS-FREQUENCE

INTRODUCTION

L'analyse de signaux certains modulés en
amplitude et en fréquence (tels ceux que l'on ren-—
contre couramment en analyse de la parole, géophysique,
radar, sonar,...) ou de processus aléatoires non-
stationnaires nécessite de pouvoir leur associer une
distribution énergétique conjointe dans le plan temps-—
fréquence. Une telle distribution ne peut cependant
pas &tre définie de manidre unique et un grand nombre
de définitions ont &té proposées dans le passé. Ainsi
les analyses de type "spectre d court-terme" reposent
sur 1'idée la plus simple : elles consid&rent une
situation non-stationnaire comme une succession de
situations quasi-stationnaires poutr lesquelles une
analyse spectrale usuelle est pertinente. D'autres
analyses plus &laborées, comme celle de ¥ille [81
analogue # celle de Wigner en M&canique Quantique
ou celle de Rihaczekv[Q]ont été proposées sur la base
de conditions physiques différentes. En fait, il a
ét& montré [4) que 1'ensemble des formulations propo-
sées pouvait rentrer dans un cadre formel unique,
chaque représentation étant caractérisée par une
fonction de pondération , arbitraire dans une large
classe. Une série de travaux récents [11[21(3] ont
souligné 1'importance de ces repré&sentations pour
présenter une information "parlante" sur les lois de mo-
dulation d'un signal certain dans le plan temps>
fréquence. La représentation de Wigner-Ville a tout
particuli@rement regu un regain d'intérét et son
extension & l'analyse des processus harmonisables a

&té proposée [51[6] .

Ce papier se propose alors de cerner sur
quelles conditions physiques repose précisément le
choix de cette représentation. Le lien entre les
cas certain et al@atoire sera envisagé et trois
ensembles de conditions physiques &galement souhai-
tables seront discutées, pour assurer 1'unicité de
la distribution de Wigner-Ville comme représentation

admissible.

- REPRESENTATIONS TEMPS-FREQUENCE -

1 - Signaux certains

Si 1'on considdre un signal certain de représen—
X(J;) [ Ll (IR) , on sait[3]

qu’il est possible d'en fournir une représentation

tation temporelle
Px , conjointe-en temps t et en fréquence V
(ou pulsation i =2nv ), par une forme sesquili-

néaire du type :
+o0

ﬁ‘f (t,w/'n,\r) X*w) X(v) dndem
~o0
I1 suffit alors d'imposer 3 (1) d'€tre compa~
tible avec toute translation temporelle et fréguen-—
tielle (ce qui est indispensable physiquement) pour
particulariser(e[?] et retrouver la structure admis-
sible la plus générale [41[1] :
b —iw

gl =2 AN 2)6
o o)A e A5 R0-D 5 D g

avec 'x(w)”: j )(Ur)e,"':wb&t et ol ‘f(I,'C)

se comporte comme une fonction de pondération arbi-

T
Jdudz

traire .

2 - Processus harmonisables

Considérons maintenant que Xlﬁ) est un processus
al8atoire non-stationnaire que 1'on supposera centré.
On peut alors montrer [5] que la classe naturelle
des processus non stationnaires sur lesquels il est
possible de dé&finir une distribution &nergétique fré-
quentielle dépendant du temps est la classe des proces-—
sus harmonisables = Clest i de tels processus que nous
nous inté&resserons donc.

Par définition [7] , un processus X est dit
harmonisable (ou 3 covariance harmonisale) si sa
covariance :

KX&MQ):EiX“AXﬂh“

peut s'écrire :

7 O -pby)
Kx(b,bz):é_zge (A-pe )égx (M)

(3)

Un tel processus admet une représentation harmo-

v’y .
LAk
=1 J LAY
Lre
~ed
dans laquelle le processus \r

nique :

X(®)

n'est pas nécessaire-

ment 3 accroissements orthogonaux.
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L'harmonisabilité apparait ainsi comme une générali-
sation naturelle de la stationnarité de second ordre
et la classe des processus harmonisables englobe une
large variété de proceséus non stationnaires.

La relation (3) définit, par une transfor-
mation de Fourier—Stieljes bidimensionnelle, une

relation entre deux descriptions au second ordre de

X et
JCPX /ézgx(}/{"): (Px (‘)/r‘) axd‘f‘-

1llune de ces descriptions (Kx) est de type temps—

1'on suppose:

temps alors que 1'autre (%&) peut s'interpréter de
manidre univoque comme &tant de type fréquence-
fréquence [5] .

Une représentation temps—fréquence
Cx(h,Lo) apparait donc comme intermédiaire entre
K)( (h,l‘z) et (FX ()\/ t.u)

de chercher 3 la relier i chacune de celles-ci par

, et il est naturel

une transformation de Fourier monodimensionmelle

de telle sorte que la lin8arité& des relations :

Kx“«,l't)"” C7((.!7/“‘)) “«> cey( (}/r)
soit conservée.

PROCESSUS HARMONISABLES : REPRESENTATIONS ADMISSIBLES
ET LIEN AVEC LE CAS CERTAIN.

1 - Commutativité - Matrices de transformation

Les relations qui viennent d'&tre imposées
entre Kx , (ex et ('X ne permettront de
donner un sens 3 cette dernidre que si le diagramme

de transformation de Fourier :

X\T/‘Fx

est commutatif, ce qui implique :
A <
x (bt :Z—EL Clbw) dw  (4-a)
C PR 4
et : x(f:/w):z; f@ cfx (o.w+L ,cw+&s) clg (4-b)
]

pour toutes transformatioms lin&aires des coordomnées

O3 HE)= ) oo
R-COE)=mE)

De plus , 1'invariance des aires élémentaires

définies par les vecteurs normée des bases temps-—
temps et fréquence-fréquence (et nécessaire physique-
ment pour assurer l'invariance &nergétique sous les

transformations) impose la condition supplémentaire :

Kb b= ﬁ RESPICE S M WREZY

{ [ AwT
;_ff glbe

Portant (4-b) dans (4-a) , on obtient :

13 Llwt+3t)
Kilbob)= 2, ffe 0y [r04lS, coo o)

—e0
ce qui, pour &tre compatible avec (3) impose :

(- 05

L - .
oli désigne la transposition . On en déduit que les

matrices de transformation P4e et P4g doivent

vérifier :

w (L)l D)

oll I_ est la matrice identit&. Elles sont alors

liées 1'une & l'autre par :

(t :) =C5 K/J ™

et les transformations fréquentielles pourront se

déduire des transformations temporelles.

2 - Lien aveec les pondérations du cas certain
En &crivant la covariance K (t, 1) 3 1'aide de (5-a)

(w-§ 08 )doodl ®

on peut la comparer avec la représentation conjointe

d un signal certain qu1 vérifie d'aprés (2-bJ:
t{m,— g Jwt_f r)l(w 311(0*/()6 dwd(sa)

Ainsi, en faisant jouer 3 Q&(uL.. !) un
r6le semblable, dans le cas aléatoire, & celui de
Ty ¥
x(w-3).a(w+3)

possible de comparer les expressions (8) et (9).

dans le cas certain , il est

La covariance vérifiera la relation (4-a) recherchée
Si:

d;,%-;4 =

E-A =2

> Y8z 2(y-4)

Ceci définit pour représentation admissibles. les

2 =

«-f_ «-4

expressions du type :

sc(l“" g) gﬁ Ar(‘i-w)%p@ y&(g §g+§>e—A§ 1T 4o (10)

N

avec pour fonction de pondération :

}O(I,t) i Qx(«-f:)ic A @;;2(\5_1)035

La condition supplémentaite I&i?fﬁkl=‘4 impose

\(;'1.4 dont on ne gardera que la solution
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pour deux raisons : la premidre est d'assu-

\‘: A4
rer que la variable o soit 3 1'intérieur de l'inter-—
valle [)/r] défini par (3) ;

soit ainsi indé&pendante de

la deuxigme est que

+

et W

On retient donc les valeurs :

!{:4-& ')/.—-’\ P

et la classe des représentations admissibles, sous les

5. an

4

contraintes imposées, est définie par (l10) avec :

f(z ) e A-S"C g (Kt) 4 (12)

Cette fonction de pondération décrit de

—_

maniére &quivalente 1'énsemble des matrices admis-

L 4
A) Mg

M 1ea i
= 4
= 41 -4 4 AT

3 - Représentations admissibles et propriétés

gibles :

i

S M = Mg = -1

Portant (12) dans (10) (ou de maniére &qui-
valente (7) dans (4-b) avec les valeurs (11) venant

d'8tre calculées) on obtient la formulation recherchée :

CxU?“’) %A-‘— ér g(?x (w-(zuil)glw~

8i 1'on pose A=0

la distribution de Wigner-Ville [8], correspondant

A 0

, on retrouve

bien, dans le cas certain, & la pondération

K(S,t) = 4 &Q(I,‘c’)
C (% m,b g@x( -3 &mg)e’*gt

(1)

-+ 4

De méme le choix conduit 3 la
représentation de Rihaczek [9]et sa conjuguée

complexe :

Fo&

g1s
(E/W/’ gk): 2{-‘ _50(?’( (()J,g/w> e

45

Notons cependant que la plupart des autres

En effet, d'aprés (4-a),(5-a) et (11) :

’:‘g Awt l-w L dw= K, U’+U T, lf'—o(t)
ce qui |, en posant T=0, fournit (14).

ii) de méme, on déduit directement de (13) que

I

~ob

£ wl)db = ¢y (w,w) (15)

Ces résultats sont en tous points semblables i

ceux du cas certain pour lequel on sait que [11[3]

?(QO}J = %{T&(Ew;f{)&w: |X®)  (6-a)

fomnt ot - ot 049
Or on vérifie s:r (12) que ‘.'KA(S,O) :&(0;);/\ .

Ces propriétés montrent déjia un avantage certain
des distributions (13) sur d'autres représentations
comme les spectrogrammes ou sonagrammes , pour les-—
quelles les conditions (16) ne sont pas vérifiées{h]

-

interdisant ainsi a(l4)et & (15) d'étre satisfaites.

Ainsi , imposer 3 la représentation conjointe
C:X

faire 3 la commutativit& du diagramme K

que l'on se proposait de construire, de satis-
* 7¥ 4

. Cx

conduit 3 n'admettre que les métrices définies par
(11) et (7).

libre et sont équivalentes, vis-d-vis de la formulation

Celles-ci ne dépendent que d'un paramétre

générale , 3 une fonction de pondération de type expo-

nentielle complexe.

Avant de restreindre encore cette classe privilé-
gide , nous allons d'abord envisager comment elle
peut &tre obtenue par d'autres arguments que ceux pré-

cédemment employés.

AUTRES JUSTIFICATIONS DE
LA CLASSE ADMISSIBLE

représentations, comme celle de Page YIO] » Ou encore | - Approche de Janssen I]ﬂ

les méthodes de type sonagramme ou spectre 3 court
terme, n'entrent pas dans la classe 02)[4]et ne
constituent donc pas des représentations conjointes
admissibles au sens défini ci-dessus.

La distribution QB) trouvée posséde des
propriétés marginales souhaitables puisque :

4 J C, [ty ) deo = Vor § XL 1

Si 1l'on considdre une représentation issue de la
formulation générale (2) et qu'on lui impose de satis-

faire aux conditions :

o A ] el fo= X
(C1-b) j" fx (£, ) db < |= (W)
(©2-a) X(H)=0, H>T = g (fuw;§) =0 {H>T , Yw
(c2-b) x(w)=0,l0l> 0 =g (bef)-o, lwl>a, VE

( ‘”z%_ﬁn 6, (b, b dbde :\_Em OOl
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Janssen montre [ll] que la fonction de

pondération doit nécessairement &tre de la forme :

1E0= e g

E PN

I1 retrouve ainsi, en la particularisant,

la classe définie précé&demment.

On peut, dans une premi&re interprétationm,
considérer que les conditions sur lesquelles repose
maintenant cette classe sont dues 3 des arguments
de type mécanique quantique. En effet, si 1l'on rem-—
place le signal X par une fonction d'onde 1# et
siil'on fait jouer & la position et 3 1'impulsion
le rdle tenu ici par le temps et la pulsation, il est
possible de chercher 3 fournir une description &qui-
valente 3 celle de la mécanique quantique en utilisant
une description du type (2). Cette repré&sentation
s'interpréte alors comme une pseudo-densité de proba-
bilit8, conjointe en position et impulsion dans 1'es-
pace de phase, et, dans le cadre de ce formalisme,

il est naturel d'imposer la "formule de Moyal" (C3) .
De méme , les conditioms(Gl) reviennent 3 imposer
que les densités de proBabilité en position eu en im-
pulsion puissent s'obtenir comme distributions margi-
nales de la rebrésentation cherchée. La condition
(C2) exprime enfin une condition de localisation.

Nous pensons cependant que ces mémes
contraintes peuvent &galement se justifier en termes
de théorie du signal. En effet :

i) (Cl) imposé 3 la représentation cherchée de foﬁr-

nir la puissance instantanée et la densité spec-—

trale par distributions marginales ;

1i) (C2) impose que la propriété de durée limitée
(et de bande limitée) d'un signal se traduigede

manidre équivalente sur sa représentation conjointe

i1i)(C3) reprend, en la généralisant , 1'idée d'utili-
ser des corrélations de spectrogrammes [121 dans
des problémes de détection, d'estimation ou de
classification .

Ainsi, un nouvel ensemble de conditioms,
justifiable tant en mécanique quantique qu'en théorie
du signal, rejoint la classe trouvée en (12). Nous
allons voir maintenant qu'un troisiéme ensemble de
conditions, reposant sur des arguments plus spécifique-

ment de type traitement du signal, fournit encore cette

méme solution .

2 - Approche de type traitement du signal

Considérons les conditions
(€3 X=Xk KXO = Ot )= (0,000 D) 18 003t
(©5) X=X, (6K, () = o, (£ £) o, (6,5;0) 100 6 59 £ b

(C4) traduit la stabilité par filtrage lindaire
et (C5) la stabilité par modulation de produit. Ces
conditions sont donc naturelles dans la mesure oil une
représentation conjointe est souvent camenée 3 pré-
senter une information sur les transformations subies
par un signal. Citons, sans pouvoir insister, 1'exemple
pétroliére[l3l pour (C4) et, pour (C5)

de pouvoir travailler sur des tranches

de la sismique
la possibilité

ponderées de signal (e.g. généralisation des méthodes

"du type "analyse spectrvale &volutive par fendtre glis-

sante" aux analyses pseudo-Wigner [1]) .

On montre alors que [31:

= 05,0450 = {Bee) ¥ (T,0,e) (18-a)
= Lo, §T0 4680, VET 0 (18-b)

et imposer simultanément (18-a) et (18-b) conduit
othése de continumitsd 3

—f(S,t) - ed§t y o€ C 19)

On voit sur (18). ou (19) que :g(g,o):g(o,t):"
et la vérification de (C4) et (C5) impose & fortiori
celle de (Cl).

Pour retrouver la forme (16), deux méthodes sont
alors possibles :
i) on impose (C3) = \g\=4 Dll et :

Fa€eR | x=2a —.-.*;_?,(K,r) set e

ou :

ii) on interprite comme une fonction de pon~

dération maximale 2 1l'origine et :
0<|fsd = (50 =eTT yer
Cette classe, identique & (12) , se particularise
enfin 8 (16) si 1'on impose de surcroit (C2) [ll]
Ainsi, nous avons de nouveau obtenu la classe
précédemment trouvée, reposant cette fois essentielle~
ment sur des arguments naturels en traitement du signal :
la compatibilité avec les filtrages lindBaires et les
modulations .
FREQUENCE INSTANTANEE ET UNICITE
DE LA DISTRIBUTION DE WIGNER-VILLE
L'ensemble des résultats précédents montre que,
pour un ensemble assez large de contraintes, les seules

représentations admissibles sont de la forme :
Aoy

6 )= A - b4 e HYT, a1 4

pour un signii certain et :

4 -1k
Gelbwif)e L § @ lo- Bl jw-(-25)€* 745, 1a) £ 4
pour un processus harmonisable . Z
Ces représentations permettent, en particulier,
d'accéder par (16-a) et (l4) 3 la puissance instantanée

' . . .
d'un signal certain ou 3 la  variance d'un processus
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harmonisable, ce qui est un premier pas dans la démo~-
dulation de tels signaux. Nous allons maintenant voir
que le pas suivant, l'obtention de la fréquence ins-

-~

tantange, va suffir 3 réduire 1l'arbitraire des re-
présentations admissibles en fixant la valeur du para-

métre libre ..

1 - Signal cettain
Par définition , la fréquence instantanée

V{UA d'un signal réel X“jest donnée par :

0o (E) A«%Z ;i Zov; [L)

(20)
oli Z est le signal analytique associd a3 X [8] .

On sait alors [1] (31 qu'une représenta-
tion du type (2) permet d'accéder i cette grandeur par

un pseudo-moment local d'ordre un :

Teopatb Do

aw;(t)= - @
_j ez“'/“*’/'g)iw
si la pondération z%rifie :
1{)( )1 ; 9{2( T)I = A (22)

Dans le cas particulier :

(B )z g £45T

la relation (22) ne pourra &tre satisfaite que si :

=0 = JE0=4 ) = 1 @

Ainsi, dans la classe des représentations
définies précédemment, la condition portant sur 1'ob—
tention de la fréquence instantanée suffit 2 assurer
A=zo©
seule représentation admissible est celle de Wigner-
Ville.

que seule la valeur convient, i.e. que la

Notons qu 'alors :

(00 4, ( Osse L, Yooooew

ce qui assure egalement que le retard de groupe [8]

bw)= - 2 g nlo)

s'obtient comme pseudo-moment local d'ordre un de la

(25)

représentation [1] Ei}
! (u.)): ﬂf t g [é‘,w/'f)o[.l'
RZ[&/ '}Ddt—

2 - Processus harmonisables

(26)

Si 1'on consid@re maintenant un processus
harmonisable X auquel on associe le processus analy-
tique ZZ , 11 est &galement possible d'en dé&finir la

fréquence instantanée .

4
ek ¢
xvr’fw CZ{

En supposant le processus Z dérivable en moyenne

quadratique et de dérivée Z , on conviendra d'appe-
ler fréquence instantanée la quantité 'V;[E) telle
que [@]
- b7 '
w; [b) = Swsz Z_UZ () 1 = Zn v (b) 27

Var$ZI6)

On sait [6] que cette grandeur al&atoire admet
pour espérance mathematique H
[E ¢

Eli- T § o8 el

Var §z{&)§

et par une démarche analogue & celle du cas certain, on

(28)

peut alors imposer que (28) se retrouve 3 partir de

udo-moment local d'ordre un

_fuCz(é,w;f)Jw M;P Kalt, 00, e}

TCZ(E,w/f)Jw VM%Z(HI
< Partant de (4-a) et (1l), il est possible de

C;Z par un pseu

(29)

mettre la représentation (13) sous la forme Equivalente:
+oa

Clba )= TR Lb-(a-d)e, b YR o

ce qui entrafine que :
/U\;‘{o)clw_ L2 [K f',(a_f)c} P- A*Z)f)l
_[4 WK, EH (4+24>|< Lk, U]

=4 ) ' 9 )< b
25 [(LZA ?’lgu)'(M%P e 'Ul;e

Par suite, la relation (29) sera vérifiée si
4=90 , ce qui conduit , tout comme dans le cas

certain , 3 la seule représentation de Wigner-Ville.

CONCLUSION

La classe des processus harmonisables repré-
sente une large classe de processus non-stationnaires
pour lesquels une représentation conjointe en temps
et fréquence est envisageable. On a montré qu'une
telle description au second ordre, internédiaire entre
la covariance et la distribution spectrale, ne pouvait
étre obtenue de fagon cohérente que par un ensemble de
transformations admissibles des bases temps~temps et
fréquence-fréquence. On a alors vu que ces transforma-
tions, dépendant d'un seul paramétre, &taient formelle-
ment équivalentes & une fonction de pondération parti-
culidre de la formulation générale des représentations
conjointes d'un signal certain . Une telle pondération,
de type exponentielle complexe, peut étre obtenue par
au moins deux autres ensembles cohérents de conditions
souhaitables, donnant ainsi aux représentations associéis
un réle privilégié. Imposer 1l'obtention supplémentaire
de la fréquence instantande a enfin suffi 2 réduire
les distributions admissibles 3 la seule représentation

de Wigner-Ville.
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Cette représentation apparait donc comme
le seul outil d'analyse possible, sous les contraintes
envisagées, de 1'&tude dans le plan temps—fréquence
des processus harmonisables et des signaux certains

modulés.
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