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RESUME

Cet article aborde 1'analyse des signaux non-
stationnaires en &tendant une dé&finition de la dis-
tance au caractdre stationnaire puis en analysant ses
implications  pour la modélisation de ces signaux.
Dans un premier temps, la notion de rang de déplace-
ment introduite par Morf, Kailath et Al est générali-
sée pour englober des processus composés. La non-—
stationnarité &lémentaire n'est plus, alors, la
réponse d'un syst@me constant mis en conditionms
initiales (ou finales), mais comporte un gain variable.
Admettant ce gain variable défini comme la réponse
impulsionnelle d'un mod&le autorégressif déterministe,
la définition du rang de déplacement est généralisée
et une caractérisation fournie. Dans un deuxiéme temps,
on montre que les concepts d'algorithmes rapides
(décomposition de Choleski et filtre de Kalman rapides)
restent applicables 3 ce nouveau type de non station-
narité dont le rang de déplacement classique est
élevé. On propose une version généralisée de 1'algo-
rithme de Schur qui produit la décomposition de
Choleski en ordre (n2) opérations. Le cofit de calcul

supplémentaire varie comme l'ordre du mod&le auto-

régressif engendiant le gain.

SUMMARY

Displacement ranks have proven to be of major
importance in the understanding of fast identifica-

tion algorithms. The study of Toeplitz or close~to-

. Toeplitz systems, fast Kalman filters or fast

Choleski factorization, lattice or ladder form

algorithms, rely heavily on these indexes.

But traditionnal displacement ranks are too
algebraic in nature (integers), they are defined a
priori on the data structure, moreover they do not
provide necessary conditions for a fast algorithm
to exist (Brownian matrices for instance have fast
inversion algorithms of the Schur-Levinson type and

exhibit high displacement ranks).

This paper investigates new displacement
measures for non stationnary signals. Fixed parameter
systems starting from zero initial conditions, but
including a time-varying gain factor, are thus prefer-
red as generic non—-stationnary devices. The time
varying gain factor is moreover modelled as the im-
pulse response of a deterministic AR system. A poly-
nomial generalization of the classical displacemént
rank is then deduced.

Fast algorithms for inversion or Choleski factoriza-
tion of this class of non-stationnary covariance
matrices is then investigated. The standard Schur
algorithm is reformulated under the form of an elemen-
tary matrix identity. This identity is the basic de-
vice for constructing the generalized fast algorithm.
It is shown that the computational effort in terms

of reflexion coefficients and multiplications is

augmented by the order minus one of the gain AR model.
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I. MOTIVATIONS
La notion de rang de dénlacement a &té intro-

duite par Morf, Kailath, Friedlander et Al. / 1/ &
/ 3/ comme une mesure du caractdre non stationnaire
d'un signal (ou d'um extrait court de signal station-—
naire). Il s'agit essentiellement d'une mesure de
"distance'" entre la matrice de covariance empirique du
signal et la matrice de covariance asymptotique, cette
derniére caractérisant par sa structure de Toeplitz
la stationnarité du processus.

Ces rangs de déplacement ont prouvé leur
r6le majeur dans la compréhension des mécanismes sous—
jacents aux algorithmes de filtrage ou d'estimation
dits rapides. L'étude des syst@mes de Toeplitz ou
proches de Toeplitz, les versions rapides du filtre
de Kalman ou de la triangularisation de Choleski, les
algorithmes d'estimation associ&s aux filtres en
treillis ou en échelle reposents, en effet, sur ces

/&7 a/7/.

indices

Mais les rangs de déplacement traditionnels
sont de nature purement algébrique (indices discrets),
ils sont définis a priori sur la structure des donndes.
Bien plus, il ne fournissent pas de condition néces—
saire 3 1'existence d'algorithmes rapides du type
Schur-Levinson. Par exemple, les matrices browniennes
poss&dent un algorithme d'inversion rapide mais leur
rang de déplacement demeure &levé :
soit, en effet, la matrice B considérée par
Picinbono / 8/ (matrice Brownienne) et par
Carayannis / 9/ (DIM diagonal innovation matrix) ces
auteurs ont noté l'existence d'un algorithme de pré-
diction lin&aire (mod&le AR) rapide, c'est—a-dire

2 . . .
ordre (n”), n dimension de la matrice.

boy T -— T

o o [}

B = r T, wee T
o '1 |1

T r. ... T
n 1 n

Cette matrice, assocife 3 un processus 2 increments
indépendants ou a 1'intégration d'un bruit blanc, se
révélera de structure simple au paragraphe 3 , mais
pose né€anmoins le probléme de 1'extension des algori-
thmes rapides & de nouvelles classes de matrices plus

générales.

Cet article aborde 1l'analyse des signaux non
stationnaires en proposant une nouvelle dé&finition
de la notion de rang de déplacement puis analyse ses
implications sur l'existence d'algorithmes rapides
pour des matrices échappant & la classe proche de
Toeplitz,

On rappelle au paragraphe 2 la notion classique

du rang de déplacement et 1'on montre comment elle

est associe & la covariance d'une non-stationnarité
&lémentaire constituée par un syst@me constant, par-—
tant de conditions initiales nulles (ou aboutissant

3 des conditions finales nulles).

Ce type de non stationnarité sera généralisé
au paragraphe 3 en plagant devant (ou aprés) le
syst&me un gain variable multipliant le processus
d'entrée (ou de sortie). Ce gain sera plus loin re-
présenté par la réponse impulsionnelle d'un mod&le
AR déterministe d'ordre p pour permettre une caracté-

risation plus compl&te.

Les algorithmes rapides pour la décomposition
de Choleski d'une matrice proche de Toeplitz tels que
développés par Morf, Kailath, Friedander, Delosme
et Al  sont ensuite présent@s au paragraphe 4
en utilisant 1'approche de Schur. Cette approche, au
lieu de travailler sur un mod&le AR comme c'est le
cas pour les algorithmes du type Levinson, travaille
sur un modéle MA ou la réponse impulsionnelle équiva-
lente. On donne une présentation originale de 1'algo-
rithme de Schur bas&e sur une identité matricielle
simple. Enfin, utilisant cette méme approche, le
paragraphe 5 démontre la généralisation des algori-
thmes rapides en nouveau type de non-stationnarité.
L'effet de la variation de gain revient A augmenter
artificiellement le rang de déplacement classique de

1'ordre (moins un) du mod&le AR correspondant.

Les mod&les & gain variable semblent d'un
intérét particulier. On peut y englober les signaux
qui font 1'objet d'une modulation d'amplitude inten-
tionnelle ou d'un &vanouissement accidentel, ou encore
d'un contrdle automatique du gain. Il est intéressant
dans l'analyse de tels signaux de découpler les effets
des variations de gain du contenu fréquentiel et de
détecter la présence de ruptures dans 1'énergie du

processus d'excitation.

2. LE RANG DE DEPLACEMENT CLASSIQUE

La matrice de corrélation (auto—covariance)
d'un processus discret stationnaire est caractérisée
par une structure, dite de Toeplitz, oli les €léments
sont ildentiques sur toutes les diagonales décalées.
Ces matrices de Toeplitz, ainsi que celles de Hankel,
apparaissent dans la formulation de nombreux problémes
liés aux systémes linéaires et 3 1'analyse
spectrale. Les propriétés de ces matrices ont
8té analysées en détail dans le cas asymptotique de

dimension infinie.
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Dans les problémes pratiques, les données ne
sont accessibles que sur une durée finie. Il peut
s'agir d'un &chantillon court prélevé sur um processus
supposé stationnaire, donc observé de maniére non-—
stationnaire ; ou encore, d'une zone de tramnsition
d'un ph&noméne fondamentalement non statiommnaire. Le
probléme se pose alors d'effectuer une estimation
raisonnable de la corrélation ou de la covariance. Le
choix a priori de la structure de l'estimateur a une
importance considérable et affectera de fagon irréver-

sible la qualité de 1'analyse.

Une démarche naturelle consiste 3 se référer
au cas stationnaire, qui seul est bien compris, et 2
faire 1'hypoth&se d'une fenétre de durée suffisante
oli d'un phénoméne lentement variable. Ces hypothéses
posent le probléme de la distance de la matrice de
covariance empirique 3 la matrice de Toeplitz du

cas stationnaire.

La notion de rang de déplacement a &té intro-
duite pour vé€rifier la constance des &léments le long
des diagonales décalées et en déduire une distance
a la matrice de Toeplitz.

Soit donc la matrice symétrique quelconque R convena-—
blement partionnée et la matrice Z associe 3 un

décalage :

r rT R s 00
o o
R = R = Z = I @)
A\
r R sT s 0.1 0
. 1 o
on construit les quantités
T T .
R-ZRZ =M (2) et R-Z RZ =N )
avec
r rT =P s
o
r = ,P=R1-RO,N=T (3)
r P s s
o+

on note qu'au cas oli R est Toeplitz, P = O et 1'étude
de P pourrait permettre de définir la distance cher-—
chée, Dans la pratique, on définit les rangs de dépla-

cement inférieur et supérieur par

p_ = Rang || p, = Rang [N (4

On constate alors que ces rangs sont &gaux 3 2 dans
le cas Toeplitz. Diverses propriétés ont &té démon-

trées pour ces indices / 1/, comme, par exemple :

lo,(®) = o_(®]<2 o, ®) =0 & 5

mais la propriété principale est un th&oréme de
représentation d'une matrice R quelconque. Dans 1la
suite, on analysera principalement les propriétés

du rang de déplacement inférieur (2) qui sera noté p,
des r@sultats analogues peuvent &tre &tablis pour le

déplacement supérieur (2').

Soit p le rang de M, ce rang peut €tre expli-
cité en &crivant M comme une somme algébrique de
matrices génératrices de rang | (anti-scalaires,
uni-modulaires), on a :

T T
; 85 avec g. = ] h0 h1 SRR Py

Il se déduit de (2) une représentation de R en multi-
pliant par les puissances croissantes de Z et en no-

tant que 2" =0 :

0 n . .
T T ] T, jT
= ES =
R=yZ %66 €365 = B2 (889)7 N
avec h
o
¢. = ln n (8)
.1\\\0
h _see h \\ h .
n 1 o i

On reconnait alors que toute matrice R s'dcrit comme
une somme (algébrique) de produit de matrices triangu-
laires de Toeplitz -(inférieure x sup&rieure) en nombre

€gal & p, rang de déplacement.

Le rang p est donc un indice de complexité
de R. Une matrice de Toeplitz (p=2) comporte deux
éléments dans la somme (7). Chaque terme de la somme
est associé 3 une non-stationnarité élémentaire.
Considérant un syst@me constant causal, de réponse

impulsionnelle ht (h, =0t <« 0 ) partant de conditions

t
initiales nulles et soumis a4 t = 0 3 un bruit d'excita~
tion u, blanc de variance unité, alors, la covariance

de sortie s'dcrit (figure 1)

R=¢G GT
avec 1 3 W
Yo B Y by
y h, h u G = hl ho
PN ] SN
In hn e h1 ho unJ { Byt hl ho
Ye Te
ht
Figure 1

La formule (7) laisse alors place 3 diverses
interprétations. Une corrélation stationnaire peut

s'expliquer par la composition (p=2) de deux non-
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statiovnnarités é&lémentaires (du type (9)). La consi-
dération du déplacement supérieur associé i N aurait
permis une représentation triangulaire (supérieure x
inférieure) associée 2 des conditiomns finales nulles.

Une représentation mixte est aussi possible /11/.

A partir du concept de rang de déplacement de
nombreuses généralisations sont possibles (2) est
une formule de Lyapunov discréte ou Z peut étre rem-
placée par une matrice de systéme dynamique quelconque

, la considération au lieu de Z d'une matrice
circulante permet de représenter R par une somme de

produits (ecirculante x anti-circulante) ... etc.

Il faut cependant remarquer que 1'abandon des
consid&rations sur P = 0 pour le rang de M et N,
rend cette distance algébrique et purement structurel-
le. Dans la pratique une matrice estim@e nalvement se
. révélera de rang complet (p=n). L'extension proposée
ici compensera seulement en partie ce caractére du

rang de déplacement.

3. EXTENSION DU RANG DE DEPLACEMENT

Dans de nombreux cas pratiques, la non-station-—
narité d'un signal pourra résulter d'une variation
indépendante du gain en un point d'une chafne essen-
tiellement stationnaire. Il peut s'agir de variations
ou de modulations de l'énergie d'entrée, ou de varia-
tions de 1l'observation par une fenétre de pondération
ou un contrdle automatique du gain. On définit ainsi
un processus composé dont la non-stationnarité n'est

pas essentielle et qui a déja fait 1'objet d'études

/12/.

On supposera ici que la non-stationnarité élémen-
taire est constitué selon la figure 2 d'un gain
variable indépendant de l'entr@e précédent un systéme
constant. Pour caractériser la variation du gain par
un nombre limité de paramdtres, on admettra qu'il est
engendré par la réponse impulsionnelle d'un mod&le AR

déterministe 1/a(z).

u y
t t
% y—d ht
1
§ —
£ |e@ Figure 2

La covariance de la sortie dans les mémes conditions

que précédemment s'écrit :

R=GZIG (10)

avec

h g
o o
o.
="M B = ! (1)
h «.h h o
n 1 o n
et
o(z) = o + - + 2 (12)
o(z) = 00 oy 2 ‘e oy P

Note : on aurait pu proposer d'autres dispositions
comme par exemple un gain post@rieur au systéme anti-
causal, un mod&le ARMA de la variation de gain. Le
cas ici présenté est considéré comme "générique". Par
ailleurs, le probléme du caractére positif de la sé-

quence o est ici quelque peu négligg.

Cette non-stationnarité peut~&tre caractérisée
par une généralisation du rang de déplacement. On a,
par construction, le développement de R :
. ‘T
2t g gt 2t (13)

R=.Z g,
i=o 1

Multipliant les deux membres de (13) par les puis-—
T P PR
sances de Z et 27, on en déduit que R vérifie une
Equation de récurrence & coefficients o, telle que :
n i it T

I e 2R 2= g (14)

L'identification des deux développements (13) et (14)

précédents donne la formule 1liant 1les oy et o, :

i
i

(i=1, ) I

o =0 o1 o =1 (15)

o
k o o

i~k

ce qui montre que les a, sont précisémment les coef-—
ficients du polyndme o(z), moddle AR générateur du
gain o .
La non-stationnarité ainsi définie englobe celle
de la mise en conditions initiales de la figure 1,

Celle-ci correspond, en effet, & une réponse impulsiom

nelle :
o, = 0O t<o0 > O, = 1 t >0
qui est engendrée par o(z) = l—z-l, d'od par (14)

R~2ZR ZT = ggT

De méme, il est facile de voir que la matrice de

Brown B vérifie la factorisation :

1 r 1

B = g 1 N T mT, 1 N : (16)
| | r -t

n n-l

qui correspond bien 3 1'int&gration (ht =1) d'un

bruit blanc de variance g, = (rt_rt-l)'
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Conformément 3 la note précédente diverses
PP . o . ~
généralisations peuvent €tre envisagées et, en par-—
ticulier, une imbrication des déplacements inférieurs
et supérieurs dans (14), mais la propriété essentiel-

le est l'existence d'algorithmes rapides.

4, ALGORITHMES RAPIDES CLASSIQUES

La notion d'algorithme rapide est habituel-
lement assocife 3 la prédiction linéaire et & la
détermination d'un mod&le auto-régressif (AR). La
formulation du probléme conduit en effet i inverser
une matrice de Toeplitz par 1'algorithme de Levinson.
Ce type de méthodes a connu un développement rapide
et a fait l'objet de diverses généralisations
(multidimensionnel, deux indices, covariance ...). Il
s'est alors révélé que la complexité des calculs
&tait 1ié aux conditions initiales et finales et &
une perturbation de R par des triangles de Toeplitz
/13/. Ces algorithmes récursifs en ordre réalisent

une décomposition de Choleski de R_l.

Mais ces algorithmes rapides ne permettent
pas de borner les quantité&s intervenant dans le cal-
cul (paramétres auto-régressifs). D'ol 1'introduc-
tion d'algorithmes travaillant sur la réponse
impulsionnelle qui permettent une implantation en
virgule fixe maintenant courramment utilisge /14/.
Ces algorithmes effectuent la factorisation de R et
entrent dans une classe plus générale d'algorithmes

du type Schur /15/a /18/.

L'algorithme de Schur peut étre interprété
comme une fagon efficace de passer de la repré@senta-
tion (7) en une somme de produits de matrices de
Toeplitz triangulaires, pour aboutir 4 un produit
unique, abandonnant le caract@re Toeplitz des
facteurs. Sous 1'angle systéme, il s'agit de rempla-
cer un banc de générateurs causaﬁx constants du
type (9) en parall&le par un seul générateur causal
variable dans le temps produisant la méme covariance.
Sur le plan algorithmique, ceci est réalisé en com-
binant les facteurs triangulaires Gi’ dans R (7).

En fait, on-combinera les générateurs g; mettant en

jeu la définition du rang de déplacement (2).

On propose ici de réaliser cette manipula-
tion en utilisant les deux identités matricielles
suivantes. Soient A B C D des matrices quelconques

de dimensions cohérentes, et k un scalaire, on a :

(1-k%) (aB-cD)
(1+k%) (AB+CD)

(A+kC) (B+kD) - (kA+C) (kB+D) (17
(A-kC) (B~kD) + (kA+C) (kB+D) (18)

les relations peuvent &tre interprétes comme des

rotations multidimensionnelles généralisées, Le

facteur k joue le réle du coefficient de ré&flexion
et peut &tre interprété comme un cosinus naturel ou

hyperbolique suivant le cas.

Considérant le rang de déplacement de R, on a :

R-Z R ZT

= 8 gT A g, gg (19)
L'algorithme de Schur peut &tre alors réalisé en

deux opérations :

(i) par wne suite d'opérations du type (17)ou (18)
suivant le signe, appliquées aux g;» amener 3 zéro

la premidre coordonnée de tous les vecteurs généra-

teurs sauf un, soit g,.

. . . T
(ii) faire passer la matrice unimodulaire g,g; dans
le membre de gauche en faisant le changement :

- T
R=R~- 11 1I N

L =g

et replacer les termes résiduels obtenus dans le
membre de droite.

Tous les termes 3 droite sont ainsi de dimension
inférieure et la procédure peut étre réitérée.
On obtient ainsi, apr&s n pas, avec des vecteurs

colonnes 1.l différents :

- n . .
R=.2 zb 1 1? ZlT ou encore

R

n
Z 1n| (20)

L LT avec L = |11, le, ey

qui constitue la décomposition de Choleski cherchée.

Le nombre de multiplications est ainsi de 1l'ordre de

(n p) pour (i) répétée n fois pour annuler i en (ii),
d'oli (pnz).

Ce résultat classique justifie le qualificatif
d'algorithme rapide par rapport aux algorithmes
standards en n3. L'indice p < n mesure donc bien la
complexité représentée par une plus grande distance
i Toeplitz ; c'est, par ailleurs, le nombre de coef-
ficients de réflexions introduit & chaque dimension’
(ordre) . Une remarque int&ressante est) la disposition
dans 1'algorithme de Schur des notions de mod&les
direct et rétrograde combinés que l'on aurait pu

croire plus fondamentales.

5. EXTENSION DES ALGORITHMES RAPIDES

On considére la matrice de covariance R d'un
processus non-stationnaire comportant un gain varia-
ble du type (11). Alors, le rang de déplacement clas-—
sique est en général &gal 4 la dimension et les
algorithmes rapides correspondants n'apportent aucune
accélération du calcul. Cependant, en utilisant la
formulation précédente, ces algorithmes peuvent &tre

&tendus 3 une matrice R dont le rang de déplacement




32

SUR UNE MESURE DU CARACTERE NON-STATIONNAIRE

L

généralisé est caractérisé par :

; P
T p pT _ T
R+ o) ZRZ + ...+ ap Z¥ R Z7T = 1218 g; 21

I1 s'agit 13 d'une non-stationnarité classique de rang
de déplacement p, précédée d'un gain variable engen—

dré par un AR d'ordre p.

Un premier exemple simple est le cas d'un modgle
d'ordre p = l. Le facteur de gain est alors ume expo-
nentielle croissante ou décroissante démarrant de !

3 1'instant initial (la réponse impulsionnelle demeure
causale). On a, alors

T
R-aZRZ = 151 8 8

©

T

1

(22)

avec o > 0, dont un cas particulier &vident est
o = 1. L'algorithme classique se g&néralise avec peu

de modifications, ce qui revient 3 rentrer va dans Z.

Ce fait semble avoir &té not& par Kailath.

Un autre cas simple est celui d'un mod&le
AR(p) associé 3 un rang de déplacement p = 1. Ce cas
correspond & celul de la matrice de brown B quand la
suite des (rt—rt_l) est convenable. Ce cas est cepen—
dant d'un intérét limité car la factorisation est
achevée dé&s que la structure est reconnue. En effet,
1'équation

T

ZRZI + ...+ a0 T
P

R+ a zP g zPT = gg (23)

1

entraine :

R=G I GT

Dans le cas général, la démarche introduite plus
haut demeure applicable & 1'@quation (21). La diffé-
rence essentielle est que 1l'étape (ii) ramdne dans le
membre de droite (p-1) matrices uni-modulaires. Le
nombre de coefficients de réflexion requis par 1'opé-
ration (1) s'en trouve en général augmenté de (p-1).

La derniére itération donne

0 soit R = 0

Q
™~
=5)
[\
"

avec

§=(R—LLT) d'oi R=L L

Le cofit de calcul global est de l'ordre de (p—1+p)n2

ce qui montre 1'inté&rét de modd8les AR courts pour

engendrer le gain.
6. CONCLUSION

On a démontré dans cet article 1'existence d'al-
gorithmes rapides pour réaliser la décomposition de
Choleski d'une covariance non-stationnaire complexe,
dont le rang de déplacement classique est &levé.

Cette décomposition est la clef & 1'établissement

de mod&les AR, MA et d'algorithmes de filtre de

Kalman rapide pour cette forme de covariance.

Le type de non-stationnarité introduit,
sans prétendre 3 la généralité, paralt assez naturel.
Les systémes & gain variable constituent une classe
assez générale pour servir de mod8le 4 divers signaux
physiques mais demeurent appréhendables. L'ajustement
dans (21), compense partiellement

des paramétres oy

le caractére algébrique des rangs de déplacement.

Au-dela des diverses généralisations évo-
quées dans le texte (mélange des déplacements infé-
rieurs et supérieurs, gains en aval du systéme ...),

un certain nombre de questions restent 3 approfondir :

. Classe des signaux physiques modélisables par cette
approche. Etant donné R, est-il possible de choisir

les o, pour obtenir un rang p minimal ?

Formulation directe sur les Echantillons du signal

et analyse des treillis adaptatifs correspondants.

. Relations entre les décompositions inférieurs et

supérieures, rfle des modéles directs et rétrogrades.

Mais il semble aussi que diverses €tudes puissent
étre dévolues a 1'évolution des mineurs principaux
de R en relation avec les a; - Des distances moins
algébriques ou cas stationnaire pourraient en é&tre
déduites ainsi que divers résultats sur la stabilité
des modeles AR résultant des méthodes dites de cova-

riance.
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