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RESUME

On se propose de traiter de la diversité, du codage
enrrecteur et de leur emploi conjoint; pour un mod2le trds
simple de voie radioélectrique: on suppose les signaux
recgus en présence de bruit additif, gaussien et blanc avec
démodulation cohérente, soit en l'absence de fluctuations,
soit en présence de fluctuations de Rayleigh lentes, Ce mo-
déle simpliste ne prétend qu'a rendre les calculs possibles
(encore ne sont-ils qu'approximatifs), pour illustrer des
idées qui ont une portée beaucoup plus générale,

Aprgs avoir introduit un formalisme approprié, nous
analysons d'abord la diversité, Il apparaft que m@me la
diversité & 1l'émission, oU l'énergie disponible par syme
bole 3 transmettre est partagée entre les émissions répé-
tées d'un m&me symbole, est bénéfique ep présence de fluc-
tuations.

Nous rappelons ensuite notre interprétation du codage

' comme systéme de diversité 3 1'aide d'un exemple trés
simple que nous généralisons ensuite. Cette interpréta-
tion conduit au décodage des codes linéaires, symbole par
symbole et pondéré, dit "par répliques™, Un calcul d'une
borne supérieure approximative de la probabilité d'erreur
résiduelle montre que, sous les hypothéses indiquées, le
codage fait un bien meilleur usage de la redondance que
la diversité quand le canal est bon, S'il est mauvais, la
diversité procure encore un bénéfice, mais non plus le
codage, pour lequel 1'énergie émise pour transmettre les
symboles de redondance est alors perdue, L'intér&t d'un
emploi conjoint des deux techniques, la diversité permet-
tant au codage d'atteindre le niveau de qualité nécessaire

2 son emploi efficace, apparaft alors & 1l'évidence,

' SUMMARY

This paper is intended to deal with diversity,
error—correcting codin g; and joint use of both
techniques. It will use a. very simple model of a
radio channel, where the signals are assumed to be
received in the presence of additive Gaussian and
white noise with coherent demodulation, either assuming
a constant received power or slow Rayleigh fading. Such
a simplistic model is intended only in order to enable
tractable (although approximate) computations, as an
illustration of more general ideas.

After introducing an appropriate formalism, we first
analyze diversity, It appears that even transmission
diversity i.e., where the available energy per infore
mation symbol is shared between the repeated transmis-
sions of a same symbol, yields improved performance in
the fading case,

We then recall our interpretation of coding as a
diversity system, first using a very simple example, to
be later extented. This interpretation leads to weighted
symbol=by=-symbol decoding of linear codes, referred to
as "replication decoding". An approximate upper bound on
the probability of decoding error shows that, under the
assumptions indicated, coding makes a more efficient use
of redundancy than diversity when the channel is good.
When it is poor, however, diversity still results in an
improvement but no longer coding: the energy used in
transmitting the redundant symbols is lost in this case.
The interest of joint use of both techniques, where
diversity enables coding to reach the quality level it
needs to become efficient, then appears obvious.

error—correcting cod inn
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1 - Introduction: un modele simple des voies
radioélectriques

Les voies radiogélectriques sont trgs diverses selon
leur fréquence, Leurs caractéristiques communes peuvent
cependant 8tre décrites - 3 grands traits - par deux types
de phénoménes:

a) propagation 2 travers des milieux fluctuants, par
exemple affectés de trajet multiple variable, de telle
sorte que l'amplitude et la phase du signal regu varient
aléatoirement dans le temps et/ou la fréquence;

b) réception en présence de fortes perturbations: bruits
stationnaires tels que le bruit thermique du récepteur et
aussi non stationnaires, souvent prédominants: parasites
atmosphériques ou artificiels, brouilleurs involontaires
ou intentionnels ...

Une hypothese de quasi stationnarité nous fournira un
modéle simple de ces voies: nous supposerons que le signal
est regu en présence de bruit additif, gaussien, station-
naire et blanc, mais que les fluctuations du signal et du
bruit entrafnent des variations lentes du rapport signal
a3 bruit. Nous supposerons m@me, pour la facilité de 1l'ana-
lyse, gqu'une démodulation cohérente est effectuée (un as-
servissement de phase pouvant &tre maintenu grfce & la
lenteur supposée des fluctuations). Nous ne nous intéres-
serons qu'aux communications numériques, de sorte que vaw
riation lente signifie que la puissance du signal et la
variance du bruit restent & peu prés constants & 1'échelle
de la durée d'un symbole. Nous examinerons d'abord le cas
ol la puissance du signal et la variance du bruit restent
constantes, puis le cas ol ces grandeurs varient lentement.
Dans ce dernier cas, nous admettrons que la probabilité
d'erreur & un instant donné reste exprimée par la relstion
établie dans 1l'hypothése ol les grandeurs sont constantes
et nous obtiendrons les variations de cette probabilité
d'errsur en faisant varier lz rapport signal & bruit pour
tenir compte des fluctuations. Nous ne développerons les
calculs que pour des fluctuations selon la loi de Rayleigh.

I1 s'agit bien entendu d'un modeéle simpliste. Son em-

ploi nous permettra d'aboutir facilement & des conclusions
assez générales pour s'appliquer aussi & des modgles plus
réalistes et plus compligués, mais dont l'analyse guantita-
tive aurait été trds difficile ou impossible,

Ainsi, en désignant par £ 1'énergie moyenne disponible
par symbole binaire et par N_ la densité spectrale unilaté-
rale du bruit, on obtient pour probabilité d'erreur moyenne

. - -}
P= —}erﬂ:(Eb/ND)T, erfcix) 2 “E—"':Z axp(-tz) dt (1)

dans l'hypotheése d'une modulation binaire antipodale avec
démodulation cohérente, en l'absence de fluctuations, et

Pe= 1/2[E Mo+ 1 + WE_MNE /Ny + 1] (2)

avec les m€mes procédés de modulation et démodulation
mais pour un signal affecté de fluctuations selon la loi
de Rayleigh.

Avec une modulation binaire orthogonale et démodula-
tion incohérente, on aurait

Py %exp(-Eb/ZNU) (3)
en l'absence de fluctuations et
Po= 1/(2 + Eb/NO) (4)

en présence de fluctuations de Rayleigh.

Ces résultats sont bien connus, 3 l'exception de (2)
qui est établi dans /1/. Les courbes correspondantes sont
tracées sur la Fig. 1. On remarquera que l'hypothse des
fluctuations du signal regu transforme profondément les
résultats. Au lieu d'unme variation exponentielle de la
probabilité d'erreur en fonction du rapport signal & bruit,
on a une variation hemographique, beaucoup moins brusque.

3
lo
0

1o Ep/N, (dB) 20
2 = Diversité et codage

Le reméde le plus classiquement apporté aux perturba-
tions qui affectent les voies radioélectriques est la
diversité, Elle consiste & transmettre la méme informa-
tion sur plusieurs canaux, autant que possible indépen-
dants quant aux perturbations, Nous distinguerons deux
principaux types de diversité:

- diversité & la réception, lorsque plusieurs chemins,
différant par le lieu de réception, 1'angle d'arrivée, la
polarisation ... sont exploitables;

~ diversité a 1l'émission, lorsque les symboles sont
simplement répétés & des instants différents, ou émis sur
des fréquences différentes, simultanément ou non.

Dans le premier cas, pour une m&me puissance émise, le
récepteur recueille d'autant plus d'énergie utile par sym-
bole qu'il exploite davantage de chemins physiquement dis-
tincts. L'accroissement d'énergie regue est un don du mi-
lieu de propagation, exploitable au seul prix de 1'accrois—
sement de complexité du récepteur, Dans le second cas, au
contraire, 1l'énergie disponible par symbole est partagée
entre les émissions répétées d'un mBme symbole et le pro-
cédé ne tire pas ses avantages d'un accroissement de 1'é-
nergie regue.

Un autre procédé, moins classique, est le codage
"correcteur d'erreurs". On peut globalement caractériser
son résultat par ure amélioration de la probabilité d'er-
reur par symbole. 5i 1l'on compare le gain en rapport si-
gnal & bruit qu'il procure pour une puissance regue, soit
constante, soit affectée de fluctuations, il est évident
& l'examen de la Fig, 1 que son emploi est beaucoup plus
intéressant en présence de fluctuations: ainsi, le gain
d'un facteur 10 sur la probabilité d'erreur équivaut &
enpviron 1 dB dans le premier cas mais 10 dB dans le se-
cond. Il s'agit 12 cependant d'une possibilité dont la
réalisation effective pose des problémes sur lesquels nous
reviendrons.,

Nous avons proposé /2-4/ une interprétation du codage
correcteur comme un procédé de diversité, permettant ainsi
d'utiliser un formalisme commun pour analyser les deux
technigues, facilitant leur comparaison et montrant en
fait leur complémentarité. L'intér8t de cette interpréta-
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tion nous paraft 8tre d'abord de fournir, du succes d'une
technique qui a son langage et ses méthodes propres,une ex-
plication empruntée 2 une technique plus ancienne et mieux
comprise. £lle peut aussi aider & déterminer un compromis
acceptable entre la complexité et les performances d'un
systéme de transmission et mettre en lumidre certaines
des propriétés du codage. Nous examinerons successivement:

- pourquoi la diversité ameliore la probabilité d'erreur
en présence de fluctuations;

- 1'interprétation du codage comme un systéme de diversi-
té et ses conséquences;

- l'emploi conjoint de la diversité et du codage.

11 nous faut auparavant introduire un formalisme peu

usuel, mais bien adapté au probléme.

3 - Définition de la valeur relative associée & une décision

Nous nous restreindrons au cas ol les symboles sont bi-
paires, le plus simple et le plus important en pratique
(mais les moyens de généraliser & un alphabet quelconque

existent /3,4/). Nous associerons a la réception de tout
symbole binaire un nombre réel, sa valeur relative (v. r.),

(s)

olt y est le signal observé en réception et c est le symbole
émis. Les logarithmes sont supposés népériens mais le choix
de leur base est en fait arbitraire.

Les signaux émis peuvent &tre représentés par deux vec-
teurs x€ = [ki $],ce {D,l} par rapport a la base or-
thonormée d'un espace & deux dimensions au plus (d'aprds
Gram=Schmidt) et ces vecteurs sont connus du récepteur
puisque 1l'on suppose la démodulation cohérente. Les compo-
santes du bruit selon chacune des dimensions de 1l'espace
sont mutuellement indépendantes et ont pour densité de pro-
babilité commune

a = log Pr{y/c = 0) = log Pr(y/c = 1)

-3 2
pn(x) = (leD) exp(-u /ND). (6)
On peut alors donner de a 1'expression
a= 2 ypd/N0 , o (7
oy d est la distance euclidienne entre les asignaux x et

x et yp est la projection de y sur le support de

xn_ 5}. Dans le cas le plus favorable (binaire antipodal),

+
d=2 Eb .

La valeur relative a indique & la fois quelle décision
est prise par le démodulateur et quelle est la fiabilité
de cette décision. En effet, son signe représente la déci-
sion binsire & vraisemblance maximale &

sgn(a) = (-1)° , (8)
puisque cette décision consiste 3 choisir 1l'hypothese quant
3 ¢ qui rend Pr(y/c) maximal et que a est définie par (5).
Son module v mesure la fiabilité de la décision prise par
la différence des vraisemblances logarithmiques des deux
hypotheses, Apres transformation selon la riégle de Bayes

a= log[Pr(c:U/l)/Pr(csl/l)] - 1og[Pr(c=D)/Pr(c-l)J ’
nous pouvons récrire
(-1)°106{[L - Pr(edo/y)] /Prée)} (9

qui fait apparaitre la décision prise ¢ et la probabilité
qu'elle spit erronéde dans 1'hypothese ol les probabilités
a priori des symboles 0 et 1 sont égales.

)6

a =

4 - La valeur relative en tant que variable. aléatoire

La définition (5) gque nous avons donnée de la valeur
relative associée & une décision binaire implique qu'il
s'agit d'une variable aléatoire. En effet, a y dépend ex-
plicitement de signal observé y qui est aléatoire. Nous
intéressant au cas de bruit gaussien additif ol y est con-
tinu, nous considérerons la v.r., (notée A en tant que va-
riable aléatoire) comme continue.

La variable aléatoire A n'est pas quelconque, en ce
sens que sa densité de probabilité satisfait 3 une con-
trainte qui va maintenant &tre énoncée, sous une hypo-
thése de symétrie souvent vérifiée, en particulier dans
le cas gaussien additif.

Considérons deux valeurs opposées, ta, prises par A.
Soit, pour un symbole émis c donné, les deux ensembles
d¥; = fy: A &(a, atda)} et dY_ =f y: A € (~a-da,-a)} .
D'apres la définition (5), on a donc

a = log Pr(yedY /c=0) - log Prly€dY, /c=1)
= log Pr(y €dY_/c=1) - log Pr{y edY_/c=0) .

L'hypothese de symétrie que nous sommes amené 2 introduire

est, avec ¢ + € = 1 et quel que soit c:
Pr(ledn/c) = Pr(y €dY_sc).

D'aprés les définitioéz mémes de dY, et
Px(y €dY_/c)
Pr(_g_/-édY_/c) = pA/c(-a) da, d'od la

(-1)Ca

dy_,

1

pA/c(a) da ,

relation

Pasela) = @ Pajel=a) - (10)

Une conséquence de (10) est que la moyenne de A a pour
signe (-1)€, ¢ étant le symbole émis. En effet

+00 00
/.ona F,l\/t:(a) da -—-/U a{pl'\/t:(a) - pA/c(-a)] da

+% oo e1)% Ly
=/ a pA/c(-a)L(e - l)Jda ,
0
expression ayant pour signe (=1)°.
Dans le cas gaussien, par exemple antipodal, soit
cis 2 .
(-l)cm, m positif, et@ la variance de la variable aléa-

toire A, On a d'aprds (6) et (7) une densité de probabilité
de la forme
2 2 2

pA/c(a) = (2nd )dﬁ' exp[—(a - (-1)%m /20 J

et (10) entrafne

2 2 2 2 -
exp[—(a - (-1)%) /ZG‘J = exp[—(a + (=1)°m)/20 &+ a]
d'ol 2

m =0 /2 -

Rappelons que la décision 3 vraisemblance maximale est
représentée par le signe de la v.r. Une décision erronée
est donc prise toutes les fois que la valeur prise par A
est d'un signe différent de celui de sa moyenne. La proba-
bilité d'erreur moyenne a donc pour expression

0 N
P, = F’r(c:U)/_pr/U(a) da + Pr(c:l%] pA/l(a) da ;

et, en raison de la symétrie:

+00
P, =/u PA/l(a) da .

D'aprés (7) et sachant que yp a pour variance NU/Z’
m = 4Eb/ND;

(11)

{12)

compte tenu de la relastion entre moyenne et variance d'une
V.r., la dersité de probabilité de A s'écrit

. 1 1
PA/C(a) = %(Yfm)-?exp[; (a - (-l)cm)z/dm] P (13)
& quoi correspond d'aprés (11) la probabilité d'erreur
P, = ¥ erfe(d m%) = 4+ erfe (Eb/NO)% (;4)

la seconde égalité d'aprds (12), expression bien connue ‘
que l'on s'attendait 3 retrouver,
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5 = Analyse de la réception de données binaires en
diversité

Nous prendrons pour modéle de la réception numérique en
diversité le schéma de la Figure 2. Nous désignerons par
Xépliques indépendantes du symbole émis les symboles regus
correspondants, dans 1'hypoth2se oli les signaux qui les re-
présentent ont été perturbés par des bruits indépendants
(eela pouvant correspondre, comme sur la Fig., & des voies
physiguement distinctes, ou 3 une voie unique utilisée 2
des instants suffisamment différents pour assurer 1'indé-
pendance des bruits perturbateurs). Le résultat le plus im-
portant sur cette réception en diversité est 1'énoncé sui-
vant (qui justifie dans une large mesure 1l'utilisation de
la valeur relative): la valeur relative a associée 3 la dé-
cision & vraisemblance maximale quant au symbole émis est
la somme des valeurs relatives a,, i = 1, 2, ... r, asso-
ciées a c?acun des symboles émis

a = a, . (15)
i=1 .
r—-————"
voie 1 i démod., 1
Entrée voie 2 | démod. 2
g -
b ] P4
!

v01e ;]-1—{7démod. T}
a
|

combineur de diversité
Figure 2: Schéma de la diversité

La relation (15) est la simple conséquence de la défi-
nition (5). L'hypoth2se de 1'indépendance du bruit dans les
r voies entrafne que

Pr(y;s Yo eee v /€) = Prly,/c) Prly,/e) ... Pr(y /c)

d'od le résultat annmoncé.

Dans 1'hypoth#se ol les v,r, des symboles regus sont
gaussiennes avec la distribution (13), m, étant la valeur
absolue de la moyenne de la i-2me d'entre elles, il découle
de (15) que la v.r. A, de la décision optimale est égale
& la somme de ces v.r.; elle a donc encore une distribu-—
tion de la forme (13), de moyenne

m, o= m. o,

Soient E! et N} 1'énergie regue par symhole et la densité
spectrale du bruit pour la i-2me voie, D'aprds (12) et (16):

m =4 Z Eb/NG . (n

Le systéme ée diversité optimal se comporte donc comme une
voie gaussienne unique qui aurait pour rapport signal &
bruit la somme des rapports E /Nl et donc la probabilité

' ] b D
d'erreur, d'aprés (14)

(16)

_ erﬂ:fz Eb/N . (18)
iml
Cela met en évidence une amélioration par rapport & chacune

des voies individuelles, On montre d'ailleurs /1,2/ que
cette amélioration est générale, gquelle que soit la densité
de probabilité des v.r. associées aux symboles recgus.
Examinons les conséquences de ce résultat simple dans
différents cas. Pour la diversité 3 l'émission, on a

= i
ZEb=E
en l'absence de fluctuations. Si N = N

se réduit tout simplement 3 (14) eg
diversité n'apporte aucun bénéfice.

y constante

pour tout i, (18)
il est évident que la

Dans notre modgle d'ure voie fluctuante, nous avops
encore une méme densité spectrale du bruit NU’ mais Eb

est devenue une variable aléatoire indépendante des autres
et ayant pour densité de probabilité

pEl(x) = (1/E ) exp(—x/Ei) s, x 30 (19)

est l'energle moyenne par symbole regue de la i-&me
fait apparaftre la somme des

ol £,
voie, L'expression (17) de m,
Ei, qui a pour densité le produit de convolution de (19) r
fois par elle-m8me soit, avec E.= Eb/r et en désignant par
£ la somme des énergies: *

Pe(x) = (2/6 )70/ (2-1)1) exploxe/E, ) (20)
La probabilité d'erreur moyenne est alors
+ o +
Py = -l-/ er‘Fc(x/NU) pE(x) dx (21)

expression dont le caleul

est maleisé, mais dont on peut
établir une maJoratlon simple mais grossitre. On sait que
T
erfc(x/NU) < exp(-x/ND), x 90, (22)

En substituant dans (21), on obtient une intégrale connue
/5/, d'ot

p & ¥ (1+ Eb/rND)-r

Pour E /N constant, on voit que Py est majorée par une
fonctlon gécroissante de r, qui tend pour r infini vers

+ exp(=E, /N_). Cette limite est la m&me que la borne (22)
appliquée & (14). En fait, la limite pour r infini est
exactement (14), d'aprés (21) et parce que la densité (20)
tend vers &{x - E ). En effet, son moment d'ordre n a pour
expression

]
m = (x/E )r(l/(r-l)!)/ xEHn
n b 0

= (€, /5) (x+n-1) 1/ (x-1)!
En remplagant les factorielles selon la formule de Stirling
on obtient que, pour r devenant infini, m tend vers EB,
ce qui implique le résultat annoncé. On peut donc conclure
que, pour une énergie moyenne par symbole regu constante,
l'accroissement de r améliore la probabilité d'erreur: le
résultat obtenu asymptotigquement pour r infini est le méme
qu'en l'absence de fluctuations,

La validité de cette conclusion n'est pas restreinte
au modéle choisi. En effet, si l'on considere n'importe
quelle distribution p_(x) de cette énergie par symbole au
lieu de (19), la probabilité d'erreur moyenne en 1'absence
de diversité reste exprimée par (21). L'emploi de diversité
d'ordre r tendant vers 1'infini conduit & la probabilité
d'erreur beaucoup plus faible donnée par (14),

C'est ce que montre la Fig. 3. On y a représenté la
courbe de la probabilité d'errsur en fonction du rapport
signal 3 bruit. Cette courbe est décroissante et convexe
gu'il s'agisse de la fonction (14) ou (3) (on notera que
cette convexité est masquée lorsque 1'on utilise des échel-
les logarithmigues selon l'usage courant, auquel est d'aile
leurs conforme la Fig. 1). D'apr2s le théorzme de Jensen,
la moyenne des probabilités d'erreur est supérieure (tris
supérieure le plus souvent) 3 la probabilité d'erreur asso-
ciée au rapport signal 3 bruit moyen, atteint asymptotique-
ment en utilisant le diversité 2 1'émission.

(23)

-lexp(—xr/Eb) dx

E/N

(EB/NQ)Nageh
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Donc la diversité & 1l'émission, sans effet en 1l'ab-
sence de fluctuations, annule asymptotiquement la dé-
gradation de la probabilité d'erreur qui leur est due.

La diversité a la réception, gr@ce 2 1'augmentation de
l'energie regue par symbole binaire, apporte un bénéfice
mEme en 1l'absence de fluctuations, outre celui d'en annuler
asymptotiquement les effets qui, bien entendu, subsiste,

6 - Le codage en tant que procédé de diversité

Nous nous proposons maintenant d'introduire notre in-
terprétation du codage comme procédé de diversité. Nous
considérerons d'abord l'exemple de la Fig. 4, le plus sim-
ple possible, Nous désignons par canal l'ensemble du modu-
lateur, ds la voie de transmission et du démodulateur pon-
déré: il regoit donc des symboles binaires et délivre des
nombres réels, les v,r, associées aux décisions du démodu-
lateur.

Nous” supposons qu'au lieu de transmettre un symbale
isolément, nous envisageons la transmission conjointe de
k = 2 symboles d'information, u, et u,. Nous considérons
pour l'instant u. comme un simpie auxiliaire pour la trans-
mission de u,. Les symboles émis sont au nombre de 3: les

deux symboles uy et u, et

&3 = u @y,
somme modulo 2 des symboles & transmettre. Nous supposons
qu'une énergie moyenne E_ est regue par symbole d'infor-

mation, c¢'est & dire seulement ZEb/3 pour chacun des sym-
boles émis.

(24)

codeur l I décodeur
| | Z
i canal 1 lal c
I o Tleye) a
a
3
j canal 3
la, *™ c
2 canal 2 2 ARIEY 2
| |
. i
a
Figure 4: Exemple de codage 2

fle,.) est définie par la relation (30)

Nous pouvons interpréter ce schéma comme une forme de
diversité. En effet, {24) implique que u; = u, @ cqe Les
décisions GZ et ¢, quant 3 u, et cy permettent une rééva-
luation de o, ingépendammant de la décision quant a u,,
soit ﬁl’ dans la mesure ol les bruits sont indépendants
dans les trois canaux. Nous pouvons donc améliorer la dé-
cision quant a u. en remarquant que Gl et

9 =808
constituent deux répliques indépendantes du symbole u_ .
Soit a! la valeur relative associée a U'e D'aprds (15}, la
décision quant & u, en fonction de ces %eux répliques, qui
constitue le résul%at du décodage, a pour v.r., la somme des
v.r. associées aux répliques, soit

1
(25)

* - ! 26
8 =8 +a . (26)
Il nous reste & évaluer a' en fonction de a, et a. 11

suffit de remarquer que, d'aprds (25),
o~y _ - s - ~ .
Pr(djdu) = Pr(d, fu,)Pr(é =c ) + Pr(fi,=u,)Pr(& 4c,)
Cela peut 8tre récrit
1 2Pr§ ul;éul. [l 2Pr(u2£u2)] [l ZPr(c3£c3 )]
mais, d'aprds (9),

th(a/2) = (%= 1)/(e%+ 1) = (~-1)°[1 - 2Px(8kc)}. (28)
On peut donc exprimer le premier membre de (27) en faisant

{21

dans {28) a = 8!, € = G! et c = 1 au premier membre, et cha-
cun des produits du second membre en y faisant a = a, et a3y

€= d, et €y € =u, et C4e Mais (25) implique
a3 Gz® &,
(=1) 1 = (=1) , denc
th(a}/2) = th(a,/2)th(ay/2) (29)
ou, de fagon équivalente
ai - 14 th(EZ/Z)th(aa/Z) exp(az+ a3) + 1 (30)

1 - this,/2)th(a,/2)
La régle de décision quant au premier symbole s'écrit
donc, d'apres (26) et (30):
1+ th(az/Z)th(aa/Z)

exp(az) + exp(aa)

(31)

a¥ =a 4+ lo
1T th(a,/2)th(a,/2)

Le procédé de codage utilisé se comporte ainsi,
pour le symbole u_, comme un systeéme de diversité
utilisant deux cafaux indépendants: le canal physique qui
sert 3 transmettre le symbole u, et un canal déduit des deux
canaux physiques transmettant u, et c, en effectuant 1l'opé-
ration (30) sur les v.r. a, et a, qui en sortent, On pour-
rait qualifier ce procédé 55 diversité par calcul,

Bien entendu, les r6les de u, et u_ sont symétriques.
En complétant par symétrie le dispositif qui vient d'€tre
décrit pour le décodage de u,, on obtient le schéma de dé-
codeur qui a été dessiné sur la Fig. 4.

On aimerait généraliser & ce cas l'analyse de la diver-
sité faite au paragraphe 5, qui était tra3s simple dans le
cas gaussien, Malheureusement, si a_ et 2, sont gaussiennes,
la relation non linéaire (30) entrafne que ai ne l'est pas.
Nous aurons recours & une approximation gaussienne de a! qui
n'est valable que si les valeurs absolues des moyennes ée
a, et a,, soit m_ et m,, sont grandes, Remarquons d'abord
que le code (simpliste? défini par (24) est lindaire et le
canal symétrique, de sorte que les propriétés du codage en
présence de bruit sont indépendantes du mot émis. On peut
donc sans restriction de généralité supposer c.= c, = O,
donc c.= D. Alors m_ et m, sont les moyennes de a, et aj.
La ver, ai donnée par (30? peut Btre récrite

1 + exp(-a_-a_)
, 2 3
a! = log .
1
exp(-a2)+exp(—a3)

5i les moyennes m et m, sont grandes, il est peu probable
que a_ et a_ soient simultenément trés petites et le numéra-
teur est voisin de 1. Soit a le plus petit des deux nombres
a, et a_, Si 1'un d'eux est nettement inférieur & 1'autre,
exp(-a) est prédominant en dénominateur et a'! ® a . Si a. et
a; sont du méme ordre de grandeur, une approximation pessi-
miste les supposera égaux, soit

ai o a .- log 2. (32)

La ver. a! n'est pas pour autant gaussienne dans cette
approximation, puisqu'elle dépend de a qui, étant la plus
petite des deux varisbles gaussiennes a, et a3, a pour den-
sité de probabilité

+ 0 + o0
p,{(a) &p (a)/ p, (u) du + p (a)/ p, (u) du
A h T M MTa R

avec, d'aprés (13):
- 2 .
py (a) = (amm ) Fexp-(amm)¥/an.] , i = 2, 3, datop
i a=m a-m

i
3 2

p,(a) ® ¥p, (a)erfc{e—==) + p, (a)erfe( Ve (33)

A A2 ZJES A3 ZJNZ ]

Si nous admettons que la gaussienne de la forme (13}, de
moyenne m, qui a mBme tangente 3 l'origine que (33), est
une approximation valable de la "queue" de la distribution
(33) dans le calcul par (14) de la probabilité d'erreur,
nous obtenons

£3

m ‘exp(-m/4)

= %[b;%éxp(-m2/4) erfc(-m%/Z)
- 3 4
exp(~m./4) erfC(—mz/Zﬂ

+m3
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Mais erfc(=x) = 1 + erf(x) et, pour m, et m, grands, cha-
cune des fonctions erfc{.) est trés voisine de 2. L'équa-
tion implicite donnant w devient

m-%exp(-m/4) = m;iéxp(-mz/d) + m;iéxp(-m3/4) .
Si m, et m; sont tr2s inégaux, 1'un des deux termes est né-
gligeable vis & vis de l'autre et m peut 8tre pris égal a
min(a ,33). Dans le cas de 1'égalité, il faudrait résoudre
1'équation implicite

m‘%exp(—m/d) = 2m; exp(-mz/d) ;
min(mz,ma) - 4 log2
est une solution pessimiste en ce qu'elle conduit 2 majorer

la probabilité d'erreur, Nous obtenons donc pour probabili-
té d'erreur résiduelle, c'est-3-dire apres décodage

P &4 erﬂ:(-}-Jml+ min(my,m3) « 4 log2 ) , my,myHpl (34)

11 ne s'agit malheureusement que d'une approximation
basée sur quelques hypoth&ses qu®il n'est pas facile d'en-
tierement justifier., Les données expérimentales et les si~
mulations confirment cependant sa validité pour des valeurs
moyennes du rapport signal & bruit.

Nous en retiendrons principalement qu'a 1l'exception du
terme correctif log2, tout se passe comme s'il y avait addi-
tion du rapport signal & bruit du canal 1 et de celui du
plus mauvais des canaux 2 et 3, Par exemple, si toutes les
moyennes sont égales et en l'absence de fluctuations, on 2

P, =20 erfc(AEb/ElNO - 1092)"} y Eb/ND » 1 (35)

‘résultat qui fait apparaftre un gain du facteur 4/3 (en né-
gligeant le texme correctif), soit 1,25 dB, par rapport 2
la transmission sans codage.

I1 faut remarquer que si l'on suppose au contraire gque
les canaux 2 et 3 sont mauvais, la contribution de la ré-
plique (25) devient négligeable, comme on peut le voir par
exemple sur l'expression (30}, La surface ai en fonction de

a, et a, est représentée sur la Fig, 5 .
Fiqure 5: a! = f(a,,a,), relation (30)
1 2773 .
-4 111ty 4%
AV NN 4
RN 3
- 7/
’ -5 1) :
—"=Y 0 2
,_..—'///_'/,
- - -7 .rj ° 2
— — w— - \\_h___.___‘
(-] >
Ta
0 ('._,_._——2
A ,".51’,- - '—;:T_:-;
- ‘/ /"
3 r -3 .--"
[ t 7 s P
3 ll/’l/-’s,-
' 1 i / - -~
‘s,
u L B O Y
tvelt 14 «
at
Sa: Courbes de niveau
Sb: Coupe selon u, u'
!
CL4
2
A
< v - + A
! 0 4 2 3 4

Ainsi, on voit apparaitre sur notre exemple tra2s simple
deux propriétés générales des systimes de codage:

- une utilisation de la redondance qui, lorsgue les voies
individuelles sont bonnes, équivaut 3 une amélioration du
rapport signal 3 bruit (comme dans un systéme de diversité
en réception);

- mais, lorsque ces voies sont mauvaises, une dégradation
telle que la redondance n'apporte plus aucun bénéfice, de
sorte que 1'énergie dépensée pour émetire les symboles de
redondance est perdue,

Cette conclusion reste valable pour les généralisations
que nous allons maintenant aborder.

Un exemple de ces codes nous permettra d'en comprendre
les propriétés. Il s'agit du code {(7,3) & longueur maximale,
Ses mots sont de la forme ¢ = [ul u, u3 c4 cs c6 c7] , ou

sont les k = 3 symboles d'information & trans-
c., étant les symboles de contrSle calculés en
, u, et u_. Tout mot ¢ de ce code, considéré

Ul, u, et u
metire, c
fonction ﬁe u

comme une matrice ligne, est tel que

=0

e H' (36)
olt H est la matrice de contrfle
1011000
1110160
1100010 °
0110001

En écrivant c sous forme littérale, H sous forme numé-
rique et en considérant toutes les combinaisons linéaires
des équations (36) ol apparaft u,, on voit que 1'on dispose
pour le décodage de u, des 4 répliques (mémes hypothéses et

notations qu'en 6.1):

H =

r, = Gl réplique "simple"

r, =, + &,

I = 65 + 67 répliques "composées"
r, =0, + &

mutuellement indépendantes puisque chacun des symboles ne
figure qu'une fois dans l'ensemble des seconds membres, Or
la distance minimale du code est précisément d = 4 et le
code est compl2tement orthogonalisable au sens du décodage &
seuil /6/. On peut en faire un décodage majoritaire, avec
des décisions fermes sur les symboles, mais aussi générali-
ser la relation (26), qui devient

a¥=a + a(2)+ a(3)+ a(d)
1 (,} 1 1 1
ol les a't , i =2, 3, 4, v.r, des répliques composées,
sont données par (30), soit
1 + thia, . /2)th{a,_ /2)

1i 2i

(37)

(i)
3 = 1997 (s, /2)th(a, /2)
1i 24
ol a5 et ay; désignent les v.r. associées respectivement

aux deux symboles qui servent & exprimer la réplique r_ .,
Des considérations analogues 2 celles du paragraphé pré-
cédent conduisent & une estimation approximative de la pro-

babilité d'erreur résiduelle, pour 1l'exemple choisi:

P, -8 erfc(i»ml+ min(ma,ma) + min(ms,m7)
6) - 12 log2')

+ min{m (38)

2™

Les codes complétement orthogonalisables sont rares.
On peut cependant toujours résoudre les équations de con-
tr8le (36) par rapport su symbole u) que 1l'on veut déceder.
On obtient alors 27~k répliques ol, bien entendu, un mé&me
symbole apparaft plusieurs fois aux seconds membres, On peut
montrer qu'un ensemble de n - k répliques composées linéai-
rement indépendantes est exhaustif en ce sens qu'il suffit
au décodage & vraisemblance maximale. Ces répliques ne sont
en général pas orthogonales mais on peut formuler la régle
de décision sur Uy selon

*

a

1 =+ fl(az, veead, (39)
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ol f.(...) est la valeur relative assocife & l'ensemble des
répliques composées (qui ne se sépare plus comme en (a7,
indépendante de al. On peut l'expliciter ainsi:

fl(az,...an) = lag[L(l;)/L(;l)J (40)

ot L(1;) et L(;1) représentent respectivement 1'ensemble des
mots c du code ayant 0 et 1 3 1'emplacement du symbole & dé-
coder, par la somme des expressions exp(~a.- &, ,,.) asso-
ciées 3 chacun des mots c, ol les indices i,j 3y oes
désignent 1'emplacement des "uns" dans ¢ (/3/, /1/).

Une autre possibilité est de faire le calcul en fonce-
tion du code dual du code utilisé /7,2-4/. Alors la rigle
de décision (40) se déduit de

ay = o) + logfL'(15)4L' (31)/2,] - logL! (13)-L! (51)/2,)

ob L'(1;) et L'(;1) représentent selon la m@me convention
que ci-dessus des ensembles de mots du code dual, en ayant
remplacé exp(-a ) par z, et fait z= th(a, /2) pour tout
i=l, 2, ... n. On peu% alors réduire 1a™ complexité du dé-~
codage en ne retenant qu'un ensemble de répliques non ex-
haustif. On peut dans certains cas obtenir une simplifica-
tion considérable avec un écart minime par rapport & 1'op-
timalité, ainsi pour les cedes produits /B/.

En complément de ce trés bref apergu, le lecteur pourra
se référer a /2-4/.

7 = Evaluation approximative de la probsbilité d'erreur

Pour un code linéeire quelconque, 1'évaluation de la
nmhnh1 1ité

nnaabalate

d'erreur réeiduelle nout f4+re Foite mow dos

TISUD IS8lcuB.lLe peuvy O3r2 Toils par ges

méthodes analogues /1/, On obtisnt alors un résultat de la

forme
_ P = + erfc(%’ml + E m, - c Y, m; grands
iel

ot ¢ est un terme correctif et ol I est 1'ensemble des
indices de 2 & n tel que:

(41)

a) exp(-
iel
dénominateur de (40), et b) Z n
i€l
sommes associées 3 l'ensemble I défini par a).
En fait, le terme corrsctif c peut 8tre négligé si les
m, sont trds différents. Dans le cas de fluctuations de Ray-
13igh ob 1'énergie du signal est distribuée selon (19), on
peut envisager de calculer une approximation de la probabi-
1ité d'erreur résiduelle moyenne en appliquant (41) avec
c = 0, La distribution de la moyenne m, de la v,r, du i-2me
symbole est alors, d'aprds (12) et (197:
pMi- (N0/4E) exp(-an/AE)

ai)appuraisse en: argument du logarithme en

s soit la plus petite des

(42)

E= kEb/n (43)

est 1'énergie moyenne regue par symbole codé, On peut suppo-
ser que la plus petite somme de moyennes sera atteinte pour
1'un des n, mots de poids minimal d. La distribution de la

A variables de densité (42) est alors

d d-1
= . 1 - 4
pM(X) (Nn/dE) (1/(d=2)1) x “exp( xND/ E)
et la densité de probabilité de la plus petite de ses som.

soit S, est + 00 nd-l
ps(x) = ndpM(x)[/x pM(u)du]

I1 faut évaluer

+00 3
P= %/( erfc(4s®) ps(s) ds
8]

L'emploi de la majoration grossigre (22) conduit, compte
tenu de (43), a
p(iﬂ(1+kE/hN)

11 est intéressant de comparer ce résultat 3 celui de la
diversité & l'émission d'ordre r, soit (23). Si 1'on excepte
le terme constant dans (46), on voit que d remplace r en ex-
posant de la parenth2se, mais que le facteur de Eb/N0 est

somme M de n
(44)

mes,
(45)

(46)

devenu le facteur fixe k/n au lieu de 1/x.
8 = Conclusion

La majoration (46) ne fait apparaftre que des avantages au
codage par rapport & la diversité: d ne dépend pas de la
redondance acceptée, mais de la complexité acceptée. A ce
prix, pour k/n donné, on peut rendre d aussi grand que l'on
veug,

Le codage ne se comporte donc pas comme un procédé de
diversité 2 1l'émission. Tout se passe comme si la
transmission avait lieu 3 travers plusieurs canaux combi-
nant certaines des voies physiques utilisées, selon un pro-
cédé de diversité a la réception, "par calcul", Il y a gain
apparent en rapport signal 3 bruit, outre l'effet utile de
réduire la dégradation due aux fluctuations (paragraphe S).

Ce tableau trés favorable a pourtant deux ombres:

- la complexité inhérente au codage et surtout au déco-
dage pondéré, mais des approximations m&me grosgidres con-
servent une bonne partie des avantages;

- 1'effet de seuil déja mentionné en 6.1 qui rend la re-
dondance du code complétement inutile si le rapport signal
est trop faible, alors qu'elle resterait utile en diversité
d'apr2s (18),

Cette dernigre remarque montre comment la diversité et
le codage peuvent &tre employés conjointement: le codage
doit précéder 1'émission répétée, de telle sorte que les
décisions quant aux données répétées soient prises d'abord,
ces déeisions et leurs marges servant de données d'entrée au

décadeur pnndéq—n

&tre interprétée (selon (17)) comme amenant le rapport
signal 3 bruit vu par le décodeur & une valeur supérieure
au seuil pour lequel son fonctionnement devient utile.

La fonction de la diversité peut slors
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