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RESUME

Dans cet article nous présentons un
nouvel algorithme A convergence rapide pour adap-
ter les coefficients d'un égaliseur linéaire i un
canal inconnu et éventuellement lentement variable

au cours du temps.

L'algorithme proposé est une simplifi-
cation de l'algorithme auto-orthogonalisant. 11
est obtenu en remplagant la matrice figurant dans
le gain de ce dernier par une matrice circulante
qui lui est asymptotiquement équivalente au sens
de la distribution des valeurs propres. Sa
vitesse de convergence est quasi-indépendante de
la dispersion des valeurs propres de la matrice
de corrélation du signal recgu et par rapport a
1'algorithme auto-orthogonalisant il a 1l'avantage
de nécessiter considérablement moins d'opérations
par itération, ‘

Nous donnons des résultats de simula-
tions confirmant l'efficacité du nouvel algori-
thme lorsque le signal regu est fortement corrélé.

SUMMARY

This paper presents a new rapidly con-
verging algorithm for adapting the coefficients
of a linear equalizer to an unknown and possibly
time-varying channel. )

The proposed algorithm is a simplifica-
tion of the self-orthogonalizing algorithm. It is
obtained by replacing the weighting matrix which
appears in the correction term of the latter
algorithm by a circulant matrix which is asympto-
tically equivalent to it (the asymptotic equiva-
lence being taken in the sense:of eigenvalue
distribution). Its convergence speed is not affec-
ted by the eigenvalue spread of the received
signal correlation matrix, and its computational
complexity is much smaller than that of the self-
orthogonalizing algorithm.

Computer simulation results are given
which confirm the efficiency of the new algorithm
when the received signal is highly correlated.
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I. INTRODUCTION

Dans un égaliseur linéaire adaptatif,
on utilise souvent un algorithme du gradient sto-
chastique pour la mise a jour des coefficients.,
Cet algorithme est simple 4 mettre en oeuvre,
mais il a l'inconvénient de converger d'autant
plus lentement que le signal regu est plus cor-
rélé, ce qui le rend inefficace sur des canaux
4 forte distorsion d'amplitude [1,2].

Dans les systémes a réponses partielles,
une forte corrélation est introduite dans le
signal pour des raisons d'occupation spectrale,
et par conséquent dans ces systémes 1l'algorithme
du gradient stochastique n'est pas efficace méme
si le canal est de bonne qualité (a4 faible dis~
torsion d'amplitude). Pour une convergence plus
rapide Chang [2) a proposé de blanchir le signal
avant égalisation et Mueller [3] a proposé un
nouvel algorithme. Ces deux méthodes supposent
une connaissance a priori de la matrice de corré-
lation du signal regu. Plus précisément, l'algo-
rithme de Mueller est obtenu en multipliant 1le
gain vectoriel de l'algorithme du gradient sto-
chastique par l'inverse de la matrice de corré-
lation du signal regu.

Si le canal est de bonne qualité, la
corrélation du signal recgu vient essentiellement
du filtre de mise en forme et une bonne estimée
de la matrice de corrélation est connue d'avance.
Mais dans le cas général ni la matrice de corré-
lation ni une bonne estimée de celle-ci ne sont
connuesd'avance. Pour accélérer la convergence,
il faut alors combiner l'estimation récursive de
l'inverse de cette matrice avec l'algorithme pré-
cédent. On obtient ainsi un algorithme dit "auto-
orthogonalisant” [4]. Dans 4] il est aussi
démontré que l'algorithme de Kalman [5] est un
algorithme auto-orthogonalisant & pas décroissant.
L'algorithme auto-orthogonalisant permet une
convergence rapide indépendamment des distorsions
du canal, mais sa complexité reste trop élevée
pour un grand nombre dfapplications.

Dans cet article, aprés un rappel sur
1tégaliseur linéaire, l1l'algorithme du gradient
stochastique et 1'algorithme auto-orthogonalisant,
nous présentons un nouvel algorithme a convergence
rapide. La vitesse de convergence du nouvel algo-
rithme est comparable a celle de l'algorithme
auto-orthogonalisant, toutefois sa complexité est
beaucoup moins élevée que celle de ce dernier.

II. STRUCTURE DE L'EGALISEUR

Le canal est modélisé par un filtre
transversal suivi d'une addition de bruit. Les

échantillons x 4 l'entrée de 1'égaliseur ont
pour expression :

= E N 1
xk hJ ak-j + nk (1)

ol a, désigne le symbole émis a l'instant kT, T
est la durée d'un symbole, nj est 1'échantillon

de bruit additif et les {h.;} sont les coefficients
du filtre transversal modélisant le canal.

L'égaliseur considéré est un égaliseur
linéaire qui est constitué d'un filtre transver-

sal suivi d'un détecteur A seuils.

La figure 1 montre un égaliseur linéaire
a N coefficients.

Tous les paramétres figurant sur la
figure 1 sont complexes.

Notons le vecteur des échantillons
présents dans 1'égaliseur :

X = (x T

" ") )

X _qrmesery X vy

soit C le vecteur des coefficients du filtre
transversal :

T
c =(co, Claersen, cN-i)
La sortie du filtre transversal au k' °"°
instant d'échantillonnage, notée y , sert a la

décision du symbole émis & 1'instant (k-k )T. Ici,
ki, est un paramétre caractérisant le retard de
décision de l'égaliseur et dont l'optimisation
n'est pas traiftée dans ce texte.

Nous posons également :

*x T Y k-k

Le critére utilisé pour l'optimisation
des coefficients est la minimisation de 1l'erreur
quadratique moyenne (EQM).

e =& (le |%)

Le vecteur C minimisant cette quantité
est donné par :

c =G "V (2)
avec

G = E(X_ X) (3)
et

v

BOX 2y ) (&)

ou ltastérisque désigne le complexe conjugué.

L'estimation du vecteur optimal C se
fait en général par une méthode itérative.Dggg le
paragraphe suivant, nous rappelons les algorithmes
conventionnels pour l'estimation de Co

pt

III. ALGORITHMES CONVENTIONNELS

ITI.1- Algorithme du gradient stochastique

L'EQM ¢ est une fonction convexe du
vecteur C et son gradient par rapport a C est
donné par :

de
dC

=2, E(Xk ek) (5)

Evidemment l'estimation instantanée du
gradient est difficile, mais la quantité 2XJ ey
peut &tre prise comme une estimée non biaisée

de
dc

de

L'algorithme du gradient stochastique
consiste & itérer le vecteur C dans la direction
opposée du vecteur X; ek .
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*
Cretr = G~ 2 X ok (6)

ol & est un pas suffisamment petit pour assurer
la convergence de 1l'algorithme.

Cet algorithme simple a 1'inconvénient
de converger d'autant plus lentement que les va=-
leurs propres de la matrice de corrélation G sont
plus dispersées. Or la dispersion des valeurs
propres de cette matrice est directement liée au.
spectre échantillonné du canal. En effet les
Eaﬁeurs propres Ajvérifient la double inégalité

1] :

SS)\iSS

ou s et S désignent respectivement le minimum et
le maximum du spectre échantillonné du canal.

III.2- Algorithme auto-orthogonalisant

Cet algorithme est obtenu en multipliant
dans (6) le vecteur XE ey par une matrice qui est
une estimée _de l'inverse de la matrice de corré-
lation G [4].

Au k™€ instant d'échantillonnage, une
estimée de G est : ’
Kk
> 5y (7)
S = % 5% 7
i=1

Cette estimation se met sous la forme
récursive @

1 * T
6 = 5 ( (k-1) G, + XX ) (8)

En appliquant le lemme d'inversion de
matrice [6 p.23] 4 la relation (8), on obtient
un estimateur récursif de G~1.

R St
G G
k=1 X X Gk-1 ) (%)

T -1 *
k-1+Xk Gk—l Xk

-1 k -1
G = %=1 (Gk-l -

Ltalgorithme auto-orthogonalisant com-
bine la relation (9) avec la relation suivante :

-1 _x*
Crer = G~ @ O X o

Cet algorithme converge rapidement et
n'est pas sensiblement affecté par la dispersion
des valeurs propres de G. Le prix que l'on paie
pour cette convergence rapide est une croissance
importante de la complexité par rapport a l'algo-
rithme du gradient stochastique. Le tableau sui-
vant indique le nombre d'opérations a effectuer
a chaque itération dans les deux algorithmes.
Dans ce tableau les divisions ont été assimilées
a des multiplications.

(10)

Tableau 1
Multiplications Additions
Algorithme du gra-
2 2
dient stochastique N N
Algorithme auto- 2 2
orthogonalisant 3NT + 3N 2N"+2N+1

IV, UN NOUVEL ALGORITHME A CONVERGENCE RAPIDE

IV.1- Obtention de ltalgorithme

La matrice G est une matrice de Toeplitz
symétrique. A partir de celle-ci, dans [7] nous
avons défini une matrice circulante de la maniére
suivante :

s0it (g 4, Gqsevaee, gN-1) la premiére ligne de la
matrice G.

On définit le vecteur

T
R = (ro, Toaesere, rN-i)
avec
. = . i 1 < 2
r, =9; si i [N/2]
. (11)
et r., =r sinon
i N-i

ol |x| désigne la partie entiére de x.

Nous appelons Circ(R) la matrice circu-
lante dont la premiére ligne est le vecteur R. En
supposant que la réponse impulsionnelle du canal
est de durée finie, d'aprés les théorémes établis
dans [8], les matrices G et Circ(R) sont asympto-
tiquement équivalentes dans le sens que leurs
normes spectralies respectives sont bornées et la
norme de Hilbert-Schmidt (définie dans [8])de leur
différence tend vers zéro lorsque N - ® , Cette
équivalence implique que lorsque N est suffisam-
ment grand, ces deux matrices ont la méme distri-
bution de valeurs propres. Par la suite, nous
admettons cette équivalence et nous prenons
Circ(R) comme une approximation 4 la matrice G.

Notre algorithme est obtenu en rempla-
¢cant dans l'algorithme auto-orthogonalisant
(Eq.{10))1'estimée Gy de la matrice G-1, par une
estimée de (Circ(R))-1.

Ainsi -1
- a (Circ(Rk)) X e

[ = C k %k

k+1 k (12)
R, étant l'estimée de R aukkleme instant d'échan-
tillonnage.

En utilisant les propriétés des matrices
circulantes, la relation (12) devient [7]

*
TFD(Xk)

TFD(Ck+ = TFD(Ck)— aek EFBTE;T (13)

»

ou TFD désigne la transformée de Fourier discréte
et on TFD(X;)/TFD(Rk) est un vecteur obtenu en
divisant chaque composante de TFD(XQ) par la com-
posante correspondante de TFD(Rk).

En prenant une transformée de Fourier
discréte inverse, la relation (13) devient

TFD(X;) >

TFD(Rk)

~1
c =€ -ae TFD < (1&)

k+1
dans cette relation, le vecteur R_ est mis a jour

-\ . k
d'aprés la relation :

Rk=—l%—((k—1) R, +x;xk) (15)
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Jusqu'ici le canal a été supposé sta-
tionnaire (voir Eq.(7)). Lorsque le canal est
lentement variable dans le temps, la relation (7)
doit é&tre remplacée par :

k
k-i _x T
G, = A X, Xj, 0 <) <1 (16)
i=1
ce qui donne :
*
Ry = AR, +x X (17)

4 la place de (15). Dans (16) et (17) le choix du
paramétre A est un compromis entre la précision
des estimées et la vitesse de variation du canal.

Notons que, d'aprés (14), la stabilité
de notre algorithme nécessite que TFD{(R )} n'ait
pas de composantes nulles. Pour cela, a chaque
itération, on prend la valeur absolue de chaque
composante de ce vecteur et on ajoute une petite
constante positive.

IV.2- Performances et complexité

Comme nous venons de le voir, l'algo-
rithme proposé est une simplification de 1'algo-
rithme auto-orthogonalisant basée sur l'équiva-
lence asymptotique entre les matrices de Toeplitz
et les matrices circulantes. Par conséquent,
lorsque le nombre de coefficients de 1l'égaliseur
est grand, notre algorithme se comporte identi-
quement & l'algorithme auto-orthogonalisant.
Toutefois la complexité du nouvel algorithme est
considérablement moins élevée.

Dans notre algorithme le nombre d'opé-

rations a4 effectuer & chaque itération est repor-
té sur le tableau suivant :

Tableau 2
Multiplications
(+ divisions) 2N + |N/2 ]
Additions 2N
TFD 3

Lorsque N est une puissance de 2, les
TFD peuvent étre effectuées par des FFT (de
l1'anglais "Fast Fourier Transform"). La FFT d'une
séquence de N points nécessite au plus ¥N logy, N
multiplications et N log, N additions. La comple-
xité de notre algorithme est donc proportionnelle
a N log, N, alors que celle de 1l'algorithme auto-
orthogonalisant est proportionnelle a N2 {(compa-
rer tableaux 1 et 2).

Plus concrétement, dans un égaliseur a
16 coefficients, le nouvel algorithme ne nécessite
que 136 multiplications par itération, alors que
ltalgorithme auto-orthogonalisant en nécessite
816 (réduction par un .-facteur de 6 environ).

V. RESULTATS DES SIMULATIONS

Dans les simulations, nous avons utilisé
un égaliseur linéaire a 13 coefficients dont le
coefficient de référence était celui du milieu.
Les symboles émis {ag} étaient réels et binaires
(ax = -1 ou +1) et le rapport sigmal & bruit,
défini comme le rapport des variances du signal
non bruité et du bruit additif, était de 25 dB.

Dans un premier temps nous avons simulé
une réponse impulsionnelle échantillonnée corres-
pondant & un canal téléphonique relativement de
bonne qualité (fig. 2).

Aprés passage dans ce canal, le signal
n'est pas fortement corrélé et le rapport de la
valeur propre maximale & la valeur propre minimale
de la matrice de corrélation est de 1l'ordre de 9.
Sur ce canal, l'utilisation de l'algorithme auto-
orthogonalisant ou du nouvel algorithme n'a pas
apporté une amélioration significative par rapport
4 l'algorithme du gradient stochastique., En effet
les trois algorithmes ont convergé rapidement.

Dans un deuxiéme temps, nous avons simulé
la classe IV des systémes A réponses partielles
dont le filtre de mise en forme a un zéro double
dans son spectre et F(D) = 1-D2 pour fonction de
transfert. Le canal de transmission était le méme
que précédemment (celui de la figure 2). Le sys-~
téme simulé est représenté sur la figure 3.

A cause du zéro double dans le spectre du
filtre de mise en forme, les valeurs propres de la
matrice de corrélation du signal regu sont trés
dispersées (le rapport de la valeur propre maximale
4 la valeur propre minimale est environ 76). Dans
ces conditions, la convergence des trois algori-
thmes est illustrée sur la figure 4. Ces courbes
montrent une nette supériorité de l'algorithme
auto-orthogonalisant et du nouvel algorithme sur
1'algorithme du gradient stochastique. En effet
les deux premiers ont convergé en environ 80 ité-
rations, alors qu'avec l'algorithme du gradient
stochastique 1'EQM reste importante (de 1l'ordre
de 0.3) aprés 200 itérations. Nous avons vérifié
que la convergence de l'algorithme du gradient
stochastique nécessite environ 800 itérations.

Dans ces simulations, les pas respectifs des trois
algorithmes ont été choisis de maniére i obtenir
la méme EQM résiduelle aprés convergence.

VI. CONCLUSIONS

Nous avons présenté un nouvel algorithme
a convergence rapide pour la mise & jour des coef-
ficients d'un égaliseur linéaire. Comme 1l'algo~
rithme auto-orthogonalisant, il est particuliére-
ment efficace sur des canaux & forte distorsion
d'amplitude. Toutefois il a l'avantage de nécessi-
ter un nombre d'opérations par itération considé-
rablement moins grand que l'algorithme auto-
orthogonalisant.
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