y
HUITIEME COLLOQUE SUR LE TRAITEMENT DU -

SIGNAL ET SES APPLICATIONS

NICE du 1er au 5 JUIN 1981
o emeE—————— e |

UN NOUVEL ALGORITHME D'EGALISATION SANS BIAIS.

H. VILLA et O. MACCHI

LABORATOIRE DES SIGNAUX ET SYSTEMES ~ CNRS/ESE — Plateau du Moulon — 91190 GIF SUR YVETTE.

RESUME

Au cours de transmission de données on émet des
symboles discrets; la réception se fait par une esti-

mation des données généralement constitufe par un fil

i une idée tr&s répandue le crité@re de l'erreur qua-
‘dratique moyenne minimale g&néralement utilisé pour
calculer les récepteurs optimaux ne permet pas tou—
jours d'atteindre le minimum d'erreur. Cela est di
en particulier au fait que le calcul de l'erreur
quadratique moyenne ne fait intervenir ni le
nombre de niveaux, ni la place des seuils. L'étude
du signal ainsi égalisé montre qu'ilcomporteun biais,
di 3 la présence du bruit. Ce biais est génant dans
1é cas ol les données prennent plus de deux niveaux.
Un calcul de probabilité d'erreur dans un cas simple
montre que si on change les seuils en fonction de la
puissance du bruit on peut améliorer la probabilité
d'erreur donnée par 1'8galiseur du critére de l'er—
reur quadratique moyenne. Le phé&noméne de biais est
d'autant plus marqué que le bruit est plus fort. Pour
en tenir compte, un nouvel &galiseur est introduit,
qui minimise l'erreur quadratique moyenne sous con-
trainte d'élimination du biais ou, de manidre &quiva-
lente d'adaptation des seuils au niveau de bruit. Cet
égaliseur qui a i'avantage d'avoir une forme adapta-
tivevsimple apporte une amélioratiom, dans tous les
cas envisagés, sur 1'égaliseur "classique'. La compa-
raison des performances des deux égaliseurs a été
faite gri3ce 3 des simulations sur ordinateur avec des

algorithmes adaptatifs.

SUMMARY

In data transmission, discrete symbols are emit-
ted; the reception is made of a linear estimatiom,
called equalizer, followed by a threshold detector.

We first show that the mean square error criterion,
generally used, does not always bring a minimum error
probability. This is due to the fact that the mean
square error calculation does not take the number of
levels and the threshold values into consideration.
The resulting equalized signal have a bias which de-
pends on the additive noise power; this bias is embar—
rassing when the data take more than two levels. In

a simple case, the error probability calculation shows
that by changing the threshold according to the noise
power, the error probability of the mean square error

criterion equalizer can be improved.

To take this phenomenon into account, a new equa-
lizer is introduced, minimizing the mean square error
under the condition of a null bias, which is equivalent
to threshold adaptation. Such an equalizer which have
a simple adap tive form, gives smaller error proba-
bility than the "usual "'equalizenuThis has been tes—

ted with the aid of computer simulations. -
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I. INTRODUCTION

En transmission de données, la réception se fait
généralement par un égaliseur s'appuyant sur le cri-
tére de 1l'erreur quadratique moyenne (EQM), suivi d'un
détecteur 3 seuils [1]. Ceci correspond & 1'idée, trés

répandue, que minimiser 1'EQM revient i minimiser la
probabilité d'erreur (PE) sur les données.

I1 faut cependant noter la contribution récente
de Millot [2] qui choisit un autre critére que 1'EQM
pour attendre une meilleure PE dans le cas de trois
niveaux.

Dans cet article nous commengons par mettre en
évidence, sur un exemple, que la PE n'est pas une
fonction croissante de 1'EQM en particulier i cause
de l'existence d'un biais sur le signal égalisé; d'oi
1'introduction d'un nouvel &galiseur permettant de
supprimer ce biais. La suppression du biais revient a
un déplacement de seuils, dans le cas ol on émet plus
de deux niveaux, cas qui, seul, retiendra notre at-
tention. La forme adaptative, simple, de ce nouvel
égaliseur nous a donné des performances plus intéres—
sante que 1'égaliseur classique. Les simulations ont
été faites dvec des données réelles lagénéralisation au
cas complexe étant immédiate.

II. CALCUL DE LA PROBABILITE D'ERREUR DANS UN CAS
SIMPLE.

Ce calcul est possible dans le cas d'un canal de
transmission parfait (canal n'introduisant pas d'in-
terférences), d'un bruit additif blanc, centré gaus-
sien et pour une suite de données, ay, pouvant pren-

prendre un nombre quelconque de niveaux, ici nous
prendrons quatre niveauxjces données sont supposées
centrées, équiprobabales, indépendantes entre—elles
et indépendantes du bruit.

Le signal échantillonné, L 1'entrée de 1'éga-
liseur g'écrit

i e S M

oil bK est 1'&chantillon de bruit additif. On sait que
[2] 1'égaliseur optimal H

1'EQM s'écrit

, au sens du critére de
opt

_ 1 -1
Hopt - (E * —3.5) So
a
ol
[
k= (SK+N’ cees Sps ey SK—L)

est le vecteur d'échantillons de la réponse percussiomr
nelle du canal s(t), ol (N+L+1) est le nombre d'é&chan-
tillons traités par l1'égaliseur, ol R est la matrice

de corrélation de (N+L+1) &échantillons successifs de
bruit, ol E est la matrice de pseudo—corrélation du

canal. Dans la suite on prendra la puissance des don-

nées a2 égale 8 l'unité pour simplifier. Dans le cas
simple de cet exemple on a
> So
op 2 *®
P 140
ot o2 est la puissance du bruit et
§§ = ...010 ... 0) (5)
Le signal Yk de sortie de 1'égaliseur est donné
par
>T >
Yk = Hope Xx oo (6)
avec
T 7
)(K - '(XK+N’ e XK’ ceey XK_L) H ( )

dans notre cas

. ap . bK
K o? 1407

(8)

On voit que la valeur moyenne de Yo conditionnelle 3

1'émission de la donnée ay 3 1'instant n° K, moyenne

notée E(yv/a ) n'est pas . Cette moyenne est plus
K %K 2 °
faible que a ., et le phénoméne est d'autant plus mar-

qué que le bruit est plus fort. Nous conviendroms d'ap-

peler "biais"™ d'un égaliseur, la grandeur aléatoire

[aK - E(yK/aK)] qui prend autant de valeurs qu'il y a

de niveaux possibles pour les données ag.
L'égaliseur sera dit sans biais si cette variable

aléatoire est nulle. C'est le cas pour 1l'égaliseur,

non optimal, caractérisé par

#' = (0 ... 010 ... 0). 9
On a bien

Y T ag * by s (10)
et donc

E(yg/ag) = ag , (11
ce qui veut dire que le biais est nul quel que soit le
le niveau de bruit.

Soit P et P' les PE pour les égaliseurs ﬁopt et B
et € et €', les EQM correspondantes. Pour les quatre
niveaux + 3a, + o (a= 1/{5), les seuils &tant placés

en + 20, 0, il est facile de voir que

1 142 2 IQOZ
P= E(erfc(g) + erfec(a ——~g~0 + erfc(a Yy (12)
o o 5
23 &
P 5 erfc(c) , (13)
2
e = 9——2 . (14)
I+o
e = o2 (15)
avec
1 ® —u2/2 )
erfe(x) = Ny J e du. (16)"
T x
Le rapport signal 3 bruit S/B est donné par
S/B = - 10 log o2 a7

Les résultats sont donnés dans le tableau ! et
la figure 1. On voit sur lescourbes que la PE n'est
pas une fonction croissante de €; on a, & la fois,
(e/e')< 1 et (P/P')> 1. Les calculs de PE montrent que
le choix des seuils intervient. En particulier si on

change + 20 en * on trouve

1+o
P' = % ercf(%) ,
ce qui raméne la probabilité d'erreur de 1'égaliseur
classique au niveau de celle de 1'égaliseur sans biais.
Mais pour obtenir ce résultat, les seuils dépendent du
niveau du bruit o2; il faut donc les adapter i ce ni-
veau de bruit ou, ce qui revient au méme, faire une
homothétie sur les signaux &galisé&s, de rapport (1+02).
C'est ce qui est fait dans la suite par un systéme ori-
ginal et adaptatif. Par contre, dans le calcul des EQM
la place des seuils n'intervient pas, ni le nombre de
niveaux, d'ailleurs : c'est cette lacune qui rend 1'é-.
galiseur classique, basé sur le crit@re de 1'EQM, vul~
nérable au phénoméne de biais.

I

P (18)
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III. EGALISEUR SANS BIAIS.

Aprés avoir calculé le biais de yg pour un égali~
’_> 3
seur H quelconque, on minimise 1'EQM avec la contrain-

te de supprimer ce biais.

III.1. Calcul du biais.

Soit b le biais

b = E(yp — a)/a,) (19)
L'expression suivante du vecteur observation iK
400
> >
=Y a,§ . +b (20)
ik o ] K-3 K
oii
T - b b ) (21)
K= ( KaN® 0t Pg oeees By een
nous donne pour un égaliseur ﬁ
b=a, (B S -1) (22)
=% ( o *

III.2. Minimisation de 1'EQM sous contrainte.

L'EQM, e(ﬁ), est dans le cas général ([2]) donnée

par

T T
e(ﬁ) =1 - 2/ §o + & (2 +-E) i (23)

<]
1

. ajoutant la contrainte

B =1 (24)
[o]

on obtient,l'égaliseur sans biais ﬁb
> . !§ + 5!-1 §D

= (25)

" )l 3

0~ [

ce qui s'écrit

>

i = ﬁopt/a (26)
avec

>T
a=H_, §°, 27

la figure 2 rend compte de la forme de 1'égaliseur

)
X1< - | 2 A e

'—hHQE ‘ A >

Figure 2. Egaliseur sans biais optimal.

On a introduit la variable Zy définie par
_2T
zp = % Hopt’ (28)
elle est liée 3 la sortie ¥ de 1'égaliseur sans biais
optimal par

Yg = Zle (29)
Remarques : — D'aprés (23) et (27) on voit que
a=1-e('ﬁ°pt)=1—e. (30)

L'EQM € é&tant positive, yg est supérieur & Zps
zp est déplacé vers les valeurs supérieures conformé-

ment & 1'analyse faite dans le cas simple du paragra-
phe II.

- Pour le cas particulier vu au II ﬁb est
1'égalisateur T défini par (9).
- On peut exprimer o en fonction de la va-
riable intermédiaire Z s en effet d'aprés (22), on a
z
K
E(z=/ a) = «a (31
K
Si on appelle e', 1'EQM pour 1'égaliseur
sans biais, Hh’ on obtient en remplagant dans (23)

SN o U >

m = . (32)
On a bien €' supérieur 3 e, comme il est normal, puis—
que le critZre de 1'EQM est destiné 3 minimiser e(H).
L'égalité entre les deux EQM a lieu dans le cas trés
particulier, idéal, ol ¢ est nulle; c'est & dire quand
il n'y a ni bruit, ni interférences (on a alors ﬁb =

) et seulement dans ce cas 1i.
opt

€

ITI.3. Mise en oeuvre adaptative.

C'est & partir de l'expression (26) de ﬁb que la

forme adaptative de 1'&galiseur sams biais est obtenue.
En effet, 1'algorithme de Ho est celui du gradient,

qui s'éerit : pt
2K+ _ a >
Hopt - iil;pt: * u(aK ZK) XK (34)

. ] . .
en notant ngt le vecteur, convergent vers 1'égaliseur

classique ﬁgpt’ a 1'instant d'échantillonnage K; ﬁK est

est l'estimation de ay qui se fait par le détecteur a

seuil. Le pas d'incrémentation, p; de l'algorithme sera
choisi constant dans notre &tude. On trouve ensuite la
forme adaptative de en remarquant que d'aprés (28)

et (20)

g %
E(~) =E(—/ a,) = . (34)
E "

Par conséquent
K+ _ K _ .
o =va + (1= g /a (35)

nous donne une estimation de o. Le pas d'incrémentation
(1-v) est constant et de l'ordre de 10-2.

Ainsi la formule
K+1

ﬁ§+] _ _opt (36)

oK
nous permet une mise en oeuvre adaptative simple de
1'égaliseur sans biais.

I11.4. Egaliseur‘récursif.

A partir de 1'égaliseur récursif optimal selon le
critére de 1'EQM [3], un raisonnement analogue au cas
de 1'égaliseur tranmsverse nous conduit au schéma de la
figure 3. ~

—
XK = “L* 4 I« detecYeur S«
- Fopt % a_ sew)
Ry

Figure 3. Egaliseur r8cutsif sans biais .F.

En introduisant le vecteur

7T -

Te = Cgay v+ %12 -1 o %p) (37)
et le vecteur des r données estimées antérieures

2T - a

AK = (aK_], . aK_r), (38)
on sait que

> _ > ST -] >

Fopt = [E(TK TK)] D (39)
caractérise 1'égaliseur minimisant 1'EQM oii 1'on a posé

>T

DT = (sN, cee 8_1s 0, «vse. 0 . (40)

r composantes
D'autre part on'a
@e=F ~.D . (41)
Soit alors
-+ T >

%k ='Fopt- * iK ’ (42)
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la sortie de 1'égaliseur récursif classique. On voit
facilement qu'on a toujours

®, _ . 7K T _
E(a) = E(;IZ/aK) =%0pt.15 = 1~e(¥opt) (43)

Par conséquent la forme adaptative de ¢ est 1la
méme que dans le cas précédent.

>
L'algorithme de l'égaliseur récursif, Fopt’ est

celui du gradient. La forme adaptative de 1'&galiseur
récursif sans biais est donc analogue 3 celle de 1'é&-
galiseur transverse sans biais.

IV. RESULTATS.

-On a comparé, numériquement, la PE et 1'EQM de
1'égaliseur sans biais (transverse et récursif) i la
PE et 4 1'EQM de 1'égaliseur classique (transverse et
récursif). On a d'abord effectué ces comparaisons en
prenant pour les égaliseurs (transverse et récursif)
les formes théoriques. Puis on s'est intéressé aux

formes adaptatives des égaliseurs.

Les calculs ont été faits avec plusieurs canaux
appelés respectivement P, A, B, C, D dont les caracté-
ristiques sont données dans le tableau 2; oli d est le
taux de distorsion défini par

e
K
g =Ko )
8
[o]
Canal | P A B C D
s, 1 0,97 0,9 0,9 0,82 5,0 pour KA
5,750 0,16 0,26 0,3 0,41 K Ré + 2
d 0 0,33 0,51 0,67 I

Tableau 2. Coefficients et taux de distorsion des
canaux étudiés.

On-sait que d caractérise la qualité de chaque canal.
Le canal P est le canal parfait que 1l'on a vu au para-
graphe IT. On a ensuite le canal A qui est un “bon"
canal avéc un faible taux de distorsion, les canaux B
et C créent des interférences plus importantes, enfin
le canal D qui présente un "trou” dans son s%?ctre,
aprés repliement dans la bande de Nyquist [_fi’ A

(A &tant la période d'émission des donndes) est un
"mauvais" canal. Les motations déji utilisées (P et
pour la PE et 1'EQM de 1'égaliseur classique; P' et €'
pour la PE et 1'EQM de 1'égaliseur sans biais) seront
toujours les mémes dans les différents tableaux et
sur les différentes courbes.

IV.1. Comparaison dans les cas théoriques.

Iv.1.1. Cas des égaliseurs transverses.

Le tableau 4 et la figure 4 montrent que dans
tous les cas la PE est plus faible pour 1'égaliseur
sans biais. Ce qui &tait vrai pour le calcul parfait
est donc vrali pour les autres canaux, qu'ils soient
"bon" comme les canaux A et B ou plus distordus comme
les canaux C et D. L'EQM reste évidemment toujours su-
périeure 3 1'EQM de 1'égaliseur classique. Quand le
niveau de bruit est faible et pour des canaux "assez
bons" les deux égaliseurs sont & peu prés &quivalentes.
Par contre en bruit fort, ou bien pour des canaux tras
distordus 1'intér@t de 1'&galiseur sans biais est plus
marqué et le critére de 1'EQM devient caduque pour
minimiser 1a PE. On voit,par exemple, pour le canal C
et pour o2=1 que 1'on a £/¢'=0,4 alors que P/P'=1,14.

IV.1.2. Cas_des égaliseurs récursifs.

Le tableau 5 et les courbes de la figure 5 nous
aménent & des conclusions similaires 3 celles obtenues
pour les égaliseurs transverses. Si l'égaliseur sans
biais donne toujours une probabilité d'erreur plus fai-
ble, c'est surtout en bruit fort qu'il est intéressant.

Remarque : Des simulations ont Egalement &té faites

avec les valeurs th&oriques de opt et F mais en in-

troduisant dans TK non les ay (valeurs vraies) mais
les 8@, (valeurs estimBes). Les valeurs des EQM et des

PE sont plus importantes (tableau 6) mais 1'allure des
courbes P/P' et e/e' (figure 6) reste la méme.

IV.2. Comparaison dans le cas des égaliseurs adaptatifs.

Les simulations ont &té faites uniquement dans le
cas des égaliseurs transverses. Les PE et EQM (tableau
7) sont supérieures 3 celles du tableau 3, car 1'in-
troduction de la valeur estimée 8, dans les algorithmes
entraine des erreurs supplémentaires par rapport aux
égaliseurs théoriques. Cependant 1'égaliseur sans biais
améne toujours une diminution du nombre d'erreurs com—
le montrent les courbes de la figure 7. L'EQM de 1'dga-
liseur classique reste toujours inférieure 3 celle de
1'égaliseur sans biais, sauf dans un cas sévére (canal

D : 8/B = 30 dB) ce qui n'est pas surprenant car opt?

qui rend 1'EQM minimale théoriquement, est fortement
modifi& par le grand nombre d'erreurs.

V. CONCLUSION.

On a montré dans un .cas particulier que la PE
n'est pas une fonction'croissante de 1'EQM. Ceci nous
a amené 3 introduire un nouvel &galiseur : l'égaliseur
sans biais qui nous donne, dans tous les cas &tudiés,
moins d'erreurs que 1'8galiseur classique 3 EQM mini-
male. Cet égaliseur, valable aussi en récursif, a de
plus, l'avanﬁage»de posséder une forme adaptative sim—
ple.

81 en bruit faible et pour des "bons" canaux 1'é-
galiseur sans biais donne des probabilités d'erreurs
équivalentes (légdrement inférieurs cependant) 3 celles
de 1'égaliseur classique, il se montre par contre plus
intéressant en cas de bruit fort ou (et) pour des ca-
naux trés distordus.
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H i i { | | ! H | : I 1
S/B I 39 20 , 14 ! 10 3 : 0 S/B i : - i : i !
(dB) 1 ’ , " (aB) 30 ] 2_0 13 ; 10 : [ iCANA‘ L |
P ) 60 1032 1027 o.aze | 0.433 e - o 0 0.07 :  0.17 0.568 :
ook IR R "~2”%~"_"_— o e 1.3 10343 1072 6.1 1072 ot o.s3 L A
e ! 10 1099102 3.8 1072 0.9 1027 om ’ o ;
; Bt de 5 (canal parfait) ' 3 0 12 107 0.11 | 0.222 . 0.584
TABLEAU 1 : PE et canal parfait = _ - .
= et BQH de Bope e e 1.8 10318 102 8 102 o4 | 0.5 B
O ? o ‘8.6 107 0.8 . 0.293 .0 0.60
it T - - l: H c
c——————— .. e 3 103 3 102 0.11 : 0.19 0.58 H
1 r ~ |
P 0.150 | 0.285 .  0.388 |  0.436 ¥ 0.622
e 9.5 102 0.18 0.26 0.33 | 0.63 v,
— .
TABLTAU 4 : PE et EQM de Hopt (forme théorique).
0.%
' u
10 . 20 30 d&
Fiqure 4 PIP'(-) o €€ () or fonction de 5|
“{ - Tt _“! 1 4
S/B ; !
& 30 20 13 10 0 CANAL
T Lo
P 0 0.06 | 0.138 [ 0.5
w073 102 48 1002 9 1072 o0 P
P 0 0 0.053 0.153 0.568
e da 102 00 10%se 102 6.0 0.51 | A
3 o ) 0.068 - 0.166 0.569 :
e 1.3 102 13 10260 102 o 0.52 ;B
P 0 0 0.083 0.197 | 0.580 .
e 16 100 96 192 7 10?7 o3 0.53 ¢y
: | ;
P 0 7.5 107 0,149 0255 0.581 !
w1 10 3 10?00 0.16 0.55 D
e o4
TABLEAU 5 : PE et EQM de Fop: (égaliseur récursif théorique)
0.3 + 4 5
40 20 30 df
\ FI%UPQ 4 P/P'(--) d:é/f’(_) en kockion de SIR

051/

o'h v v ¥ >
{0 20 30 487

C;a.m S () ak E/E' (=) en fonchion de SIR
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R r T
/B 30 '[ 20 1 @
S : 3 o
P o 0 0.038 0.134
€ 102 0 0% 48 102 9 10
P 0 ) 0.06 0.167
e 1 107 g0 1072 s.e 10 oun
P 0 o 0.10 0.226
e 1.3 107 13 1072 sa 1072 oas
P 0 0 0.172 0.292
e 1.6 1070 16 1072 o3 0.21
P 0 0.059 0.40 0.456
¢ 41 107 9.4 1072 0. 0.42
TARLEAI 6 : P ol N
: et EQM de Fopt (avec aK)

o.4

0.538

i 0.50

0.556
0.54

0.571
0.57

0.588
0,60

0.618
0.66

-

e o < e e e e e e LTI 4
| CANAL S/B | 30 20 13 10 0 CANAL
(dB) ! ;
4 . - S N S SR A, ——
: P 0 ! 0 0.047 0.157 0.584
PR e 1073 0?2 52 102 0.0 0.59 P
R — i
® ) 0 0.071 0.198 0.631
A e 13 107 s w2 es o107 oz 0.65 A
P 0 12 w03 .30 0.268 0.628
B - - -
e 1.9 1000 1.9 10290 1072, o.es 0.64 B
3 o 1 102 o0.238 | 0.354 0.633
¢ ~3 -6 ! c
e 3.8 107 3.6 10 0.142 0.230 0.69
) 0.310 0.362 0.443 0.493 0.646
A € 0.20 0.22 0.33 0.40 0.75 D
SP— ———
TABLEAU 7 : PE et EQM de ﬁop: (forme adaptative)
s
T —:’{_’ -=C
-(;:f:\—.___‘-____-
[~ ==
C
P
P 2
0.8
ot . N
40 20 30 b7
g \ _
P\clufe, Foer) o i/g’(_) on {ov-chon de sIA

Fi qure 6

40

o (L) ok

20

" X
30 48"

Ele' (=) en fonchion de SIR



