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RESUME SUMMARY

On compl&te sur le plan algorithmique la In order to achieve the synthesis of a Fast
synth&se effectuée dans 1'article publié au précédent operator dedicated to the numerical resolution of the
colloque du GRETSI sur la comparaison de différentes Riccati matrix-equation, the author has completed the
méthodes de résolution numérique de 1'é&quation de former description he had presented at the 79' GRETSIL
RICCATI discréte en y ajoutant quelques critiques et meeting, dealing with the comparison (Theoretical and
en présentant les nouveaux r8sultats obtenus en 1979 experimental) of different methods.

et 1980 (ces algorithmes ont é€té simulés sur ordinateur
CII-HB 66/10).

De fagon 3 préparer la svnthé&se de 1'opéra- The theoretical works have now been achieved,
teur de RICCATI Rapide, certains de ces algorithmes leading, during 1979 and 1980, to simulation experiments
ont été implémentés sur le micro~processeur monolithi- first on a general purpose CII-HB 66/10 computer, then
que 9900 de Texas Instrument en vue d'une intégration on a 16 bits one chip microprocessor (TI 9900). This
dans un dispositif de filtrage en temps réel. On pré- paper presents the main results of the experimentation.

sente les résultats obtenus par cette premiére réali-
sation sur micro-processeur d'un opérateur de filtrage
matriciel généralisé.
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1. = INTRODUCTION

L'obtention du gain optimal de KALMAN se fait
de maniére classique par la résolution de 1'équation
de RICCATI.

T

() P=FPF T

1 T

-F P H [HP HY + r]EPFT + 0

ol F est la matrice de transition
Q est la matrice de covariance de bruit
de commande
H est la matrice d'observation
R est la matrice de covariance de bruit

de mesure.
avec dim F = n xn dimQ =n xn
dimH= mxn dimR = m xm

Q est symétrique semi définie positive
R est symétrique définie positive.

La matrice P solution de l17équation (1) permet
de calculer le gain optimal.

K = PH' [HPH® + R]

Différentes méthodes de résolution de
1'8quation de RICCATI ont &té étudiées dans [1] et
[2] ainsi que la transformation de cette dquation
en un type différent d'équation.

Aprés avoir rappelé bridvement les prin-—
cipaux algorithmes précédemment &tudids, il leur
sera composé& un nouvel algorithme 3 convergence
quadratique puis on présentera les résultats de

1'implementation des algorithmes choisis sur
micro-processeur 16 eb. TI.9900.

2. - METHODES D'OBTENTION DU GAIN DE KALMAN OPTIMAL

L'obtention du gain de KALMAN se fait selon
trois méthodes distinctes. La premid&re consiste
a4 calculer les valeurs propres du Hamiltonien du
systéme [3], ce qui se raméne i résoudre une
Equation de degré 2n ou une équation de degré n et n
équations de degré 2 compte-tenu des propriétés des
racines de la premidre 8quation. Le gain obtenu par
cette méthode sera appelé K sur les courbes 2.1 et 2.2

La deuxi&me méthode consiste & résoudre
l'équation de RICCATI directement de fagon itérative
et donnera un gain KR, ou & calculer cette équation
avec un algorithme de type NEWTON, c'est la méthode
de quasi linéarisation oili on calcule:

- T T
B, =FPp H [HP H
puis on résoud 1l'équation de LIAPUNOV

T 1
P~ (F-B_ H) P, (F-B H) = Q+B R B_

+ R]_lavec Po= Q

le gain obtenu ainsi sera noté KQ.

L'équation de RICCATI peut €tre transformée
en un autre type d'équation. C'est le cas de
1'algorithme de KAILATH qui la transforme en &quation
de type CHANDRASEKHAR et qui itére sur une projection
de P : L =P HT,

Enfin on peut appliquer une méthode d'accélé-
ration d'algorithme pour obtenir une convergence
quadratique [6 2 8], c'est le cas de 1'algorithme
de BIERMAN qui s'&crit

1

My = A (T3 0 0
B

B -1 T

el T Bt A% 1+ B Ck)_l by
Corr = G T A B G) A
avec A =F

° -1 T

B =HR H

o]

CO = Q
et PA lim Ck = sz

k — =

Toutes les matrices sont de dimension n X n

Cet algorithme représente 1'inconvénient d'in-
verser 3 chaque it@ration une matrice de dimension
n x n. Le gain obtenu par cet algorithme sera noté KB.
Les algorithmes de KAILATH, de RICCATI itératif
de STERMAN et de quasi lindarisation ont &té simulés
en FORTRAN sur l'ordinateur CII LB 66/10 du CAPCA &

la DCAN de TOULON. _ L
Les courbes 2.1 et 2.2 montrent 1'é&volution

des composantes du gain de KALMAN au cours des
itérations.
Pour les courbes 2.1 les matrices du systéme

sont (modéle 1)
1. 0.05 0.1 0.01
F= =
-0.05 .97 0.01 0.1
H= [1. , 0] R= 1.

Dans ce cas les valeurs propres de F sont
trés proches de 1'unité&. Les courbes 2.2 correspondent
au modéle 2.

0. 0.5 0.1 0.1

1. 0.3 0.1 0.1
H= [1. , 0] R= 1.

Dans les deux cas l'algorithme qui converge le
plus vite est 1'algorithme de quasi linéarisation.
Cependant sur les courbes 2.1 1'algorithme de KAILATH
nécessite plus d'itérations car les valeurs propres
sont voisines de 1'unité mais compte tenu de 1'écritu-
re trés simple de cet algorithme le temps de calcul
n'en est pas pour autant plus important.

L'équation de LIAPUNOV discréte intervient
pour l'initialisation de l'algorithme de KAILATH et
a4 chaque itération dans 1'algorithme de quasi
linéarisation.

Cette équation est résolue de facon itérative
par 1'équation rdccurente

T
Py =FP F +0Q
avec Po = Q.

Cet algorithme a une convergence linéaire et
peut &tre transformé pour obtenir une convergence
quadratique en écrivant 1'équation récurrente [|}]

2k 2k, T
= F sz (F ) + sz

P =Q.
o Q
Les itérations dans tous les algorithmes sont

arrétées lorsque est vérifié le test de convergence

P2k+1

avec

P, (LD - B (LD

k+1
I=1 J=1
< g
N N
> | B,y |
I=1 J=1

ol £ est la precision souhaitée.

Les tableaux 2.1 4 2.6 donnent les temps de
calculs pour 100 itérations avec chaque algorithmes.

Les programmes ne font pas appel & des sous
programmes de multiplication ou d'addition matrici-
elle et, pour minimiser le nombre d'opérations tout
en conservant la propriété de symétrie de la matrice
P, il n'est calculé 3 chaque itération que la partie
triangulaire supérieure, 1'autre partie en &tant dé-
duite par recopie.

En conclusion ce sont les algorithmes de quasi
linéarisation et KAILATH qui seront implémentds sur
micro-processeur avec la résolution de l'équation de
LIAPUNOV par 1'algorithme 3 convergence quadratique.
Ces algorithmes seront &crits en PASCAL pour une sor-

tie scalaire mais avec une dimension n variable.
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ALGORITHME DE RICCATI ITERATIF ALGORITHME DE GUASI LINEARISATION
TEMPS DE CALCLL SUR CII-HB 44/10 EN SECONDE3 TEMPS DE CALCUL SUR ClI-HB EN SECONDES
rour 100 iterations pour 100 iterations et sans resclution du LYAPUNOV

N M=t M=2 M=3 M=4 M=S M=& M=7 M=8 M=9® M=10 N M=g M=2 M=3 M=4 H=5 M=6 M=7  M=8 Mm®  M=10

2 .43 75 2 .36 .79

3 1.10 1.66 2.48 3 .68 1.38 2.42

4 1,90 2.60 3,60 4,95 4 .99 1.92 3.24 S5.00

s 3.71 4.82 4.26 8,14 10.5 5 1.56 2.%6 4.7% 7.15 10.1

6 7.60 9,40 11.7 14.3 17.7 21.2 6 2.7% S.07 3.01 11.6 1&6.1 19.3

7 9.4 11.3 13,6 16.5 19.9 24.0 28.7 7 2.86 22 8% 41.8 1.0 21,2 27.0

Q11,7 13.8 16,0 19.0 22.4 26&.2 21.0 36.5 8 3.26 S.88  9.17 13.2 17,6  23.0 :9-a 36.5 _

9 18.6 21.S5 24,82 28,7 23.3 38.6 44.7 51.8 6&0.1 ? 4,47 8.0 12.3 17.3  23.1 29.3 :7—4 46.1 o%.? .
10 30.5 34.7 36.4 44.2 S0.5 S7.4 65.5 74.4 84,0 95. 10 6.5 12.2 12.3 2.6 34.0 43.3  53.7 £5.573.9 93,
11 39.5 44,2 4%.7 56.0 63.0 70.8 79,6 89.7 100. 112. 11 8.1 14.4  21.5 29,9 39.2  49.7 61.5 74.659.0 104,
12 50.8 56.5 63.0 47.1 76,3 86.0 96.0 107. 118. 131. 12 9.6 168 25,1 34,5 45.2  57.2  70.3 84.6100.

13 63.8 70.5 77.4 €4.6 94.1 104, 115, 126. 140, 156. 12 11.1 19.4 8.8 3%.5 51.2  44.8 79,0 95.1112.

14 72.5 ©85.5 93.8 102, 112, 123. 13S. 143, 163, 17%. 14 12,7 22.2 32.7 44.6 57.8 72,5 88.6 106. 125,

15 75.8 92,3  29.8 %3.2 107. 118, 128. 140. 1S2. 147. 15 10,9  19.0  £8.% 38.4 4%.7 42,4 76.4 91.2 103,

16 77.4  24.2 91,5 97.4 103, 118, 128, 138, 149, 142, 16 11.0 19.1 5.2 38.3  49.§  61.9  75.5 90.510L.

17 108, 116, 125. 126, 147, 15%. 172, 186. 201, 21, 17 18.8 24,0 &5.3  47.7  é1.4 76,8 9SG, 111, 130.

18 161, 172, 184, 198, 212, 228, 245. 263. 283. 304. 13 20.5 35,2 5.4 69,2 83.8 110, 132, 157. 184. 21
19 128,  200. 214, 228, 2344, 261. 250, 300. 387. 343. 19 22.8 39.0 S6.83 76.3  98.2 121, 146, 173, 201, 232
20 217. 231, 246, 262, 279. 293. 318. 339. 362, 336. 20 25.1 42,9 6Z.4 83.6 106. 131, 158, 186, 217. 230.

Tableau 2.1 Tableau 2.4

ALGORITHME DE BIERMAN

VALEUR DOE N TEMPS DE CALCUL SUR CII-HB 66/10
pour 100 iterations
EN SECONDES

ALGORITHME DE KAILATH

TEMP3 DE CALCUL SUR ClI-HB EN SECONDES 2 .85
pour 100 iterations et sans resclution du LYAPUNOV 3 2.74
dg’initialisation 4 5.458
N M=1 M=2 M=3 Mz=4 M=5 M=6 M=7 M=8 M=% M=10 5 11.4
& 23.9
2 .32 1.08 7 30.6
3 .45 1.46 3.41 8 40.3
4 .56 1.69 3.84 7.00 9 3.6
S .76 2.22 4.77 B.86 14.3 10 104.
&6 1.14 3,27 6.87 12.2 1%.7 29.2 11 133,
7 1.1&6 3.17 6.5 11.4 18.0 27.0 33.2 12 173,
& 1.27 3.34 6.77 11.5 18.2 27.0 33.5 S2.6 13 295.
9 1.62 .23 8.30 14.1 21.9 32.0 44.56 60.779.2 14 27%.
10 2.27 S.&3 11.3 18.¢& 28.8 41.7 57.7 77.3101. 131. 15 @72,
11 2.62 6.67 12.6 20.8 31.5 45.1 &2.1 82,6107, 137, 16 294.
12 3.0z 7.954 14.3 23.0 34.5 49.2 67.4 89.011S. 145, 17 393.
1z 3.43 3.50 1.6 25.2 37.5 S2.9 71.8 94.3121. 155, 18 $87.
14 3.81 .38 17.1 27.3 40.3 S6.6 76.5 100, 158, 161, 19 &E5.
15 3.27 7.0 14.3 22.7 33.8 47,5 &4.1 84,1107, 135, 20 &L6.
16 2.30 7.90 14.3 22.& 33.1 46.1 62.3 &1.3104, 129,
17 2.99 Y.42 16.9 26.5 38.8 Sz.9 72.3 94.0117. 145,
1€ 5.7S 13.5 24,0 37.3 53.9 74.0 93.2 127. 160, 197,
1% 6.2% 14.7 25.9 40.0 57.8 73.7 104, 134, 16%. 2038,

Al
<

6.87 16.0 27.9 42.% 61.4 83.6 110. 141, 177. 219%.

Tableau 2.5

Tableau 2.2

COMPARAISON [ES ALGORITHMES DE RESOLUTION
DE L’ EQUATION DE LYAPUNOV DISCRETE

VALEUR DE N TEMPS DE CALCUL SUR CII-HB 66/10 EN SECONDES
POUR 100 ITERATIONS
ITERATIF ACCELERE
COMPARAISON CAS SACLAIRE " H = [1, 0,...,0] 2 .18 .3
3 .58 .9
4 1.04 1.8
N TEMPS DE CALCUL SUR CII-HR EN SECONDES FOUR 100 ITERATIONS 5 2.27 3.7
& 4.68 8.0
KAILATH RICCATI 7 5.94 9.7
8 7.38 13.3
f .09 35 ] 12,23 20.2
e .15 1.03 10 20.23 34.8
4 .22 1.92 11 26.64 45.7
s .31 3.923 12 34.2 58.8
& .44 7.90 13 43.2 74.2
7 .52 10.14 14 53.5 92.1
<] 60 13.1 15 51.6 84.¢6
9 .78 20.6 16 52.9 93.6
10 .99 33.3 17 47.5 122.4
11 1.17 43.7 18 111.6 192.6
12 1.37 £6.0 19 130.7 227.9
13 1.56 70.7 20 152.1 263.5
14 1.80 87.7
15 1.91 107.2
16 1.94 129.4
17 2.36 154.4
18 2.50 183.4 . . P 5 oK
19 3,089 214.1 k itérations de 1l'algorithme accéléré correspond a 2
20 3.39 249.4 itérations de 1l'algorithme de LIAPUNOV itératif normal.

Tableau 2.3 Tableau 2.6
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3. - IMPLEMENTATION SUR MICRO-PROCESSEUR Les tableaux 3.2 et 3.3 donnent la
comparaison de temps de calcul de 20 itérations ainsi
3.1 - Implementation sur le wicro-processeur que leur occupation mémoire vive, mémoire morte.
9900 de Texas INSTRUMENTS [9]
X . DIMENSION LIAPUNOV LIAPUNOV ACCELEREE
Les algorithmes de KAILATH et de quasi
linéarisation ont &té implementés sur le micro ) 0,932 1,573
processeur 9900 qui possé&de une horloge de 4 MHz. 3 2,458 3,68
Les nombres réels sont codés en hé&xadé- 4 5,21 7,52
cimal flottant sur deux octets selon la représen- 5 9,55 13,62
tation : 6 15,84 22,5
of 1..0.7 [8eeinines. e, 15 7 24,45 34,6
— - 8 35,73 50,6
S | exposant 8 e.bles + significatifs 9 50,4 71,0
16 e.b les moins significatifs 10 67,7 96,2
- : 11 89,2 126,8
Les programmes ont &té &crit en PASCAL puis 12 114,7 163,3
compilés. Les mesures ont &té effectuées sur une 13 144,8 206,2
carte — cible TM 990/101 M et &quipée d'une carte 14 179,7 256,0
d'extension mémoire de 32 K octets. 15 219,7 313,4
Les calculs en virgule flottante sont fait 16 265,4 378,8
par programme. Il est & noter que le nouveau micro-
processeur 9995 de TEXAS a une fréquence d'horloge Temps en secondes

plus rapide (6 MHZ) et réalise les calculs en virgule
flottante par micro-code interne, ce qui devrait
augmenter la rapidité des calculs d'un facteur

20 3 30.

tableau 3.2 - Comparaison des temps de calcul
(en secondes des algorithmes de résclution de
1'&quation de LIAPUNOV sur micro-processeur 9900

. . . our 20 itérations ,indépendemment de la convergence
Les itérations de tous les algorithmes P 4 P € g

implement&s sont arrétées lorsque la différence

relative entre deux itérations successives est . Mémoire vive
inférieure 3 1073 . Memoire morte (RAM)
Algorithme (ROM) en mot
3.2 - Comparaison des algorithmes de quasi en octets (=2 octets)
linéarisation et de KAILATH.
. P . < . 766 5n2 + 4
Ces deux algorithmes ont &té implémentés LIAPUNOV
dans le cas d'une sortie scalaire avec une matrice 2.
d'observation qui s'écrit. LIA?U?OY 1224 4n” * 4
Accéléré
H=1[1,00.......,0] 2
et pour une dimension n quelconque. Q9a§1 L. 736 "+ 2n 4+ 5
Les temps de calculs ont &té mesurés pour Lingarisation
20 itérations et sans résolution de 1'é&quation de . 2
LIAPUNOV. Les résultats sont présent&s sur le KAILATH 258 "+ 3n 47
tableau 3.1 pour les temps de calcul et sur le tableau

3.3 pour leur occupation mémoire.

tableau 3.3 — Comparaison de 1'occupation mémoire

DIMENSION KAILATH Quasi Linéarisation nécessaire aux différents algorithmes implémentés
sur le micro-processeur TEXAS 9900. (PASCAL compilé).
N=2 0,089 1,08
3 0,131 1,88
4 Oa 185 2,97 Tableau de compardisen des algorithmes en fonction de la convergence
5 0,248 4,36 Valeur du test : ¢ = 0,001
6 0,320 6,00
7 0,401 7,95 .
8 0,491 10,16 Hodale 1 Modale 2
9 0,589 12,84 ALGORITHME DE KAILATH
10 0,696 15,68 ,. e
11 0’812 ]8:78 géﬁ‘;:(’:'?ig:i;:ns 9 temps : 0,707 s 6 temps : 0,471 s
12 0,937 22,17
13 1,07 25,88
14 ]’21 29,8 Nombre d'itérations 30 temps : 0,133 s 5 temps : 0,022 s
15 1,36 34, 1 KATLATH mp ’
16 1,52 38,6
Total 0,840 3 Total 0,491 s
Temps en secondes
tableau 3-1. Comparaison des temps de calcul des ALGORITHME DE QUASILINEARISATION
algorithmes de KAILATH et de quasi lindarisation
pour 20 itérations sur micro-processeur 9900. Ezﬁzi:;:zzgz? ] comps : 0,162 s 4 temps : 0,216 s
3.3 - Comparaison des algorithmes de résolution
de 1'&quation de LIAPUNOV discréte.
Les deux algorithmes de 1'équation de {“;2?{303';2?;;2“* 5+5+5  temps : 1,179 s S+b+4  temps : 1,022 s
LIAPUNOV ont été implémentds sur le micro-processeur -
9900. Total 1,341 s Total 1,236 s
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Tableau de comparaison de la vitesse de convergence [ 9] - Documentation TEXAS Instruments.
des algorithmes de résolution de 1'équation de LIAPUNOV . .
&quivalence des nombres d'itérations pour obtenir la [10] GENSHIRO - KITAGAWA "An Alg%rlthm for solving
copvergence, the Matrix Equation X = FXF+ + §"

L R . . n . ot Int. Journal Control. Vol. 25 n® 5 p.745-753
LIAPUNOV {tératif 1(23|4a7]8a15|1633132a64]2%3 27 1977
LIAPUNOV accéléré | 1|2]3] 4 5 6 7 w2

4, CONCLUSION

La résolution de 1'équation de LIAPUNOV par un
algorithme & convergence quadratique améliore trés
nettement les temps de calcul des deux algorithmes
qui avalent &té& retenus pour réaliser 1'opérateur
de RICCATI rapide. L'algorithme de KAILATH est beau-
coup plus rapide car son écriture dans le cas d'une
sortie scalaire est trés simple. Si la dimension de
la sortie devient importante par rapport & celle du
systéme, c'est 1'algorithme de quasilinéarisation
qui est beaucoup plus rapide.
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