HUITIEME COLLOQUE SUR LE TRAITEMENT DU

401f£:;;;//

SIGNAL ET SES APPLICATIONS

NICE du 1er au 5 JUIN 1981
L

AUTO-ADAPTATIVITE DES ALGORITHMES STOCHASTIQUES RECURSIFS

Doninique PERRIOT-MATHONNA

THOMSON C.S.F.

DSE/SILS 1 rue des Mathurins

92223 BAGNEUX

RESUME

On présente ici une étude relative & 1'auto-adapta~-
tivité des algorithmes récursifs stochastiques tels
que Tes algorithmes d'approximation stochastique.
Comme Liung [1] 1'a montré et comme on 1'a présenté
dans [2] 1'utilisation d'une suite décroissante de
gains d'adaptation permet la convergence avec pro-
babilité 1. Par contre, la vitesse de converaence et
donc la capacité d'auto-adaptation décroit vers

zéro : on congoit que, si le vecteur de paramétres
poursuivis est soumis & -des sauts d'amplitude finie,
ce type d'algorithme ne constitue pas une solution
efficace dans ce cadre non stationnaire.

Ces différents phénoménes ainsi que les notations
utilisées sont rappelés dans une premiére partie.

La seconde partie présente deux méthodes bien connues
permettant de conférer une certaine capacité d'auto-
adaptation d ces algorithmes : Timitation du pas
d'adaptation, pondération des mesures. On montre

que malheureusement, il n'y a plus que convergence

en probabilité.

Dans la troisiéme partie, on présente une méthode
plus originale consistant & détecter les sauts sur
les paramétres poursuivis et, en cas de détection, &
réinitialiser la suite des gains d'adaptation : en
utilisant des approximations diffusion, on donne une
méthode de détermination des nouveaux paramétres de
cet algorithme.

Enfin, on présente quelques résultats comparatifs
obtenus & partir des méthodes proposées.

SUMMARY

This paper presents some improvements in recursive
stochastic algorithms such as the stochastic appro-
ximation algorithms achieved by making them self
adaptive.

As proved by Ljung in [1] and presented in [2], the
use of a decreasing scalar adaptation gain sequence
yields an algorithm which converges with probabili-
ty one to the desired value ; on the other hand,
the convergence rate approaches zero. If the true
parameters are perturbed by a sequence of discon-
tinuities, the algorithm becomes uneffective.

This problem is briefly reviewed in the first part
of the paper and the notations are introduced.

In the second part, two almost classical methods

are presented : step size limitation and measurement
weighing. These techniques are asymptotically
equivalent and their converaence properties are
discussed.

The third part is devoted to a more original
method which consists in detecting a possible dis-
continuity in the estimated parameter and, when a
detection occurs, in re-initializing the scalar
adaptation gain sequence. New parameters are
requested for this alcorithm : they are obtained
by the use of diffusion approximations.

Finally, some results obtained by these methods
are presented.



AUTO-ADAPTATIVITE DES ALGORITHMES STOCHASTIQUES RECURSIFS

1 -~ POSITION DU PROBLEME

Considérons le systéme linéaire discret décrit

par :
X = (F+GH H + (B+ T +
nt+1 ( 9o ) *n ( Ggo ) Yn Kyn (1)
=6 x +84Tu + v
¥n oft n Q: n n
Avec :
v, vecteur de sortie du systéme (dimensionp)
o vecteur d'entrée du systéme (dimension m)
v, ¢ vecteur de bruit sur la sortie ( " p)
X : vecteur d'état du systéme (dimension n )
n o}

] : matrice rassemblant les paramétres incon-
nus du systéme (dimension pxs).
Les matrices F,G,H,B,K,T sont connues et de di-
mensions compatibles.
La matrice 90 est estimée récursivement par l'al-

gorithme suivant :

%= (F+G9n H) X+ (B+G9nT) u + Ky (2)
17n = gn—1 H in +9n—1 II'iin G)
T _ T 1 - ~ 4T

B =06 _,+ 7T = (HR + Tu) (y - §)° (4)

~ ~ T
R =R + "{n((Hxn + Tun) (Hxn + Tun) - Rn_l) (5)

Sous certaines hypothéses concernant les proprié-

tés stochastiques de 3yn, unz , la régulari~

neN
té du terme dit d'actualisation dans (4) et le

compertement de la suite scalaire 37 , Ljung

n%naN
(1] prouve que (4) et «5) générent une suite
39n€115N qui converge avee probabilité 1 vers 90
quand n tend vers l'infini, sous une condition
bien connue de réelle posivité. Parmi ces con-

ditions, la suite%Y%% . doit tendre vers O et

neN
nous supposerons sans restriction que :
1
Tn ==
n

Supposons maintenant gque (% soit soumise & des
sauts d'amplitude finie supposée connue AQO, la
période moyenne entre les sauts étant notée To.
Il est alors évident que pour n suffisament
grand, les estimés successifs sont pratiquement
constants et cet algorithme adaptatif ne sait pas
s'auto-adapter pour poursuivre les variations

de 6 .
o

2 - LA LIMITATION DU PAS ET LA PONDERATION DU TERME

D'ACTUALISATION

On peut examiner rapidement deux méthodes frégquem-

ment utilisées dans ces types d'algorithmes :

- la limitation du pas consistant & choisir la

suite{Yn{ nEn comme suit :
I S
n n
Y, = (6)
T%— nz=zN

- la pondération du terme d'actualisation consis-

tant & remplacer (5) par :

n-1
_ 1 n-1-3 T
R, = 4 p Yn Vn o<ps! (7
3=0
en notant :
Y = HR_ + Tu
n n n

Notons que dans (5), toutes les mesures ont le
méme poids (p=1) alors gue dans (7), elles ont

un poids décroissant avec leur &ge.

2.1 - Equivalence asymptotique des deux méthodes

On montre facilement que 1l'utilisation de
(7), au lieu de (5) revient & utiliser dans

(4) et (5) une suitezYns définie par :

ne N

- 1
Y o= L Oo<p<l (== pour p =1) (8)
n n n
1-p
La comparaison entre (6) et (8) est alors

immédiate :

- (6) décroit rapidement et reste saturée &

1/N

- (8) décroit plus lentement vers la méme

valeur 1/N pourvu que :

N = 1 (9

1-p
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Les deux techniques conduisent donc & des
comportéments transitoires différents sur
39n§ newN mais au méme régime permanent si
P et N sont liés par (9) la suite scalai-

re de gains ne tend plus vers zéro.

Les propriétés de convergence

Du fait de la remargue précédente, on ne
peut plus utiliser les résultats de Ljung et
on sent bien que les propriétés de convergem
ce avec probabilité 1 ne sont pas conservées;
par contre, on peut s'attendre a certaines
propriétés de convergence en probabilité
avec une borne supérieure de la variance du

bruit d'estimation fonction depou de N

L'idée est alors d'utiliser un théoréme ad

a& Khasminskii £3] pour décrire l'écart entre :

les estimés successifs générés par (4) et
(5) on Y; est remplacé par T taille limite
du pas d'adaptation,

- les trajectoires déterministes moyennes

solutions des équations différentielles

= To =@ nee) o
£ R = 6(he)) - R(E) (11
avec :

h(f) =E %vn v, - ?n)Tg

GO =& v v T}

§ étant une valeur fixe guelconque du pa-
ramétre,

On introduit la correspondance entre temps
discret de (4) et (5) et temps continu de

(10) et (11) par :

t~nt

Alors sous les conditions convenables
(cf. [3]), le processus linéaire par

morceaux

v o= = (8 T -7 (at))

t VT n
converge (au sens de la convergence fai-
ble) quand T O vers la solution de

1'équation différentielle stochastique

R gy bew] voae s T cen ap, (12
=0

o
Avec

(ﬁt)tzo est le brownien standard

c(h) matrice symétrique définie par :

T
T _ \ o 3T o T
c@) c = }r:i E2 n(yn yn) h(.Q)] [\*O(yo 7)) h(O)] g

D'autre part, aprés une période transitoire,
on peut espérer gue 9n sera suffisamment
proche de la valeur vraie Qo pour que l'on
puisse remplacer (12) par sa version linéa-
risée :

dy, =[R‘1d% h(G)]9=90 v dt + [R_1C(9)]9=90dﬁt

Fyt dt + Gd(it

en supposant que toutes les valeurs propres
de F nt dan demi by

Dans le temps de l'expérience s~ n, le modéle

pour le processus linéaire par morceaux

(13)
peut donc étre décrit par

ax' =+trF xTds +7 G ap (14)
s s s

On considérera dorénavant que (14) est un
bon modéle pour décrire 1l'évolution de (13)
quand T est suffisamment petit. L'intégration
de (14) au sens de Itd ou de Stratonovitch
produit :

s
%% - e‘tF(s-—so)x + s e‘I:F(s—u)

s ° TG dﬁu

o
qui permeﬁ'd'établir que :

- lim E%Xt$=0=blimE392=9
s S~ s o
S>m
~ lim ngng =K
s's
S-p®
ol K est une matrice liée & F et G indépendan-
te de T.

Ce résultat est bien celui escompté.
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4 - LA DETECTION DES SAUTS ET LA REINITIALISATION DE 4.3 - La méthode de détection

LA SUITE SCALAIRE

Il s'agit donc de détecter un changement

Dans le paragraphe précédent, on a évoqué deux de moyenne sur Zn et plusieurs algorithmes
méthodes oii la taille du pas d'itération n'est sont utilisables dans ce but [4]. On choisit
jamais nulle ce qui confére & l'algorithme ainsi l'algorithme d'Hinkley [5] que 1'on peut
modifié une certaine capacité d'auto-adaptation décrire comme suit : considérons une suite
au détriment du mode de convergence. On propose

ici une méthode qui parait potentiellement plus 3Zn€ ne N telle que :

puissante en ce sens, qu'entre deux sauts, on | o Vn £ N

garae la propriété de convergence avec probabi- B ;an N

1 vV >N
1ité 1. w n

on évalue :

n n

- ol | _

S, = ) 7 - Y= ) (2 -Aw)
j=o j=o

4.1 - L'idée de base

On se propose donc de détecter les sauts

sur le paramétre poursuivi et, en cas de

détection, de réinitialiser la suite sca- M = max s m = min s
n 1 n n
laire W g & une valeur arbitraire o<kgn o<kgh
{'ny ne N
comme s'il s'agissait d'un nouveau problé-
A =M -5 5 =S -m
n n n n n n

me avec de nouvelles conditions initiales.

Il s'agit donc d'une utilisation répétée

et on compare pour détecter le changement de
de l'algorithme original avec conservation

moyenne & un seuil A fixé :
des propriétés de convergence. Ceci néces-

? ?
site donc d'utiliser un algorithme de dé- AnzA SnaA

tection en choisissant le signal & tester,
Le test sur le maximum permet de détecter
le seuil du test et de déterminer conjoin-
une diminution de moyenne et le test sur le
tement la valeur 1/N_ & laguelle la suite
o minimum (§_) une augmentation de moyenne.
Y g sera réinitialisée. n
{ n§{ negWN
4.4 - L'algorithme et ses contraintes

4.2 - Le signal & tester
. L'algorithme consiste donc & mettre en

Ce signal doit contenir 1'information sur ceuvre les deux détecteurs d'Hinkley présen—

1'occurrence des sauts tés précedemment et, sur l'occurrence d'une

I1 est clair que le terme &'actualisation détection, a réinitialiser la suite scalaire

dans (4) a2 la valeur 1/N°.

0 =V (y. -9 )T I1 faut préciser certains paramétres pour

la mise en oeuvre :
est, par construction, le gradient d'un

critére quadratique sur l'erreur sortie- ~ AW : cette valeur dépend de la taille des
. N -1

sortie du modéle et gue Rn procure une SaUtSAq;' Pour To suffisamment grand,

correction au second ordre de sorte que : l'algorithme sera en régime permanent

_ avant le saut (o = 0) ; aussi,A
E%ZE=E3R1Q§=O~:>9=9 t #
n n n n © représentera la perturbation minimale

) que l'on veut détecter,
En conséquence, guand Zn n'est pas & moyen-

ne nulle, on peut constater une désadapta- -A, No : le probléme est plus délicat car

tion de l'algorithme. No régit la vitesse de convergence
et le bruit d'estimation, alors
que A agit directement sur le

retard & la détection.

Par souci de simplicité, nous nous limite-

rons dans ce qui suit au cas ggalaire.
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4.5 - La détermination de A et No

Ces deux paramétres sont & ajuster conjoin-
tement en vue de minimiser le retard a la
détection et le nombre de fausses alarmes

et sur un temps T » To' on peut minimiser

énergie perdue sur une fausse
alarme x nombre moyen de faus-
ses alarmes
J(A,N )= ++
[}

- . T
ED T] énergie perdue sur un saut x 1
' nombre moyen de sauts _
Ces calculs nécessitent une modélisation du o
comportement de 1'écart (9n —QD) et du pro- .
cessus de détection : on peut pour cela,
utiliser 1'approximation-diffusion établie °
au paragraphe 3 en introduisant la taille

du pas

T 1/(t+No)

auquel cas, la solution de 1'éguation dif-
férentielle stochastique s'éerit :

s
G

-F
(s+N°)

dftc

X = (_JEL_ )'F.x + Tor
(t+N_)

s s+ N
[o]

o

- Energie perdue sur un saut :

On ne s'intéresse qu'a la partie détermi-

niste avec X_ = AQO ; aussi

T
(o]

T
[+]

x> as=a0%) ¢
s © S+N
(o]

E =
saut

(o]

Energie perdue sur une fausse alarme :

On suppose qu'd ce moment on est en régi-
me permanent et seule la partie aléatoire
est intéressante ; l'énergie cherchée

vaut :

_— énergie due & l'erreur Af du fait

de la fausse alarme

- énergie due & l'erreurAf s'il n'y

avait pas eu d'alarme.

Considérons un instant quelconque noté T

. 1
alors :

T1+T )
= E X~ ds / réinitialisation a

F.A s £ =
T B
1

T1+T 9

- E X" ds / pas de réinitialisa-
s i s
tion a t = T1
T .

En fait, T1 peut @tre interprété comme le temps

moyen entre fausses alarmes.

D'autre part, on peut limiter 1l'intervalle

d'intégration & la périocde T, entre deux

1
fausses alarmes auquel cas

T1 ) 2T1 )
EF.A. = E Xs ds - X ds
O T1
2 ° *T1 2
G X dt ds— G
6+ N )—2F (E+N )2+2F (E+N )—2F
[o] o [o} T1 [e]
dt
ds
(t+No)2+2F

Temps moyen entre fausses alarmes, retard a la

détection

Ces calculs reposent sur la modélisation du si-
gnal de test Zn' On propose ici une approxima-
tion-diffusion qui permet, par les théorémes

d'arrét, d'accéder aux paramétres recherchés.

Pendant un intervalle de temps suffisamment
petit As, le pas est supposé de taille cons-

tante, l'accroissement du processus est alors :

- fs +As - Bs

A = - -
Ss SS+ As Ss ~ AR As
X - X
=-2%A8s S _ Apps
s
d'ol la caractérisation du processus ss g +
syScR

+
SER
Pour s suffisamment grand, 1'état initial Xo

4 partir de celle de 3XS€
connu voisin de zéro, alors :

ds ~-Apdt + G dft

Le temps moyen entre fausses alarmes peut &tre

calculé & partir des théorémes d'arrét sur les

browniens [6] et ici, on aura :

21a4a

2 2 l
T, = g > e © + Aapis
244 G2

Le retard moyen & la détection se calcule comme
un temps moyen de sortie pour la diffusion con-
sidérée : la densité de probabilité de ce temps
partant de So pour sortie par SO+A vérifie
l'équation de Kolmogorov et on peut déduire

que :

Rp

il
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- Le critére & minimiser

On peut alors l'écrire sous la forme suivante:

T T
= = 4 + S
J l-A'No] Fea. T (Esaut Ry ) T

compte tenu des expressions établies précé-
demmant.

La minimisation de ce critére par rapport a
A et No permet d'en déduire les valeurs de

ces paramétres.

5 ~ UN EXEMPLE D'APPLICATION

Cet exemple concerne l'algorithme de filtrage adap-
tatif de Hampton [7] dont les propriétés ont été
étudiées en détail dans [§]. Cet algorithme per-
met d'estimer la matrice de gain d'un filtre de
Kalman quand celui-ci est implémenté sans connais-—
sance des matrices de covariance des bruits de me-
sure et d'état. Les égquations (4) et (5) s'écrivent

alors dans le cas scalaire :

1 -1 T
= — v
Kn+1 Kn * n+1 (HO) nt+1 vn n+1
-1 -1 1 T
=W —_ v v
W1 n * n+1 n n

oll H et @ sont respectivement les matrices d'obser-
vation et d'évolution du systéme sur lequel agit

le filtre, vn le résidu en sortie du filtre.
L'adaptation du gain repose donc sur un critére
de corrélation de ces résidus.

On présente iei trois cas de mise en oceuvre du

filtre. Pour ces 3 cas :

H=1 ®=0,99

Les matrices R et @ sont parfaitement inconnues

= 0. & i K t
et on prend KO O. Le paramétre optimal opt es
soumis & des sauts définis par :

AX =A8 =o0,2 T = 500
opt [¢) ]

La planche n° 1 présente le cas d'utilisation
standard du filtre : on remarque que l'adaptation
est peu sensible : cependant pour 1000<n <1500,

le mauvais fonctionnement du filtre est également
di au peu de sensibilité du critére quand le gain

actuel est plus grand que le gain optimal.

La planche n° 2 présente 1'évolution des estimés
avec une pondération introduite dans le filtre
® = 0,996 ce qui correspond & N = 250). On note le

bruit résiduel important.

La planche n° 3 présente la mise en oeuvre de
l'algorithme décrit au paragraphe 4. Les paramé-

tres sont :

- cas d'augmentation du gain

A= 0,15 A= 15 N, =6
- cas de diminution du gain
Ap=0,07  8=20 N_ =15
[o]

On peut noter que les augmentations de moyenne
sont bien détectées. Par contre, on a une fausse
alarme & n = 920 et non-détection de la diminution
de moyenne : enfin dans cette zone, malgré la
valeur encore importante de Yn' 1'adaption est peu

sensible.

CONCLUSIONS

Cette étude consacrée a 1l'auto~adaptativité des
algorithmes stochastiques récursifs a permis de

dégager deux approches possibles :

- la pondération des mesures qui ne permet pas de

conserver les bonnes propriétés de convergence,

- une méthode basée sur la réinitialisation de la
suite scalaire de gains d'adaptation quand un
saut sur le paramétre poursuivi est détecté.

La seconde méthode nécessite le calcul de para-
métres supplémentaires ce qui a été fait en mo-
délisant le signal de test par une approximation-
diffusion utilisée pour modéliser le temps moyen

entre fausses alarmes et retard & la détection.

I1 faut cependant noter que cette approximation
peut conduire & des valeurs optimistes du temps
moyen entre fausses-alarmes en particulier pour
des dérives importantes et des seuils trés hauts :
l'approximation de 1'accroissement de la variété
mélangeante £ vk vk+1 par un brownien devient gros-
siére quand les probabilités de fausses alarmes

sont faibles (< 10_4).

Dans ce cas, l'estimation du temps moyen entre
fausses alarmes ne peut se faire que par des appro-
ches.probabilistes plus fines.

Malgré les approximations utilisées, les exemples
proposés montrent 1'intérét de la méthode exposée
ici en particulier le.fait que les propriétés de

convergence avec probabilité 1 sont conservées.
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PLANCHE N°1: Algorithme standord

______ gain optimal asympfotique

000000000 estimés K n

°
0.4 Lo.. W S
s

0.2 |
% T I I 7 T R 1
NO. D”ITERATION
o4
L PLANCHE N°2: Algorithme avec pondération p =0.996
0 Lo gain opfimal asympiociique
o 00000000 esﬁmés Kn
0.8 |
0.80 @ e —— .‘b%______l pmmm o= = g
: s Bt o)
L ‘i?w B W"W
P mad ,aR i h
0.40 | e 4 N Jem e m
MY~ Db 5 '
0.2 |
. I I I e T 7 T .
NO. D’ ITERATION
1.20 &
L PLANCHE N°3: Algorithme avec tests et réinitialisations
w0 L ____._ gain optimal asymptotique
| 00000000 estimes Kn
080 |
0-69
0.4
02 |
000 domi.. .

i * A 2 A 1 i L i il i i i ] i L I-N
200 400 690 80 1000 200 1400 1600 1800 2000
NO. D’ ITERATION



408

AUTO-ADAPTATIVITE DES ALGORITHMES STOCHASTIQUES RECURSIFS

BIBLIOGRAPHIE

(1]

2]

kS|

(4]

[s]

Cel

L71

(sl

L. LJUNG, "Analysis of recursive stochastic
algorithms"”, IEEE Trans. on Automat
Contr., , Vol. AC-22, Aoiut 1977.

D. PERRIOT-MATHONNA, "On the use of Ljung's
results for studying the
convergence properties of
Hampton's adaptive filter"
IEEE Trans. on Automat.
Contr., Vol AC-25,

Décember 1980

R.Z. KHASMINSKII, "On stochastic processes de-
fined by differential equa-
tions with a small parama-
ter" Theory of Prob. and
Appl., Vol 11, 1966

M. BASSEVILLE, B. ESPIAU,

"Détection de contours dans
une image numérisée",
Publ. interne n® 109, IRISA

Université de Rennes.

D.V. HINKLEY, "Inference about the change-
point from cumulative sum
tests"”, Biometrika, Vol 58,

1971.

H.M. TAYLOR, “A stopped brownian motion
formula", The Annals of Prob.,

vol 3, n® 2, 1975

‘R.L.T. HAMPTON “Stochastic algorithms for
self-adaptive filtering and
prediction"”, NASA 03.002.006
Semi-annual Report - Part A,
N71-34180, 1971

D. PERRIOT-MATHONNA, "Contribution i 1'étude
et & la mise en oeuvre
d'algorithmes de filtrage
de Kalman adaptatif",
Thése de Docteur-Ingénieur
Université de Paris-Sud

n® 385, 1978




