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RESUME

La présente communication est consacrée au probleme
de la quantification optimale lorsque le guantifica-
teur posséde des seuils aléatoires (quantification

aléatoire).

Dans une courte introduction, on rappelle les défi-
nitions de la distorsion apportée par la quantifica-
~tion et de la Quantification Aléatoire (Q.A.). Le
probléme d'optimisation, i.e. de choisir les parame-
tres du Q.A. minimisant une distorsion est posée,
pour un §.A. dont le transfert moyen correspond a un

opérateur lingaire avec saturation.

La 2éme partie donne 1'expression théorique de la
distorsion lorsque la loi de 1l’entrée est connue

ainsi que le nombre de niveaux.

Dans la 3&me partie, on applique cette expression
3 2 lois d'usage général (Gaussienne, Laplacienne
4ére espdce) ; 1l'algorithme de recherche d’optimum
utilisé est bridvement décrit. Quelques résultats

numériques significatifs sont donnés.

La simulation effectuée dans la 4éme partie montre
le parfait accord entre 1’approche théorique et

1'expérimentation.

SUMMARY

This communication deals with the problem of optimal
guantization when the guantizer is given random

transition points (Random Qqantization).

The introduction gives a brief review of quantization
distorsion definitions and Random Quantization prin-

ciple (RQ). The optimisation problem is stated

choose the parameters of-the RQ in order teo minimize
the distorsion, when the Mean Transfer Curve of the

RQ is a linear clippér characteristic.

The theoretical expression of the distorsion is deri-
ved in the second section, when the input law and

the output level number are known guantities.

This expression is applied to two widely-used parti-
cular cases in the third section : Laplace and

Laplace-Gauss laws. A brief description of the opti-
misation algorithm is given, together with relevant

numerical results.

In the 4th section, a simulation shows the perfect
agreement between the proposed theoritical approach

and the experiments.
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1 - INTRODUCTION

Le probléme de quantification des signaux est étudié
dans la plupart de ses aspects depuis 1'introduction
du traitement digital du signal, et surtout des télé-

transmissions par "impulsions codées”.

Trés tdt s’est posé le probléme d’étudier, & complexi-
té du quantificateur donné, 1'existence d’un schéma
de quantification gui minimise & divers sens 1'erreur
introduite par cette opération. On a ainsi introduit
diverses définitions de distance entre une variable
aléatoire X et sa version quantifiée X,. dont ont
découlées des définitions de distorsio:s.

Si 1'on appelle {xi} 1'ensemble des seuils et {Yi}

1'ensemble des niveaux de sorties, ils définissent

une méthode de quantification par

XQ =Y qd < xg< X < X5 1 (1}
Si 1'on définit une distance p (¢,*) entre X et Xb,'la
distersion D est. en général définie par la valeur
moyenne E(p(X,XQJ) =D (2)

Si X est une variable aléatoire de la densité p(x],
pour un gquantificateur & n niveaux de sortie

fryd,

ENIPI f
cette distance s'écrit :

2 i1

pD=7 [ p(x,Y,)
< 3
i=1

X
i

p (x]) dx (3)

Si on accepte pour valide une mesure de distorsion
associée & une distance 0(+,*), le probléme d'opti-

misaticn se résumera a

Etant donnd un nombre n de niveauxde sontie §4ixe,
et une Loi d'entnée comnue vn(x), trouver L£'ensemble
des {Xi} et {VL} qui minimisent La distornsion.
Soit, sous des conditions de régularité

30 _ 3D

=% Ao 0 Vi=1,...,n (4}
i i
et la matrice formée des dérivées secondes
32D
3p; 3P,

(ol DK représente un Xi ou un YjJ, soit définie posi-

tive.

Ces conditions d’optimisation ont €té exprimeées par
J. MAX [1] qui les a appligquées & l'optimisation, au
sens de l’erreur quadratique moyenne minimale, des
guantificateurs pour une densité de probabilité d'en-
trée gaussienne : pl(x,y) = (x-y)2. J.C. DEMARET [2]

a choisi d'autre part la mesure de distorsion en valeur

absolue, qui, selon lui, donne de meilleurs résultats
dans une application particuliére (mesure de la valeur

efficace) o(x,y) = |x-y| [3]

Ces types de guantificateurs déterministes restent
dans tous les cas des opérateurs non lingaires, non
bijectifs (donc non inversibles) 1'information est
perdue dans l'opération de quantification. En outre,
dans les guantifications grossiéres, il y a une forte
corrélation entre le bruit de quantification et le
signal.

Nous proposons une £tude théorigue d'oplimisation de
la Quantification Aléatoire (Q.A.) lorsgue la densité
de probabilité d’entrée est connue. Cette optimisétion
portera sur un critére guadratique : on a en effet
montré gque 1'expression de la transformation des mo-

ments est simple pour un quantificateur aléatoire [8].

Nous nous sommes limités aux quantificateurs aléatoi-
res (Q.A.) & transfert moyen linéaire sur un inter-

valle.

En effet, i1 a &été& montré que pour un §.A. a transfert
moyen linéaire (sur Riie bruit de gquantification est

parfaitement non correlé avec le signal [4] ; en outre
tout estimateur consistant de moyenne permet de

"retrouver” asymptotiquement 1'information.

On peut ainsi espérer gue ces propriétés se prolongeront
au cas ol la linéarité du transfert moyen n’est vrai

que sur un intervalle fini.

2 - APPROCHE THEORIQUE

Soit un Quantificateur Aléatoire défini per

*g TV

ol {yi} est la suite (déterministe) des niveaux de

guand Xi < X< Xi+1
sortie et {Xi} une suite de variables aléatoires (non
dégénérées).
Ceci geénéralise 1'équation (1) et a des propriétés
de transformation de moments connues
m =
E (XQ) =€ (A ()
ol Am(x] est entiérement définie par les fonctions de
répartition Fi[x] des seuils Xi =],
De 1& on tire 1'expression de la distance gquadratique
D = E([X-XQ]Z) = E(x2) - 2e(x xQ) + E(XQZ] (5)
E(xg?) - E(x2 (X))
(6)
E(x xg) = E(x 2, 00)

Sachant que {Yi} représente le i°° niveau de sortie

du guantificateur et F,(x) la fonction de répartition
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du seuil correspondant, nous savons que :

A1(x] =.ZI(yi~yi—1) Fi[xJ ) 4, Fi[x] en posant

160
b1 7 YiYie (7)
ST fy.2- (2
A0 = 1 (V3% viq) Fi00
iel

ol ID est 1’efsemble fini décrit par i

soit : 0 =€ (x2)- 2] a, E(x F,(x)) + E(p(x))  (8)
i

Le probléme consiste donc a trouver {Yi} et {Fi(xJ}

minimisant D.

Nous nous sommes limités, dans cette é&tude, a un
probléme plus restreint. Nous étudierons simplement

le cas correspondant aux hypothéses suivantes :

1)- Quantificateur aléatoire & transfert moyen 1i-
néaire sur l'intervalle (y1,yn) .
2)- Les seuils aléatoires sont non recouvrants [4 ]

{(i.e. les domaines occupés par Xi et Xi+ avec une

1
probabilité non nulle sont disjoints)}.

COn montre que sous ces hypothéses les {X4} peuvent

gtre uniformément distribuées sur [yi_1 B yi)

X pour y, < x <y
A1[x] = Y, pour x>y
Yy pour x <y,

(n étant le nompre de niveaux de sortiel.

Le probléme se réduit alors & minimiser 1'ég. (8)
qui s'écrit

reo (y

z
o= )l °.p(xJ(xztx)-x) dxe2 |

[

~¥, x+x2)pix) dx-2 J (yn x-x2)p(x) dx {3)
- Yn
D'aprés 1'hypothése 2, on sait que Az[x] sera 1'inter-

8~y

polée lindaire d'une parabole sur un intervalle.

Ceci est résumée sur la figure 1.

Az[X]
4
=2
I7X '
' 1
v !
1
. {
U
v /4
A\
N i/
/
/
/
Ez[x) 74
4
e,
"yn, y1 y2 ynv__1 ynu

Figure 1

L' expression de‘kz(x] est

Az[x] (yi+yi_1) X“Y; Vyoq POUT Y. 4 < X < yi[10)
= 2 -

Az(x] i pour x> Yy
= 2

AZ[XJ P pour  x <y,

Donc, le probléme revient & trouver la famille des

{yi} minimisant (8) & 1'aide de (10) connaissant p(x)

et n.

Si 1'on note Az(x]-xz = ez(xl, on voit gue szfx) est
une famille de paraboles enchainées aux points {yi}

[a4].

2

s ’ . = - -
Si 1'on pose : gi[x] X [yi+yi_1) Vi Yioq X

Yy (Y1, - ©
o= XI plx).g{x).dx+ j (x~y1)2 plx) dx + I (x-yn)2 plx) dx
ie ° vy, . v,
Dans le cas particulier ol p(x) est une fonction paire
et ol le gquantificateur est symétrigue (yn = —y1) le
probléme revient & minimiser 1l'expression de D donnée

en Annexe [A(1)].

Nous considérerons deux cas suivant la parité du

Faisons le changement d’indice :
j=1- 3 pour y. >0

2 i
J = -i + g + 1 pour vy < 0

et posons

<

- ) x4
Sgn (yj) Sgn (J) X v

L'expression de la distorsion est donnée en Annexe

[A(2] .

Faisons le changement d'indice :

. _ . _ D1
j=1i-= pour yi >0
j=-41+ n;B pour vy < 0
et nosons
Y5

Sgn (yh) = Sgn (j) X ==

J ¥y

- n+1

" 2

Les résultats seront les mémes que dans le cas précé-

dent en tenant compte toutefois que ¥y = 0 et que
n+1
2

n* =

L'expression obtenue dans ce cas est donnée en Annexe

[A(3)].
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3 - APPLICATION AUX LBIS LAPLACIENNES

Nous appliguercns les éguations A(2) et A(3) au cas

de distribution d’entrées d’usage général. :

- Loi Laplace de 158 espece :

plx) = E~e_a|xl a>o

2
- Lol Gaussienne :~ (x-p)2
207

p(x) =-g—};; e
Nous considererons le cas d'une lol gaussienne normée
et de moyenne nulle.

Les équations A(Z2) et A(3) (nombre de niveaux pair
et impair) deviennent respectivement dans ces cas :

A(4), A(5), A(B) et A(7].

L'algorithme utilisé permet de trouver le minimum
d’une fonction de plusieurs variables, sans utiliser

le gradient de la fonction.

Partant des valeurs initiales des variables, ce pro-
gramme d’optimisation évalue numériquement le gra-
dient et la matrice des dérivées secondes de la fonc-
tion au point de départ, & partir d'un réseau de

points dont on fournit le pas.

L'algorithme de Newton est ensuite utilisé au cours
d’un processus itératif qui utilise 1l'algorithme de
la variance de Davidon [8] pour calculer les dérivées
secondes & chaque itération. La minimisation est stop-
pée lorsque la norme du gradient est inférieure & une

valeur fixée.

Nous donnons dans le tableau suivant un échantillon
de résultats cobtenus dans le cas ol la variable d’en-
trée a une fonction de distribution gaussierne normée

{ 0= 1) et de moyenne nulle (u=o) soit :

La représentation de 1'erreur quadratique optimale en
fonction du nombre de niveaux du quantificateur ainsi
déterminé nous a permis de donner une expression em-

pirigue de la distance gquadratique minimale en fonc-

tion du nombre de niveaux :

D = 2,347 n 1*78
opt

Ceci est représenté en échelle log-log sur la figure 2.

n =4 n=2>5 n n =8 | n =16 n =32 ?

e e 5ttt e s e e Bt *“

Yy 0,3849 0 0,2871 0,2262 0,1229 0,0642 ;
Yy 1,2773 0,677 0,8850 0,6846 { 0,3711 0,1931
Vg 1,4788 1,6382 1,2201 i 0,6272 0,3231
Yy 1,8889 ; 0,8978 0,4550
Ve 1,1923 0,5896
Yg 1,5253 0,7277
Yy 1,92727 0,8705
Vg 2,4589 1,0183
Yg 1,1759
Y10 1,3431
Y49 1,5254
Ya2 1,7284
Yas3 1,9558
Y14 2,2182
Y15 ; 2,5460
Yig ! 2,9991
D 0,1757 0,1252 0,0939 0,0585 é 0,0174 | 0,0048
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4 - VERIFICATION EXPERIMENTALE :

Nous avons effectué 1’implantation en simulation sur

S

microprocesseur & l'aide d'une source de bruit uni-
formément distribuge (U.D.) (réellement aléatoire)

(1. 171.

Une variable gaussienne a été générée numériguement,
et soumise & l'algorithme de guantification al&atoire
décrit en (1) ; les seuils aléatoires‘{xi}, a

fonctions de répartitions linéaires ont &té générés

& partir de la source U.D.

Nous avons tout d’abord vérifié la forme dévx1(x) en
estimant la moyenne de la sortie pour différentes va-
leurs de 1’entrée. Les résultats sont en parfait

accord avec la figure 3.

niveaux
Yn de sortie --

——————
X, seuils

% Figure 3

(:) une réalisation de la caractéristique de
transfert
{2) Courbe de transfert moyen (%]

U/ B o T

La distance quadratique moyenne E((X -X]z) a ensuite

@
été estimée sur 105 échantillons. Quelques résultats
expérimentaux sont portés sur la figure 2. On constate
1'excellent accord entre les valeurs théoriques cal-

culées au § 3 et ces valeurs expérimentales.
5 - CONCLUSION

La présente communication est consacrée aux premiers
résultats obtenus sur 1'application de la quantifica-
tion aléatoire au probléme de la guantification opti-
male. Une étude plus compléte pourra se trouveren [10].
I1 a été montré que d'une part la théorie de la Q.A.

se révéle parfaitement exploitable pour des problémes
particuliers, et d'autre part, que le probléme d’opti-

misation conserve une solution dans ce cas.

La solution obtenue pré-suppose la connaissance de la
loi de 1'entrée, et nous donne un quantificateur a
erreur quadratique minimale gqui conserve 1’information
"en moyenne”. Dans la mesure ol cette moyenne peut
8tre estimée aussi bien qu'on le veut par un estima-
teur convergent, on peut considérer que le quantifi-
cateur proposé”™ne perd pas’ 1'information. Ceci joint
& la propriété de décorrélation exacte du bruit de
quantification et du signal des Q.A. & transfert
moyen linéaire, devrait ouvrir des champs d'applica-
tions & cette étude, pour le moment théorique : télé-
transmission, calcul stochastique, et estimateurs &

Q.A. lorsque les entrées ont des lois connues.
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ANNEXE : Expressions de la distorsion

Formule générale de la_distorsion : [A(1)]

4 P Y y y .
D= -7, [ [Pl [0 sty poie-by foriie ofeio
iel, | 4;_,‘ L in o i Um/a"' 4‘

Formule générale lorsque le nombre de niveaux_est pair : [A(2)1]

D:..z‘g L\é‘."&,,/g‘é&t—('\354.%_‘\/33?@&1}+2$/§2@dﬂ.+2/\(jz/‘;¢)dz-4uﬁ' :P(x)dx*Z/z:;(t)d/:P(a)&x
L Yo 0 i R

Formule générale lorsgue_le nombre_de_niveaux_est_impeir : [A(3]]

D- —2;% l%jﬁ/éa@»\&x-(\iﬁiya.’r@d& } - 3" /3}\;('&)&'& +2£,/3P[’)dt - 4’ 3"‘/‘1‘3(1.) ()/1. —2/"‘2:2'”1) d’l. +2 rg"r(u)dzx.
t 5o ) , W A |

Variable d'entrée Laplacienne_et_nombre _de niveaux pair : [A(4)]

D= %{E f M (e’“&""_ e_—mns )..Mé;_. e’“ﬁii \J:‘ e..“:’s L.\a: (A-e—as‘ )4. e-'aa”'(ta’wé 3",-;4' ) -2

é_zl a J W o/ ot

Variable d'entrée_gaussienne_et_nombre_de_niveaux_pair : [A(5)]

(B, 2 o B by 682 )
)“23‘*15—?45 Jlj*ﬁ\v{‘/oe 0\2+E‘('31 '3»’6 )—J-i—i'[hy"")/oe ol +A+3:’,

* z
m' [ _32‘2

D= ;‘% (g ("1542-‘%*'31 €

. Variable d’entrée Laplacienne et nombre de niveaux_impair : [A(6)]

h'+ a%‘h'*’a q?—

D &, [ (0o S L [ o ¥ 00 B)-

Variable d’entrée_gaussienne_et_nombre_de_niveaux_impair : [A(7]]

T, o f g g ) B
> BIFG )y T Tl g [T
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