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RESUME

De nombreuses méthodes ont &été proposées pour la
restauration d'un signal dégradé par un systéme 1i-
néaire, i partir de la mesure de sa sortie bruitée, de
la connaissance du syst&me, et d'une information a
priori sur les propriété&s respectives du signal et du
bruit. Mais ces méthodes nécessitent le plus souvent

d'importants calculs en temps différa.

La méthode proposée opére directement dans 1'espa-
ce des données et permet un travail en ligne, les va-
leurs estimées de 1'entrée &tant fournies au rythme de
1'échantillonnage de la sortie, avec un retard de quel~
ques périodes. L'algorithme utilisé est récursif et
minimise une distance d'entrée, Le choix d'une matrice
permet d'ajuster 1'inévitable comprémis biais-variance
de la solution en fonction du rapport signal-3Z-bruit.
La méthode présente comme avantage essentiel la simpli-
cité de mise en oeuvre puisqu'elle ne ndcessite ni in—

version de matrice ni transformation de Fourier.

SUMMARY

A large number of diverse methods have been propo-
sed for restoration of a signal degraded by a linear

system. The problem is the numerical estimation of the

of its noisy output and of somea priori information.
But these methods are often off-line implemented and

computation time consuming.

The numerical procedure that is presented relies
on two principles

(i) the algorithm minimizes an input distance,
which is the aim of any deconvolution procedure,

(i1) the algorithm works on line : the input estima-
ted values are supplied with a delay of a few sampling

periods.

The choice of a diagonal matrix allows one to carry
out the compromise between bias and variance. This me-
thod needs no matrix inversion nor Fourier transforma-
tion and can, therefore, be easily implemented with a

microprocessor.
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1. INTRODUCTION

En physique expérimentale,on désire fréquemment
accéder & une grandeur x(t) qui ne peut @tre atteinte
qu'au travers d'un appareil délivrant une mesure y(t).
Un des cas les plus importants est celui des appareils
linéaires pour lesquels l'observation y(t) est reliée
34 la grandeur 3 mesurer par une &quation intégrale de
premiére espéce :

y(t) = J h(t,u) x(u) du, t €T 1)
U

Le noyau de cette intégrale, h(t,u), représente la
fonction d'appareil ou sa réponse impulsionnelle. Nous
nous limiterons au cas des appareils stationnaires et
des transmissions causales. Cette &quation intégrale
devient alors une &quation de convolution

t
y(t) = J h(t~t) x(r1) dT (2)
o

On considére habituellement que 1'appareil est bien
utilisé lorsque le noyau de 1'intégrale peut &tre
approché par :

h{t=t) = a §(t-1) 3)

La grandeur 3 mesurer s'obtient alors simplement :

x(t) =1 y(©) @)
Cette approximation n'est acceptable qu'au deld d'un
pas limite de t appelé résolution. Lorsque, pour des
raisons technologiques ou &conomiques, on désire uti-
liser 1'appareil en degd de cette limite, il faut
alors résoudre 1'équation (2), c'est-d-dire déconvo-
luer la grandeur expérimentale y(t) pour obtenir x(t).
La méthode décrite dans cet article est une méthode

de déconvolution discréte en temps réel, c'est-d~dire
une méthode numérique fournissant des valeurs échantil-
lonnées de x(t), & partir d'échantillons de y(t), au
rythme de 1'échantillonnage de la sortie de 1'appareil,
avec éventuellement un retard de quelques périodes
d'échantillonnage.

2. POSITION DU PROBLEME.

L'équation (2) peut s'dcrire sous la forme :

Hx = y (5)
Le probléme de la déconvolution consiste alors & trou-
ver une transformation inverse H-! telle que

H_'1 y o= x (6)

D'un point de vue mathématique, la question qui se po-
se immédiatement est celle de l'existence et de l'unici-
té de H™!. En fait, dans la pratique, le probléme est

souvent singulier et lorsque dans le meilleur des cas

! existe et est unique, il est alors fréquemment mal
conditionné, c'est-a-dire qu'il existe e, aussi petit

que 1'on veut, tel que :

B [y+el=x+3s )

oli 8§ est ni arbitrairement petit ni n&gligeable. Or il
s'agit 13 d'une situation réaliste puisque la sortie
de 1l'appareil est indvitablement affectée par un bruit
de mesure. De plus, lorsque le probléme est discrétisé
les matrices qui apparaissent poss@dent un nombre de
condition trés élevé et la précision limitée des cal-
culateurs a tdt fait de les transformer en matrices
singuliéres.

La déconvolution est donc un probléme d'approxima-
tion; il s'agit de trouver une solution acceptable dans
1'ensemble des solutions possibles généré par un pro-
bléme mal posé. Il n'existe donc pas de méthode univer-—
selle et 1'information a priori joue un rdle essentiel.
Cette information a priori porte par exemple sur les

statistiques de la grandeur 3 mesurer et du bruit de
mesure.

Le probléme considéré peut @tre schématisé de la
fagon suivante

b(t)

x(t) ‘ +

h(t) y(t)

b(t) est un processus aléatoire supposé additif et re-
présentant les bruits de mesure et d'acquisition. On
supposera par la suite que b(t) est un bruit blanc sta-
tionnaire et centré&. La sortie mesurée y(t) &tant dis-
crétis@e avec un pas d'échantillonnage T, 1l'équation
(5) s'écrit matriciellement

y=Hx+b (8)

c'est-a~-dire explicitement

y(1) h(l), 0, .....c.... . x(0) b (1)
y(2) h(2), h(1), ......., O x(1) b(2)
g = g : + :
ygi) O...,h(N?,...,h(l),..O . § g 9)
yen) 0 ,h(N) XQn-N) b &n)

oli y et b sont des vecteurs (n,1), X un vecteur
(n-N+1, 1) et H une matrice (n, n-N+1).

Le choix d'une solution parmi 1'infinité des solu-
tions générées par un probléme mal conditionné doit
8tre guidé par un critére. Il est intéressant de clas-—
ser les méthodes de déconvolution existantes par rap-

port 4 ce critére. La démarche la plus naturelle con-
siste & chercher une solution X telle que

-1 g -H% (10)

soit minimal. La solution obtenue est alors une solu-
tion pseudo—inverse

z=@wluy an

qui n'est envisageable que si HtH est inversible. Cette
condition ne peut &tre satisfaite dans la pratique
qu'avec un pas d'échantillonnage large pour limiter le
mauvais conditionnement dii 4 la d&pendance lin&aire
entre les lignes de H. La sensibilité au bruit demeure
importante et l'amélioration de la résolution de 1'ap-
pareil limit&e [4] [11]. Lorsque les propriétés statis-—
tiques de l'entrée x et du bruit b sont connues, on
cherche plutSt une solution % telle que

Elx-%" x -] (12)

soit minimale. Cette démarche conduit au filtrage de
Wiener [2] [12]. Elle présente cependant l'inconvénient
de nécessiter une information a priori souvent diffi-
cile & obtenir dans la pratique (matrices de covariamnce
de x et b). En fait le filtrage de Wiener peut 8tre
considéré [5] comme un cas particulier d'un probléme
général de minimisation avec contraintes, ou de régula-
risation, qui peut s'exprimer de la fagon suivante
minimiser

~t .t -

G c ¢ 13)
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sous la contrainte résiduelle
(14)

I1 s'agit bien d'une régularisation au sens de Tykonov,
on admet que 1'on ne peut pas trouver de solution uni-
que au probléme et on cherche, dans la classe d'équi-
valence définie par (14), la solution satisfaisant la
contrainte (13) qui englobe 1'information a priori.
Cette solution s'écrit

= 5+ yctel™!

Ht y (15)

(B

Ces méthodes [15] [4] [13] fournissent des solutions
satisfaisantes au probléme de la déconvolution, mais
elles présentent des inconvénients d'ordre pratique :
elles ne peuvent 8tre mises en oeuvre qu'en temps dif-
féré puisqu'elles nécessitent la connaissance compléte
du vecteur y et elles entrainent, méme dans leur forme
itérative [4] un volume de calcul important. La seule
méthode travaillant en temps réel que nous connaissions,
la méthode de Ronsin [10], s'appuie sur une résolution
de type pseudo-inverse (11) et ne fournit de solution
acceptable qu'avec un pas d'échantillonnage relative-—
ment large.

L'objectif de notre travail fut donc de développer
une méthode de déconvolution en temps réel, fournissant
une solution acceptable et effectivement applicable &
des problémes ol les dimensions de H sont &levées (ty-
piquement n de l'ordre de gquelques milliers). La solu-—
tion acceptable est définie arbitrairement comme une
solution "physique”, c'est 3 dire une solution de nor-

‘me minimale. La matrice de contrainte C est alors une

matrice identité. L'inverse généralisée d'une matrice

H étant définie par

ut = 1im (B H + 117
a0

t (16)

le lien entre la régularisation d'un probléme mal con-
ditionné et l'inversion généralisée d'une matrice est
évident. C'est pourquoi la base de notre travail a &té
la méthode itérative de résolution de systémes singu-
liers par projections de Kaczmarz [6]. Cette méthode

a &té utilisée par Richalet et coll.pour 1'identifica-
tion de syst@®mes linéaires [10] ou la déconvolution
discréte en temps différé [9]. Notre travail a comnsis-
té & modifier cette méthode pour la rendre récursive
et utilisable en temps réel.

3. RESOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE SINGULIER PAR PRO-
JECTIONS.

Il est bien connu que lorsque la matrice H est car-
rée et non singulidre, le procédé d'élimination gaus—
sien fournit une solution précise i 1'équation (5)
tant que le nombre de condition H n'est pas trop élevé
Quand la matrice est creuse et d'ordre &levé, cette
méthode est moins efficace que des procédures itérati-
ves telles que celles de Gauss-Seidel ou de Jacobi.
Ces méthodes ne convergent cependant pas toujours.L'in
térét de la méthode de Kaczmarz s'en trouve renforcé
puisque 1'on peut montrer qu'elle converge pour tout
systéme lin&aire d'dquations sans ligne identiquement
nulle, méme s'il est singulier, et ce pour un nombre
d'opérations arithmétiques élémentaires relativement
faible [14].

Le systéme 2 résoudre s'écrit sous forme matri-
cielle

Hx=y 17
ol H est une matrice réelle (n, n-N+l1) et x et y des
vecteurs réels de dimensions respectives (n - N+1) et
(n). Le systéme (17) peut 8tre &crit de facon équiva-—
lente sous la forme :

< X, Ei >=y(i) pour i =1, ..., n (18)

- e t ~
ol hi est le i-&me vecteur colonne de H et ol <x,z>

désigne le produit scalaire de deux vecteurs. Suppo—
sons ][hi||>0 pour tout i et soit fi 1'application de

R" dans R™ définie par

pour i=l,...,n

<% b, > - y()
avec m=n-N+!

E® =R -3 s By
-1’ =i

(19)

Soit F 1'application de R™™ dans R" définie par

F(y,%) = flo fzo...ofn(g)=fn(...(fz(fl(x)))...)(20)

~L'algorithme est défini par la récurrence

A1+] 1
X

=F(y, %) zn

~O -

P . . m . o
X etant un élément arbitraire de R . La séquence
des {X'lainsi générée converge quels que soient H, y
et §°. En effet, la relation (19) peut s'écrire :

y.
oy o - i .
fi(_)i) Pi R+ SRS Ei i=l,...,n (22)
1 -1
. _ 1 t
ou Py =l -——55 b By (23)

P. est une matrice de projection orthogonale. Soit
L

Qi = Pi O P2 P1 (i=1, ..., n), ol QO =1, et soit
R la matrice telle que :
)
Ry-= y(i)
i=1 <ho, ho Y- (24)
-1’ =i
Nous avons donc F(y, ) = Q X+ Ry ol Q =Q (25)

n
Les matrices Q et R possédent les propriétés suivantes:
pour y = 0, 1'algorithme
i+l i
X

= Fo, §) = Q& i=0,1, ... (26)

géndre une séquence {gi} qui converge vers PK§°.§f est le
vecteur initial et Py la matrice de projection orthogo-

nale sur le noyau de 1'application H. De plus
i .
lim z QJR existe. Elle est notée G et possdde les
is®  j=0
propriétés suivantes :
HGH = H, GHG = G, GH = Pj , HG = P 27)
oi Py est la projection orthogonale sur 1l'image de H
et P'la projection sur Im H parallélement 3 KeA R . G
est donc 1'inverse généralisée de H. L'algorithme (21)
génére ainsi une séquence X! telle que :
lim 2" =P,
1300

R°+ G y (28)

Il est bien connu que le systéme (17) posséde une solu-
tion si et seulement si HG y = y. Dans ce cas (28) four
nit la solution pour un &° arbitraire et G y est la so-
lution de norme minimale.

Il faut bien voir cependant que tous les problémes
de comportement singulier ne sont pas &liminés par 1'u-
tilisation d'inverses généralisées et que 1'existence
du bruit sur les données ne doit pas &tre oubliée.
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4. DEVELOPPEMENT D'UN ALGORITHME DE DECONVOLUTION EN
TEMPS REEL.

On voit aisément que si les vecteurs Ei sont mu-

\
tuellement orthogonaux, alors Q = Q Py = 0, et 1'algo-
rithme converge en une itération. De méme, lorsque les
Ei sont "presque" orthogonaux, la norme ||Q ||est pe-

tite et 1'algorithme converge rapidement.

Dans le cas qui nous intéresse ici, la structure
de la matrice H dans 1'équation (9) montre qu'elle com
tient un grand nombre de z8ros et que l'on passe d'un
vecteur Ei au vecteur Bi+1 par simple décalage de coor-

données. La dépendance linéaire est donc élevée, et
ce d'autant plus que le pas d'échantillonnage est fai-
ble. I1 faut donc s'attendre 3 une convergence lente.

L'idée de base consiste i effectuer une transfor-
mation linéaire qui rend les vecteurs hi ""presque' or-

thogonaux [11[7]. Soit M une matrice réelle (n-N-1,
n-N+1). L'algorithme (19) est modifi& de la fagon sui~
vante :

<%, Ei> - y(1)
(29)

£.®=% - M(i) h, i=1,...,n

t .
hy M@ by

Ceci s'apparente &troitement i la sphérisation du pro-
bléme de minimisation d'un critére telle qu'elle
est effectuée par la méthode de Newton-Raphson. En ef-
fet, la méthode de Kaczmarz, 3 chaque it&ration défi-
nie par 1'8quation (19), peut s'interpréter comme une
méthode du gradient pour la minimisation d'une dis-
tance d'entrée
p=(x - D" @ - (30)

La méthode d'estimation de x Etant itérative et
réguliére, nous cherchons une matrice M qui condition~
ne 1'espace des entrées de facon i rendre les surfaces
iso-distance sph&riques. Ceci revient 3 fixer, prés de
la solution, une trajectoire rectiligne pour 1'estimée
X, ce qui entrafne :

A1+

aG+n=-D&EH-nEh= - Eh s € &' 31)

M est choisie diagonale par souci de simplicité (mii
éléments de M). En utilisant (29) il vient :

. n-N .
pE™*h = T R - x(1? &l (32)
j=o ’
mh. h()[<k ,h.>= y(i)]
ofi a,=1 - iJ _-t_i (33)
7 IRN(@=x() Ihg M@ by

pour que la condition (31) soit satisfaite, il suffit
que les aj soient indépendants de j, ce qui peut &tre

obtenu avec

125 (5) - x(11 si h(5) #0

’_

i TR G4

o =

mjj si h{(j) 0

La détermination de la matrice optimale M d'aprés
(34) est impossible dans la pratique car l'on a évidem
ment pas accds 3 1'entrée vraie x. Il s'agit 13 d'une
diffuculté de méme nature que celle liée 3 la déter-
mination de la valeur optimale y dans les méthodes de
régularisation (15). Cependant, une convergence rapi-
de de 1'algorithme implique que les mj3 non nuls crois-
sent rapidement avec j. La rapidité de cette croissan-
ce doit 8tre ajustée, pour réaliser 1'inévitable com-

promis biais-variance, entre les deux limites suivantes

I-m.. =1 V. t.q.h(j)#0. C'est 1'algorithme (19) qui

33 3
converge lentement et qui, utilisé en temps réel, donne

un biais important avec une variance faible [7].

2-m,. =0 V.#1, m..=1 j=1,
3] J 33

mutuellement orthogonaux, la convergence s'effectue en

un coup, le biais est nul mais la variance est impor-
tante car on résoud en fait directement le systéme (17)

[71.

Les vecteurs hi sont tous

5. MISE EN OEUVRE PRATIQUE.

Cette mise en oeuvre s'appuie sur le fait que la
matrice H contient un grand nombre de z&ros et que seu-

" les N composantes de x sont modifiées par (29) i chaque

itération. La méthode est schématisée 3 la figure sui-
vante. :

*(ip)
e

(1)

3&32

| >
=}

| %

Figure ! : Principe de la déconvolution discréte

en ligne.
L'Algorithme de D&convolution En LignE (ADELE) s'écrit:

() = 2°() + A (1) (35)

o e°(D)=y(i) - $°()=y(i) - a" °() (36)
t

a"=[h(1),...,h(m] 2 =[RGE-D), .., 2EW] (GT)
A a

a" 4 a

A= (38)

oli A est la matrice diagonale dont les &léments avec

a sont donnés par
Y P

a, = mi—2+],i—l+1 £ =1,2,...8N 1i=1,2,...,M-N+1]

(39)

La matrice A est constante et la loi de décroissan-

se des a,, choisie telle que a, .= (%)-?, o et qe R,

28

@ est d'autant plus grand que N est grand, q est choi-
si d'autant plus grand que le rapport signal i bruit
est grand.

L t ars

X(i-p) = p° . &(D) (40)
ol pt =[0,..., 1, 0,..., O] est un vecteur dont toutes
les coordonndes, sauf la p-idme, sont nulles. Cette mé-
thode est d'une mise en oeuvre aisée. Comme il n'y a
que l'Bcart instantané e(i) entre la sortie mesurée et
la sortie estimée qui intervient, il n'est pas néces-
saire de garder en mémoire les valeurs des sorties pas-—
sées. L'initialisation du vecteur X(i) est faite de la
fagon suivante :

2°(i) =p )
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Mise en oeuvre de cette fagon, la méthode est par-—
ticulidrement simple puisqu'elle ne nécessite ni inver
sion de matrice, ni transformation de Fourier. Le nom-—
bre des opérations arithmétiques Elémentaires (multi-
plication + addition) est proportionnel 3 la
dimension du vecteur x de 1'équation (8), ce qui peut
8tre avantageusement comparé aux méthodes de régulari-
sation [4] et [15]. Le choix de p n'est pas trés cri-
tique et il suffit de s'assurer que :

A(p) << A(i) max (42)

6. COMPARAISON AVEC LES METHODES DE REGULARISATION.

La méthode que nous venons de décrire fournit une
solution approchée & l1'é8quation (28). Elle est donc,
de ce point de vue, sous optimale par rapport aux mé-
thodes de régularisation telles que (15). Nous allomns
voir cependant que la simplicité n'est pas obtenue au
détriment des performances et que la solution fournie
est tout-i-fait acceptable. Nous avons repris pour ce-
la 1l'exemple de Hunt [4]. Une séquence d'entrée (cf.
figure 2.a).

;e 2 s e 2
x(i)= exp (=522 + expl-1380)7)

i=20,1,...,1023 (43)
est convoluée avec une réponse impulsionnelle rectan-—
gulaire définie par :

h(i)=! 0<i<249 et h(i)=0 250<i<1023.

Le bruit qui est rajout& est constitué d'échantillons
aléatoires d'une distribution uniforme sur 1'interval-
le [-5, + 5]. La solution pseudo-inverse est présen—
tée 3 la figure 2.b. Il est difficile, mlme doud d'une
vive imagination, d'y retrouver les caractéristiques
de 1'entrée réelle. Cette solution est &videmment inac-
ceptable. La solution par régularisation [4] est pré-

4
y@) b x(1)

]

150 4

0 T -
600 i
a) Entrée réelle (....) et sortie bruité ( ).
i
14 %(1)
0,5
0 \a;\/ 1 - Vi o
600 i

¢) Solution régularisée [4]

sentée 2 la figure 2.c, elle nécessite un nombre d'o-
pérations arithmétiques &lémentaires proportionnel i

k2 log k/2 (ici k = 1024). La solution fournie par

ADELE est présentée 3 la figure 2.d, 1l'erreur quadra-
tique moyenne sur l'entrée n'est que 0,75 %,elle sou~
tient la comparaison avec la solution précédente d'au-
tant mieux que le nombre d'opérations arithmétiques
élémentaires n'est que proportionnel 3 k. (dans 1'exem-—

2
ple présent&, p=249, ajj=(l§0 j=1,2,...,250).

7. CONCLUSIONS.

La méthode proposée opére directement dans 1'espace
des données et permet un travail en ligne, les valeurs
estimées de 1l'entrée &tant fournies au rythme de 1'é-
chantillonnage de la sortie, avec un retard de quelques
périodes. La structure de l'algorithme est récursive et
3 chaque itération il minimise une distance d'entrée.
Le choix d'une matrice permet d'ajuster 1'inévitable
compromis biais-variance de la solution en fonction du
rapport signal-3-bruit. L'avantage essentiel de la mé-
thode ré&side dans sa grande simplicité due & 1'absence
d'inversion de matrice et de transformation de Fourier.
Cette simplicité permet de développer aisément un ap-
pareil déconvolueur construit autour d'un micropros-—
seur (dossier ANVAR N° 18546).

Cette méthode a été par ailieursappliquée 3 la ré-~
solution de deux problémes :

1) la mesure des pression hémodynamiques pour laquelle
elle permet d'obtenir avec des catheters classiques et
peu coliteux, une résolution comparable i celle obtenue
par des catheters 3 extrémité barosensible, fragiles
et trés cofiteux [8];

2) la caractérisation de tissus vivants par échographie
ultrasonore pour laquelle il est possible d'améliorer
la résolution d'un facteur 10 par rapport aux méthodes
d'impédiographie classiques [3].

®(1)

b) Solution pseudo-inverse [4] .

EEIO)

0,5 =

04 Y V.
600 i

d) Solution fournie par Adéle.

Figure 2 : Exemples de déconvolution discréte en présence de bruit.
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