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RESUME SUMMARY

La convergence d'estimateurs-corrélateurs pour Convergence of estimator-correlators is investi-
trois types de problémes de detection, est examinfe. gated for three classes of detection problems. It is
I1 est demontré que la convergence d'estimateurs au shown that convergence of detectors in probability of
sens de la divergence entrafne la convergence des per- error or probability of detection, is implied by con-
formences mesurfes soit en probabilité d'erreur soiten = vergence of estimates in the sense of the divergence.
probabilité de d8tection, qui sont associfes aux détec- In particular, the proper distance measure between the
teurs construits 3 partir des estimateurs. estimators when detecting a random signal in white

Gaussian noise, or a Doubly Stochastic Poisson Process,

On démontre en particulier que dans le cas de la d8tec- is shown to be the integrated divergence between the
tion d'un signal al€atoire dans du bruit gaussien blanc estimates.

ou bien dans celui de la d8tection d'un processus de
Poisson doublement stochastique, la distance entre
estimateurs qui convient, est 1l'int€grale de la diver—
gence entre estimateurs.
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I. Introduction

C'est un fait &tabli que pour un certasin nombre de
problémes de d&tection, le rapport de vraisemblance
généralisé se présente sous une structure 3'"estima-
teur-corr8iateur", dans laquelle on effectue une cor-
rélation entre 1l'observation et l'estimateur des
moindres carrés (EMC) du signal & d8tecter. Cette
propriété se retrouve dans la d€tection de signaux
al8atoires dans du bruit blanc gaussien ([1-2]), dans
la détection de processus aldatoires ponctuels ([3-4])
et en temps discret lorsque la loi de distribution des
observations appartient 2 la famille exponentielle

([5-61).

Ces d8tecteurs, optimum parce qu'ils minimisent la
probebilité d'erreur (PE) ou bien parce qu'ils pro-
duisent une probabilité€ de d8tection (PD) maximale
pour une probabilité de fausse slerme (PTA) donnfe, ne
se prétent pas en général 3 une réalisation pratique
par manque d'information a priori sur le signal, ce
qui rend 1'EMC inaccessible. En revanche, il est poss-
ible et naturel de réaliser des détecteurs sous-opti-
meux & partir d'estimsteurs réalisables que 1l'on sub-
stitue dans la structure optimale & la place de 1'EMC.
Une question importante qui se pose alors est d'&tablir
la performance relative d'un tel test mesurfe en PE
ou PD, vis-8-vis du détecteur optimal pour un certain
gcart (qui demande 3 &tre défini) entre 1'EMC et
1'estimateur qu'on lui substitue.

Une distance entre estimateurs a d€ja &t€ &tablie
([7]) qui assure que les d&tecteurs convergent lors-
que leurs performances sont &veluées par les bornes de
Chernoff et lorsque la distance tend vers zero.

Dans cet article, la convergence des d8tecteurs
est abordde directement sous le critére de la PE et
sous le point de vue de la convergence stochastique de
mesures. Il sera démontré que pour les trois caté-
gories de probldmes ci-dessus cit8s, la convergence
des dftdcteurs au sens de la PE est impliqu&e par la
convergence des estimateurs au sens de la divergence
([8]). 11 sera &galement observ€ que les distances
obtenues en ([7]) se révélent &tre des approximations
du premier ordre de celles obtenues 3 partir de la
divergence.

I1. Convergence Stochastique de Mesures

A. Définitions

Considérons un espace mesurable (Q,F) auquel est
adjoint un ensemble P de mesures de probabilité
absolument continues par rapport & une mesure O-finie

A(x). Deux modes de convergence d'une s&rie de
mesures de probebilité P, appartenant 3 P, seront
utilis€s dans la suite de cet article:
1. Convergence uniforme de P, & P (f91).

Définition:

Pn —> P sl et seulement si

e
lim sup|P_(A)-P(a)]| =
m AcF

2. Convergence au sens de la divergence. D&finition:

et Q deux mesures de probabilité. On
et Q de la fagon

soient P
d8finit la divergence entre P
suivante ([9-10]):

1e,0) = [p0) 108 M ahw) , @)

o plw) et ql{w) représentent les derivées de

Radon-Nikodym de P et Q par rapport & Alw).

DEfinition: P au sens

la série P, converge vers
de la "divergence"

si et seulement si

lim I(Pn,P) =
n—)co

Le concept de divergence a &té développé dans le
context de la th8orie de 1'information et celui de
1'entropie en thermodynamlque. S. Kullback ([10]) en
a &tabli wune &tude trds complséte, mais récemment la
divergence a trouv un intérét nouveau dans la théorie
de 1'estimation ([11,12]). A cet &gard, nous verrons
que la divergence lie simultanfment estimation et
détection.

B. Relation entre les Modes_ de Convergence

Convergence au sens de la divergence (CD) entraine
la convergence uniforme (CU).

Ce théoréme se révélera trds utile lorsque 1l'on
demontrera que la convergence de dftecteurs est
assurée par la convergence uniforme de mesures.

Estimateurs-Corrélateurs Optimaux et
Sous-Optimaux

IIT.

A. BEstimateur-Corrélateur

Pour un certain nombre de probldmes de d&tection,
i1 a &t& afmontrf que le rapport de vraisemblance (RV)'
optimum parce qu'il minimize la PE ou maximize la PD
pour une PFA donnée, se presente sous une structure
d'estimateur-corrélateur qui effectue simultan&ment
le calcul de l'EMC du signal ainsi que le processus de
d8eision quant & la présence de ce 51gnal. En parti-
culier, nous considdrons les trois cat@gories de prob-
18mes suivents:

1. Dé&tection d'un signal alatoire dans du bruit blanc
gaussien.
Sous 1'hypothdse H,, P, est choisie comme &tant
le mesure de Wiener sur (Q,F), ce qui revient 2
dire que 1'observation {x(t) 0<tX< T} est un
mouvement brownien ("1ntégrale" de bruit blanc
gaussien).

Hp, un signal al8atoire
est aJoute au bruit de sorte.
Py telle que

Sous 1'hypothése
{6(t), 0 <t < T}
que 1'on d8finit une mesure

t
x(t)~ [ (s)ds est un mouvement brownien. On
o
d&montre alors que le RV generallse est une fonc-

tionnelle de 1'EMC de 6(t), & savoir ([1],[13]1):
8(t) £ 5, [8(6)]x(s), 0<s2t] 3 (3)
1
nous avons alors
FT
~ dPl T, 1 TA2 X
10)=n,  ew Joe(t)dx(t)—§J06 (£)at|, (1)

ofi Fp représente la sous algSbre générée par

{x(s), 0<s<T}. Il est sguvent prathue d'intro-
duire le logarlthme de L(B), & savoir
2(0) = log L(B) . (5)
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Le test optlmum rev1ent & comparer 2(@) a un
seuil Y, c'est & & dire

~ Hl
ey =y , (6)
H0

et Y prend une valeur gui dfpend du critére de
d8cision employé (Bayes ou Neyman-Pearson).

Du fait que 6(t) n'est pas calculable en g€néral,
il est naturel de lui substituer une approxima-
tion dans la structure optimale (6) et d'obtenir
ainsi le d€tecteur sous-optimal:

n N T, Hy
L6 = re(t)dx(t) - % J 82(t)at = v. s
[o] o] HO

2. Détection de Processus de Poisson doublement
stochastique (PPDS)

Dans cette situation, on veut différencier les
deux hypothéses suivantes:

Hy: {N(t), o0<t<T}, 1'ebservation, est un
processus de Poisson homogéne & fonction

d'intensit8 Xo(t)
er: {N(t), 0<t<T} est un PPDS & processus
dTintensité li?x(%)) x(t) &tant lui-m&me un

processus stochastique. On d8montre alors que le
LRV prend la forme ([3],[L4]):

b (5 - Act)
L) = E(Mt) ko(t))dt+J logx (t)dN(t) Ey,(s)
O
ol
Aey = EHl[)\l(x(t))|No_, o<a<t] . (9

Comme préc&demment, gn veut comparer la perfor-
mance reletive & 2(\) de tests sous-optimaux

de la forme

. H
23) v, (10)
H
o
obtenus en substituant A & A dans (8).

3. Estimsteur-corrélateur en temps discret.

Nous supposons fjue les observations faites -3
intervalles discrets sont distribudes suivant un
membre de la famille exponentiellel.

n observations indfpendantes et distridbuées
identiquement sont gouvernfes par la densité de

probabilité: N

= - . 1
p(xi|6) exp(exi b(9)-+h(xi)) (11)
Sous H,, © est une constante connue eo,

tandis que sous Hp, 8 est une variable aléa-
toire dont la distribution a priori est désignée
par w(0). Le probléme admet une statistique

n
=3 x5 ([14], p. 126) dont la distribution

appartient &galement 2 la famille exponentielle
et s'écrit:

!, Cette famille comprend en particulier les distribu-

tions Binomiale, Beta, Poisson, Gamma, et Gaussienne.

p(t]6) = exp(ft-nb() +B(£)) . (12)

On demontre alors ([51,[7]) que le LRV s'&crit

~ o A H
2(0) = J (6(u) -0 )du+C(B) =2 v , (13)
o
H t H

o o
ol t, est arbitraire, 6(t) est 1'EMC de 6
(t d&signant ici la statistique, suffisante) et
C(8) est une fonctionnelle de 6. Comme précé-
demment, nous sommes interesss & rfaliser des
tests sous-optimaux en remplagant © par une
approximation 6.

B. Convergence d'Bstimateurs-Corrélateurs et Conver-
gence Stochastique de Mesures.

Dans les trois catgories de problémes décrits
auparavant, on se doit d'8valuer la performance de
détecteurs sous—optlmaux du type (T) relatlvement au
détecteur optimal (6).2 Cela revient & dire que 1l'on,
pose la question de la convergence de 2(6) vers &(8)
mesurfe en PE ou PD lorsque § tend vers 8 sous un
critére & déf;nir. Pour ce faire, on se restraint aux
estlmateurs 6(t) pour lesquels il existe une distri-
bution & priori vis-8-vis de laquelle 8{t) est 1'EMC
de 6(t). En d'autres termes, ©O(t) induit une mesure
P sur (Q,F) vis-8-vis de laquelle 8(t) est 1'EMC
de 6{t). De tels estimateurs existent ({8],[13]).
poser la queSuion de
& poser le convergence de

rar conbeq_uenuz la comnver gcuie
de 2{8) vers £(8) revient &

P vers P,

IV. Convergence Stochastique (CS) et la Divergence

A. Convergence Uniforme des LRV

On considére une série d'estimateurs tels que
les mesures induites Pn tendent vers P ?pour la-
quelle on se souvient que § est 1'EMC) uniformément
selon le critdre dfcrit en II.A.2. On démontre alors
tres facilement ([8]), que dans la situation de Bayes,
la PE assocife avec 2(6 tend uniformément vers
celle assocife avec 6? et que 1l'on obtient un
résultat similaire pour les PD dans la situation de
Neyman-Pearson.

B. Convergence en "Divergence"

On suppose maintenant que

lim I(Pn-,P) =0 . (1)

o
Le th8ordme &noncé en II.B et la discussion prcé-

dence assurent alors que £(8,) tend vers &(6)
uniformfment en PE ou PD pour une PFA donnfe.

C. Convergence des Estimateurs

On en vient maintenant & la question de déterminer
une distance entre estimateurs qui assure la con-
vergence (14). Nous devons alors différencier
entre les trois cas &tudiés.

1. Le cas gaussien (voir (4)).
On dé€finit 1'hypothése E® comme &tant 1'aiterna-

tive & P, lorsque cette alternative est
gouvernée par Pn.

2, Dens le cas des processus de Poisson, on doit rem-

placer 8 et § par les intensités Xoet X,
Tespectivement.
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On peut alors &crire

P
I _nj _ 2
I(Pn,P) = By [log P log[P } (15)

[e]

de telle sorte que utilisant (h), on s

(P _,P) =
n

E ij (t)-é(max(t)-%ijg(t)-@g(t))at
HD o B 2), n :

(16)
Le th&ordme de Girsanov ([13]) permet alors
d'écrire
ax(t) = Bn(t)dt+dw(t) . (17)

oi W(t) est un mouvement brownien. La substitu-

tion de (17) dans (16) entrafne

T
I(Pn,P)==EHn fo(en(t)-e(t))dw(t) +

1

A 2
+—EEHn(en(t) -0(t))%at . (18)

2

Mais le premier terme de (18) est la moyenne d'une
int8grale stochastique de Ito et par cons@quent
est 8gal & zéro.

I1 résulte que nou pouvons définir une distance
entre les estimateurs en and 6, & savoir

T
A2 1 ~ 2
Hen_eH =§JOEHn(en(t)—6(t)) at (19)
telle que
1(p ,p) = |]6 -8]|2 (20)
n n

De la discussion en IV.2.B., il ressort donc que

|18 -8]]% —> 0 —> &(8_) —> 2(8) , (21)
Lg% n

e nre

et la convergence est uniforme en PE ou PD.

Le cas Poisson.

Un développement similaire au précédent ([8]),
conduit & d8terminer la divergence entre deux vari-
ables aldatoires de Poisson d'intensités Xl et X2
comme

2, 2 (-x
I(KZ,Al) = Eleog EI = A, log XI - { 5" 1) ,

(22)

et & définir la distance entre estimateur comme

T
~ 2 ~
A -Al]% = L En (T yA)dt (23)

de sorte que

A -A]] —> 0 =—> 20 ) —> 2(})
n ) o n >

uniformément en PE our PD.

I1 est facile de démontrer que 1'erreur carrée

1.

3.

CI( ) e B
n

moyenne gui apparaft en (19) a la forme de la
divergence entre deux variables alfatoires
gaussiennes de sorte que d'aprds (19) et (23), la
distance entre estimateurs qui est compatible avec
la d&tection, est 1'int@grale de la divergence
entre les estimateurs.

Cas du temps discret.
Soit

t ~
J = J (0 (u) -8(u))du
¢ B

[

(2b)

On peut démontrer ([8]) que la distance basfe sur
la divergence est donnfe par

|]en—§||2 = Egn exp(EHn(J)-J) . (25)

Discussion et Conclusion’

Comparaison avec les Distances Derivées en ([T7]).

Des distances entre estimateursont &t& dérivées
([7]) qui assurent que les bornes de Chernoff
B(6,) et B?ﬁ) associfes respectivement aux
détecteurs sous-optimaux et optimaux, convergent.
Ces distances sont de la forme!

Cas gaussien

T
a2 YRy
||en-e||c = JOEHl(en(t)—e(t) a . (26)

Comparant {19) & (26), on voit que lorsque 0

tend vers 6, "HD tend vers Hy", de telle sorte
que (26) est une approximation du premier ordre de

(19) (sans tenir compte du facteur multiplicateur).

Cas de Poisson

La norme derivée en ([7]) était de la forme:

oo (T (-3

T =J B, 2 (1)
e Jo 1 X(t)

81 1'on suppose A, est proche de % dans (23) et

que 1'on utilise dans (22) 1'approximation de log x

par x-1, on obtient

(A -3)2
(28)
A

de sorte qu'd nouveau on voit que (27) est une
approximation du premier ordere de (23).

Cas du temps discret
La distance dériv8e dans [7] &tait de la forme

T

16 -B]|% = var,

n 1
ce que l'on démontre & nouveau &tre une approxima-
tion du premier ordre de (25).

Conclusion

Nous avons &tudié trois catdgories de problémes de
détection dont les détecteurs optimaux se
caracterisent par une structure d'estimateur-
corrélateur. L'analyse a résult€ dans la d&ter-
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mination d'une distance entre estimateurs qui
assure que i mesure qu'elle tend vers zéro, les
tests induits correspondants convergent uniformé-
ment en PE ou FD.

L'&tude a produit trois types de mesures bas8es
sur la divergence, deux d'entre elles s'adressant
au temps continu et se trouvant &gales & 1'inté-
grale de la divergence entre les estimateurs.
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