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RESUME SUMMARY

La transformée discréte de Fourier (DFT) est The discrete Fourier transform is realized by
réalisée par un opérateur linéaire dont la matrice a linear operator, the representative square matrix
I nm2® nm27
carrde reprisentative F = [e N Jest telle que i

/e *
F = [é LW ] of which is such that FF 1is the

*
FF est la matri ité ; constitue une discré- . . . . . .
L lce unité ; elle ne matrix unity. It is a natural discretisation of the

tisation "naturelle" de la transformation de Fourier. . . .
s Fourier transform. A discrete Bessel transform realized

On résente ici une transformation discréte de Bessel . . .
P by a square matrix B is presented here ; it has been

réalisée par une matri carrée B dont 1'orthogonalité . . .
- ne matrice & "proved" numerically that B is an orthogonal matrix.

a été vérifiée numériquement. Cette propriété entraine . . P
4 prop From this property we set out new relations verified

d'une part, de nouvelles relati atisfai r les . . . . .
P > uvelle ons satistaites pa by Bessel functions, particularly by trigonometric

fonctions de Bessel, en parti ier par les foncti .
n s € ) en particulier p netions functions ; they are very useful to calculate the

trigonométriques, et qui s'avérent utiles pour calcu- . .
& 4 ’ 4 P Bessel continuous transform, often used in problems

ler la transformation continue de Bessel, trés usitée with cylindrical symmetry. On the other hand the
da: les proble E étrie cylindri . D! .
ns les problémes a symétrie cylindrique. Dautre research of a mathematical proof sets the gemeral

art, la recherche d'une démonstration mathématiqu . . . .
P ’ & d h que problem of the discretisation of a continuous trans-

N o P . P : '
pose le probl&me trés général de la discrétisation d'une form, which is masked in the case of DFT by the pro-

transformation continue, qui se trouve masqué dans . . .
> 4 4 perties of the complex exponential from which the

c oz ' .
le cas de la DFT par les propriétés de l'exponentielle inverse of the matrix F can be formed immediatly.

complexe gr3ce auxquelles 1'inverse de la matrice F

peut €tre trouvé immédiatement.
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1 — INTRODUCTION

La validitd du traitement "digital" est basée sur
le fait qu'on ne perd pas d'information si on échantil-
lonne 3 une cadence suffisante un signal temporel ayant
une bande de fréquence limitée. Si 1'on voulait effec-—
tuer cet &chantillonnage 3 la fois en temps et en
fréquence, il faudrait supposer que le signal est limi-
té en fréquence mais aussi en temps, et de nombreux

articles sont consacrés i ce sujet.

Par bonheur, il suffit d'échantillonner les N

. -j@t ..
fonctions de base e J k- définies sur [:0, T ], ol
w =k _2_"
k T’
pour obtenir une matrice F d'éléments e

i des instants tn = nt (T est constant)
~ink?
JE%—E telle que

si 1'on prend N échantillons temporels, s, ° s(tn)

d'un signal s(t) de spectre f(w), les nombres

fl = z sne_:@%‘—<E (n

sont des &chantillons fréquentiels de la convolution

sin |N{wt/2)
sin (Wt/2)

un nombre N suffisamment &€levé, ces é&chantillons fré-

de ¥ (w) par la fonction ; ainsi, pour

quentiels sont pratiquement des &chantillons du spec—
tre ~P(w). En outre, il est immédiat que, P désignant
la matrice conjuguée de F, FF* est la matrice unité,
de sorte que la transformation (1), appeléer T.F.D.
(transformée de Fourier discréte) s'inverse trés aisé-
ment. Les propriétés de F ont également permis de déve--
lopper des algorithmes rapides tels que la F.F.T.

(en anglo-saxon "fast Fourier transform") qui exploitent

au mieux certaines caractéristiques de la matrice F.

2 ~ TRANSFORMATION DE BESSEL DISCRETE

Des problémes de calcul numérique qui se posent

dans le domaine des radars et des sonars nous ont ame-—

né & chercher si une discrétisation telle que celle
réalisée par F pour la transformation continue de

Fourier existait pour d'autres transformations et en
particulier pour la transformation de Bessel, définie

par

JA(vr)

0 (vr)A

) -
f ) = p(r) dr

avec p(r) = (vr) A+l JA(vr) f(A)(v) dv

ot JA est la fonction de Bessel d'ordre A.

Cette transformation de Bessel est particuliére-
ment int8ressante car elle est en pratique trés usitée
et les transformations trigonométriques en sont des

cas particuliers.

On a introduit en D], la matrice discréte

d'ordre N d'éléments

2 JA(ZA,iZA,j/ 2\, N+ 1
1] T .
W I RN OWY) JA(ZA,j), ’

By, w1

By, e (53D =

s désigne le M€ Laro (différent de zéro) de

J, et dont 1'orthonormalité avait &té vérifide numéri-
quement pour A = 0O, On avait précisé qu'aucune démons-~

tration n'avait été trouvée pour cette propriété.

Celle~ci reste toujours i trouver, mais 1'ortho=-
normalité a depuis &té confirmée sur de trés nombreux
cas et jusqu'i des dimensions de matrice de 1'ordre de
500 par des calculs effectués par le laboratoire de

mathématiques appliquées de 1'Ecole des Mines.

De plus, on peut effectivement démontrer cette
orthonormalité dans le cas particulier des fonctions
trigonométriques : d'abord pour la valeur particuliére
A=1/2, on retrouve la transformée en sinus discréte
classique {2]. Mais surtout pour la valeur A = - 1/2,
on obtient une transformée en cosinus discréte diffé-
rente de celles rencontrées dans la littérature [12]
et qui jouit d'excellentes propriétés de régularité.

On la présente dans le paragraphe ci-aprés.

3 - TRANSFORMEE COSINUS DISCRETE REGULIERE

_ /2
On a J—1/2<Z) = V- cos z et

Jl]/z(z) - 2zsin z + cos z % M 2

2z Tz
L .. e e
Comme 2_1/2’i+] vaut 2(21 + 1), bA’N+]<1,J) s'écrit
2 T (20 + 1) 25+ 1) ]
/T T 9% 2 N + 1 l

On montre que la matrice formée avec ces éléments

est orthonormée de sorte que, si 1'on pose

¢ =ﬁ{4/2,N)et si on appelle
N-1
\?. = z ey iXg
] j=0 *07

la transformée en cosinus discrdte réguliére de la

suite réelle {Xi}’ on a
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N-1
.= c. . ~¥]
! jZo i,j ™

On a comparé cette transformée en cosinus dis-—

créte avec les transformées habituelles ol les argu-

7 (21 + 1)]

ments du cosinus sont du type 7 et
N

T Qi+ 1) (25 1)
2 2N

il s'avére qu'elle présente en

fréquence des biais nettement inférieurs et beaucoup
plus réguliers en fonction du numéro de 1'échantillon
fréquentiel. Ceci est dfi au fait que 1'expression
méme de la transformée force les &chantillons extrémes

-

temporels 3 €tre nuls.

Notons qu'il suffit de retourner ces fonctions
cosinus discré&tes pour obtenir 1'expression équivalente
mais avec des sinus, ce qui domne d'autres transfor-

mées en sinus.

4 - TRANSFORMEE D'AIRY DISCRETE

La matrice BK N posséde la propriété de se
p2A
transformer trds simplement lorsqu'on fait tendre A

vers 1'infini.

En effet, z devient alors équivalent 3

A,s8
Az(%%), oli z est une fonction de *s 8quivalente 2
1/3 R -2/3 oi

) et P, est équivalent & ask o a

1= (¥/2
est le s*°™@ 28ro de la fonction d'Airy | 4.
Si 1'on note celle-ci A, la limite de la

dérivée J!(z ) lorsque A croit, est
ATA,s
2

2.3 .,
- 37 Al .
Le terme bX,N+1(i’j) est donc équivalent a :
1
(%)3 I, (z() 2(R.) /208y, 1))

IA]!_(ai) Ai(aj)l

En remplagant JA(XZ) par son équivalent
1 2 1

(%)3 A, (1’\p) o z et'® sont 1igs par z = 1-¢¢/23),
on obtient un &quivalent de b (i,j), a savoir :

)

A,N+1

(a. + a. -
A.(a aJ LI

a1 1) = TGy ETGD
171 1]

La matrice AN+] d'éléments a (i,j) est la for-

N+1

me limite de B lorsque X tend vers 1l'infini. On

A,N+1
pourra 1'appeler matrice discrdte d'Airy. On a vérifié
numériquement son orthonormalité et les valeurs d'un

certain nombre de coefficients sont données dans Ei3].
5 - CONCLUSION

11 s'agit de trouver une démonstration mathéma-
tique de l'orthonormalité de la marrice BX,N+1 ; la
difficultéd vient de ce que contrairement i ce qui se
passe pour la transformée complexe de Fourier, on ne
semble pas connaltre de stfucture mathématique simple
qui contraigne les premiers zéros des fonctions de
Bessel. Il serait déja intéressant de chercher a dé-

montrer dans un premier temps la relation tr&s simple

2 22
2 A, 1l
Oz, )] = — 3, (=)
=, 22 M2

obteme lorsque N = 0 et qui lie la valeur de la déri-
vée aupremier zéro en fonction de la valeur de la fonc-

ti 22 /
10N en A,] Z)"z

N

D'autre part, on cherche maintenant 3 utiliser
ie lien avec les fonctions trigonométriques pour obte-—
nir une transformation discrdte complexe, si possible

rapide.

Enfin, on a vérifié sur quelques exemples que
pour un nombre de points donnés, il est plus précis
d'utiliser la matrice B pour calculer la transformée
de Bessel plutdt que par une méthode d'intégrale type

trapéze ou autre.
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