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RESUME

Dans le cas de signaux fortement modulds
en fréquence, 1'Ztude de la représentation
conjointe (au sens de VILLE) et de la fonction
d'ambiguité en tranglation (SUSSMAN, WOODWARD...)
peut—étre envisagfe dans le cadre formel de la

théorie des catastrophes &l&mentaires. Ces deux

descriptions, lifes par transformation de FOURIER,
s'interprétent alors comme singularités en temns
4 et friquence V dont la trace dans le plan
(é)v) est fonctionnellement dépendante de la loi
de modulation \% Gb) . Dans les deux cas, on

explicite, par conmstruction géométrique du lieu

des singularité@s, le comnortement de ces fopctinns.
Le cadre thZorique justifie que ces comportements

se raménent 3 un nombre fini de cas typiques

simples. On confronte les ré&sultats th@origues
obtenus 3 1'3tude pratique de cas ré&éls ; ce
faisant, on met en &vidence des paramdtres

(caractéristiques des lois de modulation) précisant

les conditions de validité du modéle.

SUMMARY

Joint representation (in VYILLE's sens)
and ambiguity function (SUSSYAN, WOODWARD) of
highly modulated signals may be studied in the

framework of catastrophe theory. These two ways

of descrintior, which form a FOURIER pair, are
thus interpreted as singularities in time +t

and frequency ¥ . In both cases, the structure
in the time-frequency plane demends exnlicitly on
the modulation law Viﬁt)and an easy geometrical
construction of this structure is provosed. The
theoretical framework enables us to claim that

all the possible structures reduce to a finite

number of tynical (generic) cases. Theoretical

solutions and real calculationgare compared ;

therefore, we exhibit intrinsic signal paranmeters

describing the validity area of the model.



70

GEOMETRIE DES FOMCTIONS D'AMBIGUITE ET DES REPRESENTATIONS
CONJOINTES DE VILLE : L'APPROCHE DE LA THYEORIE DES CATASTROPHES

I - La théorie des Catastrophes [4][?—] :

une introduction,

Le mod&le de la Théorie des Catastrophes
(TC)[ﬁ:]s'intéresse 4 des syst3mes dont 1'Atat
est
- d&crit par un ensemble de variables internes,

les variables d'dtat : X &€ V ,

= paramdtré par un ensemble de variables externes,

les variables de contrdle :c,é%ﬂ{? .

La TC postule alors 1l'existence d'un potentiel

_P(&:,IJ régissant & lui seul le syst&me : physique-
ﬁent, cela signifie qu'a toute valeur X imposde
aux paramétres externes, les variables internes &
répondent en se plagant sur un minimum local de ;?.
Cette hypoth@se ne sera vérifiée que si la
‘'dynamique externe” des param3tres est lente vis &
vis de la "dynamique interne" du systéme : celui-ci
est alors presque nartout dans un &tat ¢’3quilibre.
Les &tats possibles (observables) du systime
correspondront 3 des singularit®s stables du
potentiel ; par stabilit&, on entend que la structure
de la singularité ne doit pas &tre modiiide par une
faible perturbation sur le potentiel. Pratiquement,

cette notion de stabilit® structurelle est relide

d celle de reproductibilité qui exige que de faibles
perturbation sur les conditions expérimentales ne
modifient que faiblement les observations.

Lorsqu'on ne s'intéresse qu'au comportement
local de fonctions (:Qo, deux fonctions égales dans
un voisinage assez petit de 1'origine sont considé-

rées comme un méme objet, nommé germe de fonction.

En appelant corang la dimension de 1'espace des
états et codimension celle de l'espace de contrdle,

on peut montrer [4][2] que les germes de codi-

mension inférieure ou &gale 3 4 sont de corang au

plus &gal 3 2, ce qui rdduit leur classification

8 celle des fonctions d'au plus deux variables.
Ainsi, en prenant un développement polynd-

miel (ce qui est toujours possible si 1'on travaille

en codimension finie), le thZoréme de THOM &tablit

qu'il n'existe que 7 potentiels &lémentaires (si

13 =< ZL ) susceptibles de satisfaire au modile
envisagé. Par dé&finition, on avpelle ensemble de
catastrophes le lieu des singularitds de ces
potentiels. Le tableau ci-dessous donne la liste
et les dénominations des cing plus simples

(corang 1) :

0 wt s s sl
) ’1 %31—.&&’)!. ,’/&
g VA :;{(-'-M%I‘r v ?\pntﬂ.
§ 3 '&;*MZ'S- +1r2;'—-‘1+ N Wd&mw&.
3 14 3 2 .
A ”2_+E4_+M7<§ +W‘% F UL ,/A_f/g“.o‘-.,

II - Intégrales oscillantes [2][3]

1°) Formulation g&nérale

On s'int@resse 2 des intdgrales de la forme :

Lbuq(g,xa "

- . e RP4
,uw(x,tu) ‘k:(m,«,ﬁ)e de ;€ER™, x €RP(4)
Four de grandes valeurs de tb , le compor-

tement asymntotique de (1) ne dApend que des jets

de oL et de ¢ sur la variédté critique C‘F H
Co= %(x,a)eRPXRmI%CF(q,q): o} (2)

En termes de TC, on est en présence :

- d'une variable d'stat : & GIRN,

~ d'une variable de contrdle : X é-RP ;

- d'un potentiel tL? dont la varigtd criticue
C‘f d2finit 1'ensemble de catastrophes.

L'intZrét d'un tel formalisme est de nous

permettre de mettre 1'intdgrale (1) sous forme

standard et, ainsi, de réduire 1'&tude de ses

propriftés 2 un petit nombre de cas.
La projection TU : C‘P c RPx R~—., _[R_P)

proiection de la varig&té critique dans 1'espace de

contrdle, permet, \Jjg,éiﬂ{t de distinquer trois

cas
a) la "zone d'ombre' : pas de points
critique -
b) la "zone 3clairée' : points critiques

mais MORSE (3 p L #0) 5
c) la "caustique™ : points critiques
dZg2nériés.
Le cas a) correspondant 3 une décroissance
rapide avec et b) &tant justiciable de la m3thode
de la phase stationnaire E12], c’est au cas c) que

1'on va maintenant s’ int&resser.
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2°) Caustiques et déploiements universels

La caustique C correspond par définition aux
points %X au-dessus desquels le germe & 0—9(.\0(’)(,"‘)

admet un point criticue dégZnérad.
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Le théor3me de

THEOM &tablit alors.qu'avec codim % 4, le nombre de

caustiques géniriques est &égal 3 7.

Yx, ¢ AP , la phase
comme Atant un déploiement [2] du germe a

& > 8,(0() =¢p (%) , on peut montrer [ 37 que

1'dtude du comportement asymptotique de (1) se réduit

Si 1'on considére,

3 celle de 1l'int8grale :

Ap byl .
&

G (lg'/t‘) :.L{n. €
oll ’LP(";,N): %(N)-&- Z’IAJ" 9. (%) est une
AZ
catastrophe &lémentaire mise sous sa forme standard.

En corang =T, on a la forme polyndmiale -

+2 ZE_
Yy )= g+ Lo’ SR VR
ce qui, en codxmenslon 1 ou 2 conduit aux deux

catastrophes &lémentaires les nlus simples : le

pli et la fronce.

3°) Solutions au voisinage des caustigues »li et

fronce :
On dit que l'on a une singularité pli en
X,GRP ssi 1l existe une phase
® ER vérifiant :

2 = =05 Dh b )k ¢
Le c’erme [~ LP('J( o() &tant équivalent 3

p(=,4) aun

paramétre

(4) et (3) conduisent 3 la solution -

113 /3
"ht")' AL (R Ty) e
ot Al (rb,) / %/ﬁ_/% dﬁ est la fonctlon dTAIRY

[2—] La vari&té critique C,‘* et la caustique C

~x*]3,

sont alors caractérisées par :

Co={mla=y] ; Cig=0 o

Si 1'on passe maintenant en codimension 2,

la fronce correspond aux relations :
% 3
g(‘xo,o(): %(x,,,x):aggs (% &)=0 ; g_—u('xof()#o(o)

Une démarche analogue Z la prZc&dente conduit
2 exprimer les solutions Z l'aide de la fonction de
PEARCEY [2] :

< (B18- -
Tl s.) je (885 B2 " ©

On a alors :
_ 3
c«y = { (‘%;"51)"() l"( +440(+A32:0% (10)

C: 41}?—# 2-744:::

IIT - La renrésentation Conjointe de WIGNER-VILLE

comme catastrohpe dans le temns-friquence KSJ-

En &crivant le signal analytique

Zd)= AW ¢ 1B®
de WIGNER-VILLE [47[4]

Z@ :

la repr@sentation conjointe

'AZTTVC (11)

Pz(tv) ‘[ZG'«- Z('(:—,) dt

s'derit :
AEES) - E(t-X) 29
(to)j[A(-h‘C)A(t e [ten- t](12)

Alns:., sous réserve que Z satisfasse aux
conditions dites “asymptotiques" [4_] (essentiellement
forte modulation de fréquences sous une enveloppe
lentement variable), on se trouve en présence d'une

inté&grale oscillante du type (1) avec :
a=ABDAES) ;pg = BHE)-BES)-2mve (13

soit : - une variable d'Ztat :T —» corang m:”
:fvicodim p=2

et les seules nossibilité&s dans le pnlan (tﬂ) sont @

- deux variables de contrdle

~ points réguliers -

- catastrophes de pli -

- catastrovnhes de fronce.

1°) Ca.ltastrophes de pli :

. En introduisant la fréquence instantande :
=4 4 =1z
wh=L dzw=1 Fm),

traduit, pour (13), par :

= it vte2)]

la relation (5) se
VilE+E)= Vi (t-% ) (ua)

(-1 oo
VilteS)e v (£-5)# O (14b)

(14a) fournit pour soluticns les points milieux des
segments j.oignar;t des points de fréquence instantande
nour lesquels la nente de modulation est la méme.
(14b) interdit que les courbures em ces points soient

égales et opposées. Il y a donc deux types de

solutions : [5]
- le cas trivial T=0 —»\):\)‘-U:)(courbe (@));
- le cas T#0_» lois “fantdme” (courbe(el)).
94

~; ()
@

) - %%-4—
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La solution, dé&duite de (6), s'exprime alors

r 3 4
Pw(t,v) =8 M[(%gljg(v-viw):l (15)
z Vi

la propristéd 49:(@\%& = A*(4)

Ainsi, le comportement est diZcrit par une fonction

ol & satisfait 2

d'AIRY se déroulant du cdté de la concavitéd de (@)

a partir des points \):\’;({). On peut montrer qu'il

en est de méme pour les courbes (38) moyennant

1'introduction d'un terme de battement dit "“haute

fréquence" [5] . De méme, un calcul classique montre
oo

que si \7£ —» 0, les fonctions d'AIRY dégénérent en

£8l.

2°) Catastrophes de fronce

sinus cardinaux

Il est clair, au vu de (l%4a) et (l4b),
qu'elles ne peuvent apparaitre en une courbe du
type (@) .

rebroussements de lois du type (3@) [S:{ Nous

Elle ne peuvent correspondre qu'z des

n'approfondirons pas ce point ici [ 4] [42] .

3°) Modulation hyperbolique en fréquence (MHF}

v; (v

Vi(H)=

Vo /X
T et

(15) conduit 3

Dans ce cas (figure 3),

FZ(%,Q)oCAi[(An\é)%(Q _4)} (16)

Vi

TEMPS. . RCTF de VILL memm_.___

—e T T

L'exemple calcul?d (fig. 4) est en bon accord
avec cette expression asymptptique :

.

]
~ha
s
il
.
|

S A !

FREQUENCES

A v Y 5 “ " 4
(1) homoth&tie des sections 2 t fixé

() £/ 3N = Al — alnc

(iii) la situation asymptetique est

PRV Yo A
actérisde par = —_
caractériséde pz - > i
dr 1;% = BT[ (%) - 2—] ce qui confirme

le fait que le seul produit BT ne veut chiffrer le

caractdre asymptotique d'un signal. Ici, BT = 32
et ).:%—"_ =4, ~ BT/F. La situation est bien
asymptotique (AW A ~ 140 »4) mais diffare de

prescue un ordre de grandeur de ce que le seul AT

laissait prévoir.

4°) Modulation sinusoidale en fréquence
Avant, dans ce cas : V; (£) =V, % o 511‘,%; )'f-'é[t‘olﬂ

le tracZ des courbes (C) et (3@) correspond &

la fig. 5

On observe alors un retournement de la
variitad 'critique aux points d'inflexion {(fig. 6).
Le résultat calculéd [é], porté sur la fig. 7,
illustre bien les caractéristiques théoriaues

- fonction d'AIRY tournde vers la concavitd

- loi fantdme modulée HF.
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Cet exemple met clairement en &vidence le
fait qu'il peut exister des zomes catastrophiques
qul ne sont pas directement caractéristiques de la

loi de modulation du signal, mais qui ne sont dues

s

qu'3d la structure de la reprZsentation elle-méme.

5°) Signaux multicomposantes [423

Dans le cas de signaux 3 deux composantes
(ou plus prises deux 2 deux), l'analyse de (l4a) et
(14b) conduit a identifier &ventuellement une loi

fantdme pouvant exister en dehors du domaine d'exis-

tence temporelle et/ou frdquentielle de chacune des

composantes. Ceci traduit le fait que ng s'exprime
comme forme hermitienne du signal analytique Z.
Un tel exemple est fourni par la fig. 8.

L3 encore, le rédsultat de 1'analyse dé&pend
non seulement des caractéristiques propres du signal

mais encore de la structure méme de la représenta-—

tion, ce qui attire l'attention sur la difficulté
d'interprétation, d'une représentation de WIZNEP-

VILLE -dans un tel cas r423.

>
]

v
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IV ~ La fonction d'ambiguité en termes de catastrophes

Sous sa forme symBtrique (dite de SUSSMAN),
la fonction d'ambiguité en translation s'dcrit :
Almna

X ()= [Zws)z g)e e an
R

o 'Y* l—.—'\— £ w Tanl

ation : Ay 2= - Uil

e nevon 1o -
gy it a i1a Te

Il est clair que (17) est justiciable d'un
traitement semblable & celui effectué précédemment.
La caractdrisation des zones catastrophiques (de »li)

s'dcrit ici

n= V(aw-%) - (+%) (18a)
o ©

Viw-%) = Vi (ma§) (18b)
oo' T o0 T 18
Vil -S) A Vil sg) (15¢2)

En utilisant le fait que \%(9) est défini
pour O <6 S'T-, on est conduit 3 considérer comme
catastrophique 1'ensemble des points du nlan (K,C)

1imité par les courbes d'8quations

=V (0-vi(® ; n = v (T-T) - Vi (T) (19)

On compléte alors la structure en &crivant
que )é: poss&de la symétrie hermftique E1o]. La
construction géométrique de (19) est donc simple

- symétrie de ¥.(t)par rapport 2 1 v (0) 2

- symétrie de v, (2)- v; (T) par rapport 3 %'T

Deux exemples sont donnés aux figures 9 et 10.

",

~:{0)

- g —_ 4
-:-l%-ﬂ zv-‘(u)-
o T
,—‘A- ’
/’ //
ld -
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~,(0) :
-—.ff%-/io—‘ ! R,\)f.&)
_\I;(\)L._._-.‘.__ ——a
,"’_‘~‘\ ,//—+-‘s\
. ’ \ /’ | \\\ T
A) T
\\\ /0\\ T/Z "r

Dans le cas général, (12b) et (18c) ne sont
pas satisfaites si ce n'est en €=0 =2 m=0

A l'origine du plan (TL,C), on observe donc une

singularité d'ordre svpérieur : le module de la

fonction d'ambicuité vy sera maximum. Ailleurs, la
=2, y E

non d&génerescence des singularitis fera intervenir
des fonctions de FRESNEL dans 1'expression des
solutions.

Cependant, un cas dé&g&ndrd est encore fourni
par des motifs lindaires paralléles dans le plan
temps—fréquence. En effet, dans ce cas, (18&)’(13b)
et (18c) sont simultandment satisfaites. Un tel
exemple est fourni par la loi de la fig. 11 pour
laquelle (19) conduit 3 la structure repr3sentie
sur la fig. 12. Ce r&sultat est en excellent accord

avec les calculs effectifs [—11].

N A

B+

[¢] T 'é’
...ﬁﬁ'g.’/’f— 21(—{')-

\
4
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|
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-3
6&1%24 ("’Jt)i~

CONCLUSION

Dans les cas asymptotiques, la théorie des
catastrophes permet une compréhension simple et
profonde de la structure des représentations con-
jointes et des fonctions d'ambiguité (en translation)
en termes de singularités dans le plan temps-
fréquence. Cette approche s'av&re en bon accord avec
les r3sultats obtenus par simulation sur calculateur
elle apporte en outre des informations sur la

caractérisation et la validation des hypoth&ses

asymptotiques.
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