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RESUME SUMMARY

Les séries génératrices non commutatives permet-— Non-commutative generating power series allow a
tent une meilleure compréhension du développement better understanding of functional developments of
fonctionnel des solutions d'équations différentielles the solutions of nonlinear differential equations
non linéaires forcées. On applique cette technique, with forcing terms. This technique leads to a non—
qui conduit & une généralisation non linéaire du cal- linear generalization of Heaviside symbolic calculus
cul symbolique de Heaviside, 3 la détermination de and we use it to compute nonlinear distortions of an
distorsions non linaires d'um circuit électronique electronic circuit governed by Van der Pol equation
mod&lisé par 1'équation de Van der Pol. Comparaisons We discuss our results and compare them with those of
et discussions sont faites avec des publications recent publications which use Volterra series.

récentes basées sur les séries de Volterra.
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- INTRODUCTION.

L'application des développements fonctionnels,
c'est—-3-dire, jusqu'2a présent, des séries de Volterra
et de Wiener, aux circuits non linBaires est déji as-
sez dncienne puisque la premiére tentative, due 3
Wiener [22], remonte 3 1942. Depuis, un flot constant
de publications a aliment& le sujet. Du cBté théori-
que, mentionnons les notes de cours de Wiener [24] et
la thése de Barrett [2] qui, toutes les deux, datent
de la fin des années cinquante. Pour 1'&lectronique,
notons les articles de Narayanan [19, 20], Crippa [8],
Bedrosian et Rice [3], Bussgang, Ehrman et Graham [7],
et Bouville et Dubois [4].

En 1980, la parution de deux livres, 1'un général,
dl 3 Schetzen [21], 1'autre par Weiner et Spina [22],

consacrd aux circuits faiblement non linaires, don-
nerait 4 penser que le sujet a atteint une certaine
maturité. Ainsi, dans la préface de [22],il est &crit:
"It has been our experience that the greatest impedi-
ment to learning about nonlinear circuit theory is the
engineer's fear of the subject matter ... Typically,
the engineer automatically assumes that difficult and
sophisticated mathematics are involved ..." Et les au-
teurs de vouloir nous persuader que des calculs rela-
tivement &lémentaires suffisent & la compréhension du
sujet. Il n'en est rien. Le méthodes mises en oeuvre
ignorent souvent des effets non linéaires qui peuvent
étre importants, méme avec de petites non lindarités,
comme la génération d'harmoniques autres que celles

de la sinusoide d'entrée. Les techniques de transfor-
mations de Fourier semblent généralement faire fi de
la causalité et sont seulement peut—-étre valables en
régime permanent. Leur validité n'est pas questionnée,
alors qu'il s'agit d'un sujet voisin de celui des per-
turbations étudiées en mécanique céleste. Les calculs
sur les séries de Volterra sont souvent pénibles et

il n'est presque jamais dit si 1'on a cherché& 3, ou
pu les informatiser (une exception remarquable est
fournie par [4]).

Le but de la présente communication est la mise
en oeuvre, & propos de quelques exemples précis, d'un
type nouveau de développements fonctionnels basé sur
les séries génératrices non commutatives {(voir [9];
en [10] on trouvera un résumé, peut &tre plus acces-
sible). La nécessité de cette approche est confirmée
par la formule particuliérement simple donnant la
solution d'équations différentielles non linéaires
forcées, probléme soulevé depuis longtemps dans la
littérature. Le lien avec les séries de Volterra con-
duit au calcul explicite des noyaux. Enfin, les indé-
terminées non commutatives permettent d'é&tendre au
non linéaire le calcul symbolique de Heaviside et gé-
néralisent ainsi certaines des propriétés des trans-
formations de Laplace et de Fourier.

Les calculs sont effectués 3 partir d'un circuit
non lindaire, modélisé par 1'8quation de Van der Pol,
excité par une entrée sinusoidale. On détermine les
noyaux de Volterra, la génération d'harmoniques et la
distorsion de gain. Il s'agit de méthodes systémati-
ques pouvant €tre reprises avec tout autre exemple.

Ce travail est la premiére manifestation d'un pro-
gramme d'études, tant théoriques que pratiques, des
circuits non linéaires.

1. RAPPELS SUR LES SERIES GENERATRICES NON COMMUTATI-
VES (cf.[9,10D)

a) Fonctionnelles causales analytiques

Soit la série formelle

=(g, )+ z . 2 K.owsaX, ceseX. (1]
g=(g, 1) Vo §, . (g, XJo)XJV Jé )

':j\)=0a1 v

L'atat q=(ql,1..,qN)’appartient a

Les coefficients (g,1), (g, Xj ..X. ) sont réels. Les

o
1 ne commutent pas : les mondmes

L diffarent.

indéterminées X, X

]et X1

Considérons 1'entrée u

X X
o]

= [0, »[+ R supposée,

pour simplifier, continue. Définissons alors 1'inté-
t

grale itérée d¢. ... d&. par récurrence sur la
o dv o

longueur.

T
g (1) =1, §,(1) = JO u, (o) do ,

t
g, =&, j=0,1),
[0 EJ Ej(t) @ )
(t t - o
J dgjv...dgj =J dgj (1) J dgj .. dgjo (1nt2§r31e
\) —
i T ° Stieltjes)

En (1), remplagons le mot x. ...x., par l'intégrale

v Jo

. Sous réserve de

t
itérée correspondante J dg. ...d§.
o v Jo

convergence, on obtient

t
- ) ) [
VOE DY g 5, gum0,1 8%y %5 ] 985 0By

(2

expression qui déecrit y comme fonctionnelle causale de
u, c'est—3-dire dépendant des valeurs de u](r) pour

O<t<t.

La fonctionnelle (2) est dite analytique. La série
(1) est sa sénie génératrice.

b) Equations différentielles forcées.

Considérons le systéme différentiel

4y (£) (=day /dE)=05(q 5+~ -5 a)+a (£) 05(a s n e q) o
y(t) = h(ql, cees qN) (k = 1,...,N)

RY; 1'3tat initial
q(o) est donné. Les fonctions GE, OT, h
analytiques, définies dans un voisinage de q(o).

: EN—* R sont

Avec une notation et une terminologie plus moder-
nes (cf. Arnold [11), on associe & (3) les deux champs
de vecteurs, c'est-a-dire les opérateurs différentiels
linéaires

¥y 3
A(Q)= Z 0 (qys+045qy) T
o) k=] © 1 N aqk
N
k d
A(q) = § 07(q;,-+3qy) T
o k=1 1771 N qu

On montre que la sortie y de (3) est une fonctionnelle
causale analytique de série génératrice

E . z . A, LA, h| %, .uoux, 4
V20 J e, 3,®0,1 71 7T o v " e )

gh| +

La barre Io indique 1'évaluation en q{o). Notez 1l'or~

dre inverse des suites x. ...X. et A,

LA,
v, Jo v

Exemple. Soit le systéme régulier (ou bilinBaire)

q(e) = (B + u () By) q(r)

]

y(t) = A q(t)
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Bo’ B1 et A sont, respectivement, des matrices carrées

et ligne d'ordre N. La série génératrice est ration-
nelle :
v>o jo”‘f’jv=0’]

= o) + AB. ...B. 0)X. .4.X,
& a(o) iy iy q( )xJ 5

v o

c) Liens avec les séries de Volterra.

Jusqu'd présent, le développement fonctionnel le
plus courant &tait domné sous forme .de série de Vol-
terra, comme

t t 12
y(t)=wo(t)+JO wi(t,Tdu () dr +JO Jo Vot TysTy)

t T Ty
u](Tz) ul(rl) dr, de + ..+ J J " ...J (5)
oo o

wn(t’Tn"'°’T1) ul(rn)...ul(rl) dTn... dT]+ ey

ol t > T > .. >7T, >T
- n - - 2_

sous forme triangulaire.

12 0. Les noyaux somnt, ici,

Si les noyaux v, sont des fonctions analytiques,

on montre que (4) est une fonctionnelle causale ana~
lytique, qui est donc définie par une série généra-
trice non commutative. Développons w_ non en fonction
des varizhles n

uuuuuuu es &,7 >eees Ty mais t‘Tn,...,T2~T1,T1 B

n

W (E,T ,e00,T =
n( ’'n’ ’ 1) A L0 ,...,0 >0

0’71 n -

%n o) %
(t—rn) ...(Tz—rl) T

wn,a 3%y enesl o V... 0t ot
0’71 n n 1 o

La série génératrice correspondante est

Z w xanx xalx xao
e L0, 0.0 C0 T1°° 0 71 o
n,ao,al,...,anzo‘ o1 n

Reprenons le systéme différentiel (3). La formu-
le (4) et ce qui précéde permettent d'écrire la solu—
tion comme série de Volterra triangulaire (5), ol les
noyaux ont pour expression

_ t> _ tA
wo(t) a>o A, hlo al ° hIo’
a1 _ap
2 Aao A % h (t_T]) ‘1
wl(t’Tl)_a ,a.%0 o 1 A, Io a ! o !
1 1 o
e ! 8o A1 e(t—”)Ao h|o

) Yo a ala ...

ErT yennsT )=
wn( >'n? ’ I) O 30 5sees0 >0 O 1 "o 1
0’71 n-

Gn o] ag
(t—rn) ...(72-11) T]

o ! ... a,! ao!
n 1

voohy A g
Q [¢]

A
T (o] -
e ! Al St DL A,

coWA e(t—rn)Ao h|

1 o
Remarque. Ces formules sont beaucoup plus simples et
explicites que celles obtenues dans les anndes récen-
tes par Brockett [6], Gilbert [12], Krener et Lesiak
[133.

d) Calcul symbolique non commutatif,

La détermination effective de la série génératri-
ce se fait par un calcul symbolique que nous allons

expliciter & 1'occasion d'un exemple. Prenons 1'équa-
tion de Duffing :

Y(t)+ag(t)+by(t)+ey>(t) = uy(e). (6)

Le calcul symbolique usuel de Heaviside bute sur le
terme cubique y3.

Introduisons le méﬁange(l), noté w , entre séries
génératrices et, d'abord, entre mots (c'est-Z-dire sui-
tes, éventuellement vides, de lettres). Posons par ré-
currence sur la longueur

lwx, =x.01==x, (j=0,1),

3 ] i
(xjv...xjo)w(xku...xko)=xjv[(xjv_]...xjo)w(xku...xkoﬂ

lwlt =1,

+ f(x. ...x. ) w e 1.
xku ( Jv Jo, (ka—l xko
On a un probléme homogéne de degré v+u+ 2, soit la somr

me des longueurs des mots X. ...X. et e .
& Jo xku XkO

Le mélange des deux séries

* .
g = Lig,ww|weXt (i=1,2),
ol Xx désigne 1l'ensemble des mots formés i partir de
Xx_ et x., est la série
o 1
x
8w 8= 2{(54’w1) v w W, | WiV, e X }.

Ces constructions combinatoires sont justifides par la
propriété fondamentale suivante.

-~ Le produit de deux fonctionnelles causales analyti-
ques est une fonctionnelle de méme nature dont la série
génératrice est le mélange des séries génératrices.

Revenons 4 (5) que 1'on met sous forme d'&quation
intégrale :

t t 1
y(t) + a f y(t) dt + b j drz [ y(Tl) dt
) o o 1
t 3
+ c J drz y (Tl) dr] (7)
o o
t 1 ,
= J drz ul(rl) dT] +ot + B8,
o o

ol o et B sont des constantes dépendant des conditions

initiales. Les liens entre les lettres X, %, et les

intégrales itérées conduisent i réécrire (7) de la ma-
nidre suivante :

2 2
gt a X, gtb X, gte X, B0 Bu 87X X, + X, +8 ,

ol 1l'on voit apparaftre le mélange. Cette &quation se

résout par approximations successives selon le schéma
2 2

&4 +a % §i+b Xo BitC %X, & g &T%, x1+axo+B ’

programmable sur ordinateur (cf. Bonhour et Foucherot

[5], Lamnabhi-Lagarrigue [14], Lamnabhi [16])

__________ y» on aboutit,

siea=8 =0, a gtb xcz’_g_= XX qui donne

= 2y~-1
g=(1+b xo) X%

A un changement é€lémentaire de variables prés, on re-—
trouve la fonction de transfert -5 - On a bien une
. pZ + b

généralisation du calcul symbolique de Heaviside.

(I)En anglais le terme consacré est shuffle product.
Dans la littérature frangaise, on trouve aussi, pro-
duit de Hwwitz.,
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II. APPLICATIONS
a) Préliminaires.

Considérons 1l'oscillateur de Van der Pol oii la
résistance non lin€aire est supposée de la forme

-8,

1§
I3}
AR
VAW
AN
| bbbl |
<

RO) -

Le comportement de ce circuit &lectronique est décrit
par 1'équation intégrodifférentielle suivante

dv 1 3.
Car - vty jv dt + gov = ls(t)

La série génératrice G associée 3 la sortie v(t) est

solution de 1'équation (cf. § I.d).

L GwGwG +(1-k, x +k x2) 'x
o 170 "2% i

(8

représente l'entrée

- _ 2=
G= k3(1 klxo+k2xo)

oli ky=g;/C, k2=]/LC, k3=g3/C et x
is(t)/C.

Le développement (5) en série de Volterra de la
sortie v(t) est "équivalent" au développement

1

G=G +G, +G, +
¢

1 2 “ee

de la série génératrice dans lequel Gi est défini par

Gi = Z (G, w) w
weXx
el =6

(iw est le nombre d'occurences de la lettre x. dans
{ Xl i

le mot w).

Les régles combinatoires du mélange (cf. [15])
permettent de déduire les G, récursivement de (8)

L 2-1
G1 = (1 klx0 + kzxo) ¥,
o 2,-1
G3 = k3(1 k1x0+k2xo) X G] W G] w G]
_ _ 2, -1
G5 = 3k3(] k]xo+k2x0) e G] w G1 ® G3

La forme algébrique de ces expressions permet une
mise en oeuvre facile sur ordinateur. Les résultats
numériques pour G3 et G5 sont donnés dans le tableaul;

— 20-1_ o -1 _ -1
si (1 k]xo+k2xo) _Bl(] ylxo) + B2(1 szo) , le

schéma

dans G3 sera lu

3 -1 -1 -1
_ B - - -
6 kgByBy(Imyox ) x (1-3yyx ) %, (1=2y;x ) x

-1
(1 leo) Zy -

1

Remarque : A partir des G;» il est facile de déduire

1'expression explicite des noyaux de Volterra w, sous

forme triangulaire. En outre, cette approche nous per-—
met d'éviter les problémes d'association de variables
(cf. [11], [171) 1iés 3 1'utilisation de la transfor-
mée de Laplace multidimensionnelle (cf. [16]).

b) Calcul de distorsions.

Nous nous intéressons ici 3 deux types particu-
liers de distorsions non linéaires : la distorsion de
gain et la génération d'harmoniques.

a) Génération d'harmoniques :

Prenons pour entrée 3 un systéme faiblement non
linéaire

e(t) = [Ell cos w,t
la réponse comportera une partie périodique de la forme

]A0|+|A1Icos(w1t+al)+|A2|cos(2w1t+a2)+[A3]cos(3w1t+a3)+
L'amplitude des diverses harmoniques est peu significa-
tive. Par comtre leur rapport & llamplitude de la £r&-
quence fondamentale peut servir comme mesure de dis-
torsion. On définit le rapport de distorsion de la
ki&me harmonique par

411 ‘
Ce rapport se calcule de fagon aisée 3 partir des ter-

mes de Gk' Par exemple, dans le cas de l'oscillateur

" de Van der Pol, on a pour le rapport de troisiéme har-

monique (cf. [16]).

Xo [
A = e ——————. 1
1 . 2 Xo=r
1 k] xo+k2 X Juw
3
6k4y3138, -1 -1 -1
A3=-‘—;5——— (1=v,x ) "x (1-3y;x ) [1-(2Y,+Jm)x0] X
. -1
[1=Cy +2jex ] x | 1+ ...

Les calculs numériques ont &té faits sur ordinateur.
Les valeurs du 3¢T€ rapport de distorsion harmonique
ont été reportés sur la figure 2 pour C=1, g1=0.1,
g = 1/30 et El = 1/3.

B) Distorsion de gain.

Prenons toujours pour entrée

e(t) = |E1[ cos w,t

et soit yl(t) la réponse ala fréquence fondamentale
yl(t) = |AI]ncos (wlt + a])

Nous savons que pour un systéme linéaire
Ap = EpHp (o))
ol H]
est une définition classique du gain linéaire
14,1 .
TETT = [H, (o |
Toutefois pour un systéme non lin&aire, les con-
tributions 3 la fréquence fondamentale des noyaux
d'ordre supérieur i un'sont non nulles. Le gain, pour une
fréquence de 1l'entrée fixée, n'est plus alors comstant,
mais est fonction de 1'amplitude de 1'entrée. On a
(cf. T221) .
A
[21] .3 2 L
— = - + ..
] |H1(Jw1)+z iEll Hy(=jwps jops jw)

est la fonction de transfert. Le rapport suivant

H3 étant ici le noyau de Volterra d'ordre 3 symétrique.
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Nos techniques nous permettent aussi de déduire
systématiquement ce gain & partir des Gj. Dans le casde

1'oscillateur de Van der Pol, on a :

124 X
= o | 1
e [ = —
|E][ lk.lXo +k2 XO xo jw
2
B3gp 4
_61‘312!1‘:1] = N
4 (1=, ) (1=3y,x Y [1=(2y,+ju)x 1(I-vx ) XTe
2
6k BB [E | -
_ %312 . L
b v ) O3y % ) TT=(y (F300x TO-v % ) % 555
3 2 4
_ 6k3B]B2|ElI Xo .
4 (]_YZXO)(1_3Y1x0)[1_(2Y]+Jw)XJ[(1'(Y]+2JM)XJ
| 1
X = -—
o Jw

Ces résultats sont représentds sur la figure 3.

un phénoméne non linéaire.

Appendice :

La réponse, d'un systéme méme faiblement non li-
néaire 3 une entrée harmonique peut contenir d'autres
harmoniques gque celles de 1'entrée. Les techniques,
développées dans la littérature 3 partir de la trans-—
formée de Fourier, ne permettent pas de mettre en évi-
dence ce phénoméne, ni de tenir compte du régime tran-
sitoire. Notre approche, tout en permettant d'avoir
des résultats facilement exploitables par des moyens
informatiques, répond favorablement 3 ces questions.
Toutefois, pour le calcul des solutions périodiques,
nous nous trouvons confronté&s i un probléme de diver-
gence de ce type de développements pour des temps
grands; probléme comnu depuis longtemps en mécanique
céleste et dli 3 la présence de termes dits sfculaines.

Considérons le systdme faiblement non linéaire
régi par 1l'équation différentielle

3 = B(p)

4

Wi

" 2 N
+ -— -
utuwou et

qui est, 3 un changement de variables prés (v= 3 ),

celle de 1'oscillateur de Van der Pol.

Nayfeh et Mook [20] ont montré, que dans le cas
d'une entrée harmonique

E(t) = K cos Qt
ol Q est choisi différent de wgs 1/3 w, et 3 w, pour

gviter les cas de premidre résonance, la solution au
premier ordre s'écrit

1

u(t) = a(t) cos(wot+8) + K(wi—ﬂz)— cos Qt + 0(e)

oli B est une constante et a(t) donné par

2 4
a(t) = g .
o +6;;E - mo) exp(- net)
T G B O e
n 2 Yy

a  est 1'amplitude initiale.

En particulier, pour n>o, cette solution donne, pour
t grand :

w(e) = 20]' 1 cos(ugrs) + Kwom) ™! cos ar + 0(e)

le régime permanent consiste donc, au ler ordre, en

la superposition d'un régime forcé et d'un régime 1li-
bre. Nos développements révélent, qu'aux ordres supé-
rieurs, apparaitront des termes dus, par effet non li-
néaire, au mélange de la fréquence propre w, du systéme
avec celle de 1l'entrée Q.
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(----- ) Gain lineaire.



