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RESUME

Dans cet article, on étudie divers types de
processus markoviens homogénes, indexés sur N2 et omen

construit certains par un procédé d'innovation.

3, Par une approche analogue 3 celle du cas
continu , on définit, dans la premilre partie, les
notions de chaine markovienne et % -markovienne. Pro-
longeant par cette étude des travaux, ( ), sur le cas
stationnaire, on montre que la loi d'une chaine de
Markov sur N? est caractérisée par un triplet de noyaux
de transition et une distribution initiale. Une condi-
tion pour qu'une telle chaine soit, de plus, % -marko-

vienne est donnée sous une forme littérale.

Dans la deuxiéme partie, on construit des
processus x -markoviens, & valeurs dans un groupe fini,
par un systéme d'équations d'état commandées par un
bruit blanc. La classe des chaines ainsi obtenue con-
tient la marche aléatoire, les exemples de( ) et les
processus du type de ceux utilisés,( ) , ( /y pour

modéliser des images.
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SUMMARY

In this paper, various homogeneous markovian
properties are given for processus indexed by N2, some
of which are obtained in terms of innovation process.
In the first part we define by analogy with the conti-
nuous case of (3) the markovian and the %x-markovian
chains. This work is connected with (5> mostly concer-
ned with stationnary behaviour. We prove here that the
statistids of a markovian chain is characterized by
three transition kernels and an initial law. A suffi-
cient condition for a markoviam process to be %-marko-
vian is given.

In the second part we define % -markovian
processes as the solutions of a system of state equa-
tions driven by a white noise. The class of chains
so obtained contains the random walk, the examples of
(2) and the processes as those used in ( ) and ( ) for

image modelization.
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I - CHAINES MARKOVIENNES ET % - MARKOVIENNES

I .1 Définitions, notations

Soit E un ensemble fini ou dénombrable ,

. . 2
(§,A, P) un espace de probabilité et {X . ; (myn)eN”}

une famille de v.a. définies sur cet espace et &
valeurs dans E. On introduit les notations suivantes

(cf. aussi Fig. 1)

m N
\fmeN : X = (Xlk’XZR""’ka) proces;us i valeurs
: dans E
n N
\fneN : X, = (X., X.,,+..,X. ) : processus i valeurs
j 732 n dans En,
¥mmeN? o (3 = (X 5 ] <n)
.0
X = (Xm—ln’ Xm—ln—] > an—l)
Ainsi, ¥ n =k (resp. ¥ m = j), X.E(resp.

X) est la ligne k( colonne j ) de ™. on

mn m n

notera en général Xone X 5 X X, xll"l":n , les valeurs

o n m,n

m
NP N S S S

prises respectivement par an

.Xm
n
e,
n
k % . n
Xjk xm
(1,1) 3 m
Figure 1
La tribu engendrée par X™ est notée gmn =
m 1
a(X), :{(m,nieNz, et on pose, E = v F ., Eﬁ =
VFE , F  =F vF2
m =m’ =mn  =m =n
DEFINITION 1 : soit X = (X ; (mn) ¢ ¥2) un proces-

sus défini sur un espace (£,A,P), 3 valeurs dans E

fini ou dénombrable.

(i) X est dit horizontalement (resp.verticalement)
. . . x
markovien si et seulement si, pour tout neN (resp.
m
esp. (X
(resp. ( n)neN
une chaine de Markov relativement & la filtration

ED_y resp. 0.

x n
to eN
ut meN") le processus ( Xm)msN ) est

neN

En d'autres termes, dans le cas horizontal :

< . n I _ n n
Yoo, ¥n>0 ;B X /E =R /x|

et dans le cas vertical :

¥n>0, n>0 : p[x" / F2 P[Xm /X"
n == n— l

1
(ii) X est dit l-markovien (resp. 2-markovien) si

pour tout choix d'indices n, <n <...<n, ) (resp.
k P

m, <:m .<n ) le processus {(Xn o anm "’xnkm) 3
meN} (resp {(X S Xm )7; neN} est une
chaine de Markov relativement a‘ia filtration (F ) N
(resp. (F )neN)
Autrement dit, dans le cas horizontal
Vn,<n2<...<nk . ¥m>o0 :
1
Pl X e X /F 1=PLX. Lo, X /X e X
m, ’ my S o-10 T ey m-—lng

et dans le cas vertical

le <m2<...mk, Mn>0

2
/ }=pP[X_ ,..,X /X seesX
ou En—l mln m,n" "m0 1 m,

Pl X ses X ]

mln n-1

DEFINITION 2 :

on dira qu'une chaine est markovienne
(resp. x-markovienne) si elle est 3 la fois horizon-
talement et verticalement markovienne (resp. I- et

2-markovienne).
Le terme "s-markovienne" est inspiré par le
résultat suivant : pour qu'une chaine (an) soit 1~

et 2-markovienne, il faut et il suffit que pour tout

choix d'indices m1<m2 et n]<n2 ont ait
PLX

{ myn, /F’; n]l=P[X 2 S myn, ]
myny Tmymy oy 2
dans( ) la démonstration de ce résultat pour les pro-

On trouvera

cessus & paramétres dans R2. Ces processus sont appe-

1és aussi markoviens s@parables dans( )

I.2 Un exemple en théorie des communications

On considére une suite de canaux alBatoires
de caractéristiques identiques (ce qui sera traduit
dans ce qui suit par 1'hypothése d'homogénéité). Sup-
posons que (Xll’XZi""’xml"') représente une suite de
symboles émis par une source i 1'entrée 'du premier
canal,

De méme, (X]n,in,...X »+.+) représente la

mn
suite de symboles -sortant du n~lidme-canal-et entrait

dans le n-8me.

Dire que X est verticalement markovien revient
a dire que pour tout n, les m premiers symboles regus

X . . . .. n
a la sortie du n-iéme canal (c'est~a-dire Xm) ont une
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loi qui ne dépend que des m premiers symboles entrant
dans ce canal (c'est-a-dire X;-l).On a donc une suite
de canaux markoviens non-anticipatifs. Dire que X est
2-markovien , c'est dire que le m-iéme symbole regu
(c'est-a-dire an) a, conditionnellement & sa source,
une loi qui ne dépend que du miéme symboles E&mis

: Xﬂ_}).

X (et non plus des ceux qui le précddent
n,n—1

C'est donc une suite de canaux sans mémoire.

Si 1'on compléte maintenant le modéle, en
supposant que la premiére source Emet ses symboles
successifs de maniére markovienne, alors on pourra
envisager les possibilités qu'il y a d'avoir &galement

X horizontalement markovien ou l-markovien.

On considérera dans ce qui suit les chaines
horizontalement (resp. verticalement) markoviennes
homogénes, c'est-d-dire telles que pour tout m == 0
(resp. tout n 2 0) la chaine (X:)n>o (resp.(nxm)m;ao)
soit homogéne. On notera Qm (resp.Rn) les
matrices de transition horizontales (resp.verticales)
définies par les relatioms :

m

- PN 11} .
P[X Xn/xn 1 xn—]] =Q 17’ xn)
(res ™ = /x =Py n
PR = B MR = e ey o x0)

n . .
Qm (resp.R") sont des matrices dont les lignes et les
colonnes sont indicfes par les éléments de E™ (resp.En)

Elles satisfont les relations :

v m’ymeEm : Qm(Xm ym) >0
m, m _m
Mg ¢ % Q(x,vy) =1
y eE
De plus, on a la condition nécessaire de pro-
jectivité suivante :
VmeN, me,ymaE, ¥ xcE
m+l  m m m, m _m
(1-1) ¥ Q (7%, (y Ly) = Q (xHy )
Soit I = (m, <m, < <m ) et xeETF, On note xI
150y <o <my .

seesX. ) VkeN,
e

le n-uple extrait, x =(xm »X

I _
Xn = (Xmln,. . ’X\len) .
PROPOSITION 1 : Soit X verticalement markovien. Il est

de plus 2-markovien si et seulement si :

¥ken, VI=(ml,...,mk),Ver . VaeEk :
= om

'53r‘ Q © (x,y¥) ne dépend que de xI.
yiyl=

DEMONSTRATION : le résultat découle de ce qu'en toute
généralite :

]

®*(e,y) = Pxl = o/ g% = ~
viy =a m n-1

PROPOSITION 2 : si X est markovien, alors :

m—1, m-1 8 1

(-2 Q"GE LD = T s )

1-3) R® ( X

. mn
- I1 s'en suit que, pour tout x

n-1 n-1 -1
1 "x Ok ( xm_l,n xm)S(xEEn sx )

Le terme S(XEP ;xmm) dans les formules ci-des-

sus ne dépend que de x x X et X . Sa
P q m-In*"m-1,n-1""m.n-1 T
signification sera précisée par la proposition suivante

DEMONSTRATION : on peut calculer P[ X" =x""] de deux

maniéres différentes :
P[an=xmn]=P[an-1=xmn—1]Qm( m

=P[Xm-l,n—lzxm—l,n—I]Rn—l(n—l

m.
) =
n-1 m, m m
m-12 xm)Q (xn-l’xn)
et d'un autre cbté :

m—l,n=xm-l,n

P[ X™=x""] =p[ X ]-R“(“xm 1,“x ) =

—P[Xm— ,n—1 xm—],n l]Qm l(x:-}, m- l)R ( s n )

, ona:

n-1 n-1 1 m-l n
R xm_], X)Q (x l,X)Q (:1, )R(x P X
ce qui, en supposant que Rn—l(n—l m—l’n_lxm)*o et
Qm—l(x 1% )#0 s'écrit aussi :

m RO M n
Q (x % ") R Oy ®y)

- ~ n-1,n- n-1
Qm l(x:_{,x: l) Rn l(n Ixm—l’ xm)
= S(xm—l,n’xm—l,n—l’xmn-l;xmn)' (1-4)

En effet, le premier membre de la derniére rela-
. P 1 m .m .
tion dépend des eléments X X et de m, tandis que

le deuxiéme membre dépend de nxm, nxm_l et de n. En

raison de leur égalité, ces deuk termes ne peuvent en

réalité dépendre que des &léments communs X 1n
»

et x

X X .
m-1,n-1° “m,n-1 mn

D'un autre cO6té, si on a par exemple

m~1, m-1 m—l)

qQ (xn_l,xn =0, alors, d'aprés (1-1),

QHKxﬁ:},x),(x:—l,y))=0,\f xeE et (1-2) est triviale.

. o s m—-1
Soient xl,xz,x3,er et choisissons un X (resp.

Xm—l) dont la derniére coordonnée vaut xzr(resp. xl). La
relation (1-2) donne :

m-1

- -1 -1 -1
Qe ), G200 = @ T s ey kg0

et en raison de (1-1), il vient
XeE

S(xl,xz,x3;x) =1. 10
Ainsi, les S(xl,xz,x3;x) sont les &léments d'une ma-
trice de transition de E” dans E. La proposition qui
suit fournit une interprétation de cette probabilité
conditionnelle.

_ Xm n-1 ' s
PROPOSITION 3 : soit F = o( )(c'est-3-dire

la tribu engendrée par toutes les Xp(lengendrént Emm
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3 1'exception de X ). Alors
mn

Loy ey
PIX JE -1 =8&" ;X )

DEMONSTRATION :

PLx /X0 1 = P[Xi_l, X L)

= P[an/xg_l’gmn—l]'P[Xgul/gmn-ll -

_ xmn/gr; ] ol xi"l/ x::i] ]

PROPOSITION 4 : Toute chaine markovienne sur N2 est
caractérisée par la donnée
(i) d'une probabilité sur E (la loi initiale)
(ii) de deux matrices de transition de E dans E

)

P s 1 1
(les transitions de (Xn)neN et ( Xm)meN

(iii) d'une matrice de transition de E3 dans E.
DEMONSTRATION : La proposition 2 permet d'exprimer
toutes les probabilités de transition de la chaine &
partir de S et des probabilités de transition sur les

axes (Q1 et Rl). Plus précisément :

M, m m, _ L2n |mn
Q (X l’Xn)—Q (xl ,n—I’X] ’n)sn(x ’in)..'s(x ’xmn)
ol i ko
= Q0 LX)y S5 X))
n
n,n n_, 1 e QP.
RO o X =Ry 0%y ) g SCT 5xg)

De mé@me, en notant p la loi de X,, et en écri-

11
vant Q (resp.R) pour Q1 (resp.Rl), il vient

(1-5) PLE™ = ™ -
n-1 m~1 m,n
- TC T TC ., ik
POy Py QG DI RO oxg ) IG5 S Gl
k=2

Inversement, &tant domnés p,Q,R et S, la formule
précédente fournit toutes les distributions finies
d'un processus dont on vérifie le caractére markovien,

comme cela a &té fait dans (5)

IT - CHAINES % MARKOVIENNES A INNOVATION

Dans ce paragraphe, on construit des chaines
x~markoviennes par une méthode analogue 3 celle de
(3) pour les diffusions bidirectionnelles. Cette
classe contient d'une part la marche aléatoire N2 et
d'autre part les processus engendrds par un automate

linaire du type de ceux &tudids dans (2).

Sur un espace de probabilité (& ,A,P) on se

donne une suite double de v.a. indépendantes et

équidistribuées (wij,(i,j)eNz), a valeurs dans un
groupe E, supposé ici fini ou dénombrable. On appelle
marche al8atoire le processus X = (an,(m,n)sNz) défi~

ni par :

it =

m

X = I W..

mn  n=s1 =] 1]

Ce processus est manifestement %-markovien et vérifie
n 0

=X + .z W.=X + .z W,
mn m-In  j=i mj mn- | i=] in

Cet exemple suggdre d'étudier les processus X solution

du syst@me d'équation suivant :

(2-1) X =Fx Y+ ¢ (W), ¥ donnf ;
7 mn m—-1n n m on
o n _
(2.2) X = F(an—l) + 5m (Wn) s an donné.

ol F et %, ¢n’ am sont, respectivement, des fonctions

données de E dans E, de E” dauns E, de E" dans E.

La tribu gmn est aussi bien engendrée par les
v.a.(wij,i< m,j<n) et il est facile d'en déduire, que
si un tel syst@me a une solutiom, celle-ci est %x-mar-
kovienne. Par analogie avec des problémes de filtrage
(cf (3) par exemple), on appelle innovation horizontale
de hauteur n (resp. innovatién verticale de largeur m)

le processus (¢n(nwm), meN) (resp.(am(W;), nelN))

On commence par dégager une condition sur les

P \y - . .
coefficients ¥, F, @, a, nécessaire i l'existence d'une

solution.

PROPOSITION 5 : Si le syst@me (2-1), (2-2) admet une
solution, X, 1'identitd suivante est satisfaite p.s.

sur (0, A,P) : \*(m,n) EN2
-3 HFo_ e 8 618 el -

n, n-1,
= HF(X 8 CTol- g, ()

m-1n-1

et il existe une fonction G de E2 dans E telle que

(2-4) X_ = F(X__ (XD - 6(X )

m—In-l’wmn
DEMONSTRATION :

D'aprds la premiére &quation :
¢n(nwm) - an - F(Xm—ln)

et si on utilise alors la seconde Equation

v m Y -1
¢n<nwm)=F(an—l)+am(wn)_F[F(Xm—ln—l)"-am—l(wﬁ ]

‘D'otr
N q v m~1 m
an_F(Xm—ln)+F(an—l)-F[F(Xm—ln—1)+%n—l(wn )]+am(wn)
Symétriquement, on a
v y n-1
an_F(an—1)+F(Xm—1n)-F[F(Xm-ln—l)+¢n—l( wm)]+q5nwm)

En identifiant ces deux expressions, nécessairement,

il vient (2-3).
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s

ml n-l
Comme les v.a. wn . Wn, wmn’ Xm—ln—l

-lement indépendantes, on déduit de cette identité

sont mutuel-

qu'il existe,¥(nhn)eN2, une fonction, G, de E2 dans
E, telle que :
L n-1
= - yw .
<I)n(n‘"lm) F[F(Xm-ln—l)Mbn-l( wm)] Gmn(xm—ln-l mn) p-s

. my e n
Em(wn)-F[ Fx

) n.s

o1
l(wn )]—Gmn(xm—ln—l’wmn’

m—
Le processus X devant avoir une probabilité

de transition stationnaire, la fonction Gmn ne dépend

pas du couple (mm). Finalement, si X est solution du

systéme (2-1),(2-2), il satisfait a3 (2-4) . |

On a doncX a. partir de X X
m

m~1in’ m—ln—l’an—l’ de la
v.a. Wmn, que - 1'on appelle innovation diagonale, et

des valeurs sur les axes.
PROPOSITION 6 : F et F, ¢n, am sont des fonctions sur,

respectivement, E, En, E” telles que

V-ua E, Vn-I X € En-], Vym—l £ Em’-l, ‘V‘ ve E

@-5) HF(w+g7 010 ("T'xv) = 6Gu,v)
¥n>1 avec ¢° = Q.
2-6) FFw+E_ 6™ HIF (" v ))=6(u,v)

¥n>1 avee ao=0

et si les données initiales, sur les axes, satisfont 3

27 X =FEX_,) ¥o =1

mlo

(2-8) xon=%‘(x D Mo> 1

on-

avec X ~ une v.a. donnée, indépendante de la suite
2
(Wmn, (m,n)eNT).

Alors le processus X défini par 1'équation (2-4)

est solution du systdme (2-1), (2-2).

DEMONSTRATION : On écrit chaque &quation du type
(2-1) en partant, pour m = 1, de (2-7) et on combine

avec (2-6) et (2-4). n

Pour donner quelques exemples non triviaux, on
peut expliciter les relations précédentes dams le cas
lingaire, On suppose alors que E, fini, est muni d'une
structure d'espace vectoriel sur un corps K et on se
donne deux opérateurs F et % par des matrices d'élé-
ments de K. La condition de comptabilité (3-5) est
sa%isfaite si F et ; commutent et si le processus ¥
est défini par :

(2-9) an

= FX ¥x - FfX_ + W

+
m-1n " “Tmn=~] n m

x =F% ,x =¥%X

et X donné indépen-
mo 0o on 0o 00

dant des (Wij 3 i, = D).

PP 1
Ce type de processus a &t& notamment utilisé, (') et

(4), dans des problémes d'identification d'images.
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