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RESUME

Ce travail est une introduction & la théorie de
Wiener-Kolmogorov de la prévision et du filtrage li-
néaires des processus stationnaires d& deux indices
discrets, avec une approche inspirée de la méthode de

Doob dans le cas des processus i un indice, [1].

Aprés une section de préliminaires sur les nota-
tions et les définitions, nous considérons, dans la
section II, le probléme de régularité des processus
selon leurs passés caractérisés par des demi-plan tron-
qués et les problémes de représentation canonique et
de factorisation spectrale. Nous suggérons une méthode
de factorisation et &tudions, comme' exemple, 1'algori-
thme de factorisation donné dans [2]et [3lavec appli-

cation au filtrage.

La troisiéme section est comnsacrée i l'étude des
processus possédant la propriété F.4, considérés dans
le travail [7] dont nous développons et améliorons
quelques uns des résultats. Nous présentons 1l'algori-
thme de factorisation spectrale qui, dans ce cas, est
une extension directe de l'algorithme de factorisation

du cas 3 un indice.

Finalement, dans la section IV, nous d&rivons
1'expression du filtre qui permet de calculer 1l'esti-
mation "causale" d'un processus stationnaire en fonc-—
tion d'un autre processus stationnaire qui lui est

stationnairement correlé.

SUMMARY

This work is an introduction to the Wiener-—
Kolmorogov Linear Prediction and Filtering Theory for
stationary processes with two discrete parameters, the
approach used being inspired from Doob's method in the

one—-parameter case, [1].

After a section of preliminaries on notations and
definitions, we consider, in Section II, the regulari-
ty problem of processes relative to their pasts charac-—
terized by truncated half-planes, the canonical repre-—
sentation problem and the spectral factorization pro-
blem. We suggest a factorization method and study, as
an example, the factorization algorithm given in [2]

and [ 3] with application to filtering.

In Section III, we consider processes having the
property F.4, introduced in reference [7] of which
some results are improved and developed. We present
the spectral factorization algorithm which, in this
case, 1s a direct extension of the one-parameter fac-

torization algorithm.

Finally, in Section IV, we derive the expression
of the filter leading to the "causal" estimation of a
stationary process in terms of another stationary pro-

cess, stationarily correlated with the first one.




20

PREVISION ET FILTRAGE LINEAIRES DES PROCESSUS A DEUX INDICES
LINEAR PREDICTION AND FILTERING OF THO-PARAMETER PROCESSES

I. PRELIMINAIRES

Les variables aléatoires (v.a) et les processus
aldatoires (ﬁ.a) considérés dans ce travail sont i
valeurs complexes et définis sur un espace probabili-
s& (S4sk ,P) fixé une fois pour toutes. LZ(S%J4,P) est
1'espace de Hilbert complexe des v.a. dont le module
poss@de un second moment fini. La norme d'une v.a.

c L2, 5¢,P) définie par (E]X[Z)l/z
Ix#, Pour une famille {Xj,j € J} C LZ(SLJ4,P)1'espace

engendré par cette famille est le plus petit sous-es-—

est désignée par

pace hilbertien de L2(5l34,P) contenant cette famille.
(On ne distingue pas une v.a. de sa classe d'équiva—

lence dans L2(§k14,P)). Si Y & L2(§lJ¢,P) et si H est
un sous—espace hilbertien de L2(§@¢4,P), (Y/H) désigne
la projection orthogenale de Y sur H. Si H est 1'espa-—
ce engendré par {Xj, j € J}, (Y/H) est aussi bien dé-
signé par (Y/{Xj, j €J}). 81 H,
espaces hilbertiens orthogonaux de LZ(KL:4,P),a10rs

et H2 sont deux sous—

H. & H et H

1 2 2
sont deux sous—espaces hilbertiens tels que H; C H,,

représente leur somme directe et si H1

alors H, © HI représente le complément orthogonal de

2
H, dans HZ'

22, 1'ensemble de tous les couples d'entiers, est
doté de la relation d'ordre partiel : (p,q) < (m,n) «

< n. On édcrira (p,q) € (m,n) si p <m, q <n.

P m,q ==

On pose :
S$={ (m, n). m 1,n € 2z} VU {(0,n), n €N} C 22
=] - L1 c

o} —

7
D=1 x 1 CR2
(myn) € 22} € L34 ,P),

i.e.du second ordresest dit stationnaire au sens lar-

Un processus X = {X__,
m,n

ge,si E(x(m ) ne depend pas de (m,n) et si, pour tous

(p.q) € 7 » EX

_— p, ) ne dépend que de (m-p,

(m,n),

n-q).
Dans toute la suite, les v.a. et les p.a. consi-

dérés seront supposés centrés et du second ordre et X

représentera un processus stationmaire au sens large.
Il est connu que la fonction d'autocorré&lation

de X admet la représentation spectrale :

EX ) = ﬁ exp [ 2im(mu + av){dF(u,v)

m, n Xo,o
oti F est la fonction de répartition spectrale de X. La
fonction F est continue 3 droite, i.e. ¥F(u,v) =

,v') 2 (u,v) et que (u',v') -

ly .
7 = 0.

lim F(u',v') lorsque (u'
(u,v). On a aussi F(- 3

F admet la décomposition de Lebesgue :

F(u,v) = {u {v f(u,v)du dv + Fs(u,v)
T 7

ol F, est la partie singulidre de F et f est la densi-

té spectrale de X. T est dite absolument continue si

sa partie singuliére est nulle. F désignera toujours
la fonction de répartition spectrale de X et f sa den-
sité,

On montre qu'il existe un processus Z = {Z(u,v),
(u,v) € D} & accroissements orthogonaux (les accroisse~
ments de Z, considérés comme une mesure, sur des rec-—
tangles disjoints de D sont mutuellement orthogonaux)
= E|Z(u,v)|2

tel que F(u,v) et que

Xm,n = £ expl 2ri(mu + nv)]dzZ(u,v).

|2=c=cte > o

X est un bruit

X est appelé un bruit blanc,si E]Xm o
>

et E(Xm,n Xp,q)

blanc si et seulement si,sa fonction de répartition

=0 pour (m,n) * (p)q)'

spectrale est absolument continue avec densité constan-
te. Dans tout ce qui suit,nous normaliserons les bruits
blancs en prenant C=! ; dams ce cas, tout bruit blanc
est une suite orthonormée.

X étant un processus stationnaire au sens large,
nous considérons les espaces de Hilbert suivants qui dé-
crivent les différents types de passés engendrés par X:
H, engendré par X, (c'est toute la vie de X)
(p,q) < (m,n)}

<m, q €2}

engendré par {X
,n
H;, engendré par {X pog PP S

Hz, engendré par {Xp q : p €2, ¢ Sn}
Hm o engendre par HY et {Rpe1 qtd < n}
ﬁ;,n’ engendre par H2 et {Xp at] P < m}
H; n» gngendré par H; et Hi

B engendré par {Xp q:(p,q)<Km+],n+2),(p,q)¢%m+l,n+ln
>

m,n’

§'il y a lieu de préciser que les fonctions F,f,Z
et les espaces H,HI,H2 etc. correspondent bien au pro-
cessus X nous les &crivons comme FX,fX,ZX,H(X),Hl(X),
HZ(X) etc.

Le probléme de prévision considéré dans la section
suivante sera relatif aux passés d;’n et ﬁ;,n.Les autres
passés interviennent dans un cas particulier que nous
considérons dans la Section III. Comme les passés ﬁ’ et
ﬁLjouent des rdles symétriques, nous ne considdrerons
que les passés ﬁ7, les résultats concernant les passés

L - . . .
H s'en déduisant trivialement.

II. PREVISION LINEAIRE ET FACTORISATION SPECTRALE

Nous é&tudions ici les conditions sous lesquelles
un processus X, centré et stationnaire au sens large,
admet une représentation canonique en fonction de ses
innovations et nous considérons le probléme de factori-
sation spectrale correspondant A cette représentation

canonique.

II.1 REGULARITE RELATIVE AUX PASSES H’

Pour 1'établissement des résultats &noncés.dans. ce



2111;;;//

PREVISION ET FILTRAGE LINEAIRES DES PROCESSUS A DEUX INDICES
LINEAR PREDICTION AND FILTERING OF TWO-PARAMETER PROCESSES

paragraphe nous nous référons au travail [ 5] de Helson
et Lowdenslager, dont nous extrayons les deux thdorad-

mes suivants :

THEOREME II.1.1.: On a

(IX.1.1.) "Xm,n*(xm,n/ﬁ;—l’n—])“2=eXP 5 log f(u,v)dudv

ol le second membre doit &tre interprété comme nul si

fD log f(u,v)dudv = - oo,

THEOREME II.1.2 : La condition nécessaire et suffisan-

te pour que la densité spectrale f admette la factori-

sation :

(I1.1.2) f(u,v)=| Z a

e By Pmyn el 2in(ou + m)] |2

avecg

2
I1.1.3 #0et I <
( VB0 F0t By Il <o
est que

(II.1.4) ]ﬁ; log f(u,v)dudv > - o .,

Il est facile de voir que fD log f(u,v)dudv < oce.
Donc: la condition (II.1.4) est équivalente a dire que

log f est Lebesgue-intégrable.

DEFINITION I1.1.2 : Nous dirons que le processus X

satisfait a la condition (C) si Fy est absolument

continue et si log fy est Lebesgue—inté&grable.

DEFINITION I1.1.4 : X, o - (Xm,n/ﬁ‘—),n~]) s'appelle

1'innovation de X au point (m,n) relativement 3

H . P . . . :
Hy-y.n-1+ X est dit déterministe si cette innovation
b

est nulle ; autrement il est dit non—-déterministe.

Le théoreéme II.1.l1. dit que X est non déterminis-—
te si et seulement si log f est Lebesgue-intégrable.

Supposons X non-déterministe et soient
(I1.1.5)

= - 4 -
Co,0 = me’n (Xm,n /Hm—l,n—])“—exp { log f(u,v)dudv

1
2
(I1.1.6) v _=c-! [x -(x q )]
o m,n 0,0 "“m,n ““m,n / n~1,n~1
DEFINITION 11.1.5 : Le processus v' = (! _,(m,n)€ 2%}

est appelé le processus d'innovation (normalisé) de X.

Il est &vident que V' est un bruit blanc et que

X n admet la représentation orthogonale suivante :
I

11.1.7) X =, % c. W +v

( ) Xan“ro€s %,q Vm-p,n-g * Yo,n

= E(X v
p,q m’n m—p’n—q
gonal a v .

ol C ) et V est un processus ortho-—

DEFINITION II.1.6 : X est dit régulier, s'il est non-

déterministe et si

Y

(II.1.8) X C v
P,q4 m-p,n—q

m, D =(P,§)e S

Dans ce cas, cette représentation est dite canonique.

On peut montrer que X est régulier si et seulement

. . . . ! f 1
si, il existe un bruit blanc v tel que H' =g’ !
> que Hy 5 o,V

pour tout (m,n), auquel cas, v est le processus d’'inno-

vation de X.
DEFINITION II.1.7 : soit

Y =X _-(x_ _ /8 )

(IL.1.9) Y =X o mn /B

Pour m fixe, le processus Y™ = {Ym o 0 € 7} engendre
E

1'espace Hé <] H;r]' Nous appelons Y™ 1'innovation hori-

zontale 3 1'abcisse m. Y™ peut 8tre considéré comme une

v.a, {(de dimension infinie) 3 valeurs dans cZ. 1Le pro-

cessus Y = {¥Y®, m € Z} désigné aussi bien par

Y=Y, ., (m,n) € ZZ},est appelé le processus d'inmo-
»

vation horizontale de X.

Les deux processus Y et v sont reliés 1'un 3@ 1'au-

tre d'aprés la proposition suivante :
P prop

PROPOSITION II1.1.8 : (i) On a

- ? =y -
(IL.1.10) Xy o= Ry o/Hy )= 0™ Ty /By g )
od H _,(m) est l'espace engendré par {Ym,n—j’j =1},
¢'est-d-dire, 1'innovation de X au point (m,n) est

1'innovation de Y™ au point n. Par conséquent, X est

non-déterministe si et seulement si, Y 1l'est,

(ii) Si X est régulier, alors Y™ est régulier. Soit,

dans ce cas, (IX1.1.8) la représentation canonique de X

alors Y™ admet la représentation canonique :
X o
v oo =
(ar.i.imy ovo Yo,n qu Co,q Vm,n-q -

La démonstration est basée sur des arguments géo-
métriques élémentaires.
Nous pouvons donner maintenant le critére de régu-

larité pour X.

THEOREME II.1.9 : X est régulier si, et seulement si il

satisfait 3 la condition (C).

Démonstration : Supposons X régulier et soit (I1.1.8)
sa représentation canonique. Alors F est absolument

continue et a pour densité

(11.1.12) £(u,v) = | C exp[~2iﬂ(pu+qv)]l2

(p,zq)es P,q

ol les coefficients C satisfont a (II.1.3). Par

conséquent, d'apras lz’ghéoréme I1.1.2, log f est inté-
grable. Donc X satisfait @ la condition (C). Inverse-
ment, supposons que X satisfasse 3 (C). Soit (II.1.2)

une représentation de f conformément au théoréme(II.1.2).
Une application &lémentaire du théoréme de Karhunen [ 6]
montre qu'il existe un bruit blanc v tel que Xo,n admet

la représentation

(IL1.13) X, =0 Bes 8y ¢ Vmp,nq -

- !\ Il . ¢ 1 1
Par conséquent, Hm,n C Hm,n(v) et a fortiori Hy C Hy(v).

. -~ 1 _ 1 _ .y
Ceci entrafine que Q Hm = Q Hm(v) = {o}. Considérons

. . . . m .
maintenant 1'innovation horizontale Y & 1'abcisse m.

D'aprés l'hypoth&se et la proposition II.1.8 (i), la
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fonction de répartition spectrale de Y™ est absolument
continue et le logarithme de sa densité intégrable.
oo

Ceci implique que N = H%_], pour tout m.

g=0 m-I,n-q
Puisque X est non-déterministe, il admet la représen—
tation (II.1.7). Pour démontrer la régularité de X, il

suffit alors de démontrer que V = 0. On déduit

X m,n
. € >o0.
de (II lmj)L?ue vm,n ?m-l,n—q’ ¥ q # 0. Donc
v € N H = H .. On montre de méme que
m,n g=o m—1l,n~q m-1
v _€n , ¥p>0, c-a-d, que V. _ €0 Hl__ = {0}
m,n w-p’ > > 4 m,n p=o m-p :

Par conséquent, Vm’n =0, ®

DEFINITION II.1.10 : Supposons X régulier et soit

(IL.1.2) une factorisation de f avec les conditions

(11.1.3). Alors i1 existe un bruit blanc v tel gue X

admet la représentation (II.1.13). La factorisation
_ . - . v ;

donnée est dite canonique si Co,o Vm,n = 2,0 Vm,n*

PROPOSITION II.1.11

avec les conditions (II.1.3), est une factorisation de

: §i_X est régulier et si (II1.1.2),

f. Alors cette factorisation est canonique si et seule-

ment si

2
(II.1.14) ]ao,of = exp f log f(u,v)dudv.
Démonstration : La nécessité de la condition est &vi-

dente. Inversement, si la factorisation donnée satis-—

fait 3 (IX.1.14), soit v un bruit blanc tel que X

admette la représentation (II.!.13). Alors on a
2 4 2_ Y
‘aO,O! _“Xm,n_(xm,n/Hm—l,n—l(V))" _”Xm,n~(xm,n/Hm—l,n—])”2
) 4 . Y
C =
Comme Hm—l,n—l Hm—l,n—](v)’ on a bien Co’ovm,n
4,0"nm,n* @

Nous avons vu l'importance du rdle joué par 1'in-
novation horizontale Y™ dans 1'analyse structurelle de
X. Il serait bon d'obtenir sa densité spectrale i par-

tir de celle de X.

PROPOSITION II.1.12 : On suppose X régulier. La densité

spectrale du processus Y en tant que processus d deux

indices est donnée par
(I1.1.15)

oll g est la densité spectrale de Y™ pour tout m et est

fy(u,v) = g(v)

bl
CO(V) = Z C

%o o.,q exp(-2imqv)

(II.1.18)

oo

Cp(v) =q=§a° C exp(-2imgv) , pour p > 0

Psq

Les séries convergent dans L2 et de plus, on a
< 2

(XI.1.19) pgg |Cp(v)| < oo pour presque tout v,

Soit A € I 1'ensemble de mesure | sur lequel cette der-
niére s@rie converge.

Fixons v € A et posons
o
(I1.1.20) G(z,v) = p§o Cp(v)zp , pour |z| <1

G (.,v) est analytique sur le disque unité ouvert U de
¢ et est de classe 2 (c£.[8]). Alors il existe un en-—

semble B, de mesure I, tel que

(I1.1.21) ¥ u € By, 1lim G(re 2™ y)=*(u,v) =
11 o 94
_ ~2irpu
p§o Cp(v)e .
Donc f(u,v) = |C*(u,v)]2, pour presque tout u € B,.

Il existe alors une fonction M(z,v), analytique sur U,
telle que [M(z,v)| <1 sur U et que

(11.1.22)

1 e—2inu+z
G(z,v) = M(z,v)exp[ ':,Z—fl_ ?1_7”_1:—;

log f(u,v)dul

(c£.[8]). oOr ]G(o,v)l2 = g(v) pour presque tout v € A.

Ceci implique que
(I1.1.23) g(v) < exp_& log f(u,v)du, presque partout,
Mais comme, d'aprds (II.1.5) et (II.1.10), on a

(I1.1.24) exp { log g(v)dv = exp 4) log f(u,v)dudv,

dans la relation (II.1.23),seule 1l'égalité est valable.m

Le théoréme suivant suggére une méthode de facto-
risation canonique que nous illustrons au paragraphe II,2

dans un cas particulier.

THEOREME II1.1.13 :

On suppose X régulier. Soit

C expl -2im(pu + qV)]|2

(I1.1.25) £(u,v)=] b.q

b3
(p,q)<s

une factorisation canonique de f£. (On peut toujours

prendre Co,o >0).

donnée par

(I1.1.16) g(v) = exp %: log f(u,v)du.

Démonstration : La relation d'orthogonalité Ym 0 1y
>

pour m # p implique que fy est de la forme (11_1_]5)p;§
g est la densité spectrale de Y° = {Yo,n’ n € 7},

(Y™ et Y° ont la méme densitd spectrale). Soit (II.1.8)
la représentation canonique de X. Alors, d'apré&s(II.1,I11)

la densité spectrale de Y° est

oo

g(v) = | Z ¢

%o 0,9 exp(—2iﬁqv)|2.

(I1.1.17)

Posons

Posons

b3 q | <
(II.1.26) 7(w) = Zo Corq W2 s lw] < 1.
On a
(1I1.1.27) o —oinv .
¥ (w) = expl i—f log f(u,v)dudv]

D e—Zxﬂv_ w

et Y est analytique et n'a pas de z&ros pour [w|‘< 1.

Soit la fonction ¥* définie pour presque tout v € I par

o

* =
(I1.1.28) 7*(v) = X C; ¢

exp(~2imqv)= lim (¥ e-ZIﬂV).
rtl

Alors on a la factorisation danvnique suivante de la

densité spectrale g de Y©
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(I1.1.29) g(v) = |r*(v)|2.
Soit
(11.1.30)
x -2iwqv, & s -2iwqv
= = qvy, P
G(z,v) oZo Co,qe +p2=:1(q=§>° Cp’qe yzF, [zr<.

Pour presque tout v, on a

Z

=* —————————-
(I1.1.31) G(z,v) = 7" (v)exp ﬁ e—Zi"u_z

log f(u,v)du

et G(.,v) est analytique et n'a pas de zéros pour

|z[< 1, il existe un emsemble B, de mesure 1 tel que,

pour tout u € B,
(11.1.32)

=2imu

G*(u’v)=(p?q)es Cp,q exp['Zin(pu+qV)]=£%T G(r e LV,

(I1.1.33) £(u,v) = |&*(u,v|2.

Démonstration : Notons d'abord que, l'expressioﬁ
(II.1.30) de ‘la fonction G n'est autre que la forme
ouverte de 1'expression (11.1.20), et par conséquent,
(II.1.23) (qui
]M(o,v)| = 1, Donc,

G satisfait a (II1.1.22). L'&galité
est la seule valable) implique que
d’aprés le principe du maximum de module, M(z,v) est
un nombre complexe, de module 1, ne dépendant pas de z.
D'oili, pour presque tout v,

(1I.1.34)

i -2imu
G(z,v) = M(v)expfi.&

e +Z

e—_—ET-Il—_—Z ].og f(u,v)du] s IZ|<1

avec [M(v)| = 1. Ceci prouve ainsi que G(.,v) # 0, pour
presque tout v. La représentation (II.1.11) est canoni-
que au sens ! indice, (cf.[1],[4]). Compte tenu de
(I1.1.16), on voit que la fonction y(w) définie par
(IL.1.27) permet de factoriser la densité spectrale g
de Y°. D'autre part, d'aprés (II.1.34), on a, pour

presque tout v,

(II.1.35) Y*(v) = G(o,v)=M(v) exp[%fI log £(u,v)dul.
En &liminant M(v) entre (II.1.34) et (IIL.1.35) on
obtient (II.1.31). m

N P . . N _
REMARQUE : Pour X régulier, soit Xm = (Xm,N"“’Xm,—N)
de dimension 2N + | et considérons le proces-

{Xg, m € 7} et soit YN={Y§1, m€ Z}

la v.a.
sus stationnaire XN =
son processus d'innovation, (cf£.[10]). Pour -N €n <N,
iéme

la n coordonnée de Yg converge en m.q vers Ym

n
»
lorsque N = co. Ce fait permet d'obtenir la factorisa-
tion canonique de f sans aucune restriction sur f. Nous
considérerons dans un travail ultérieur, cette approche

pour la factorisation canonique.

IT1.2 UN ALGORITHME DE FACTORISATION CANONIQUE

Etant donné une densité spectrale f telle que logf
est intégrable, les formules (II.1.27) et (II.I1.31)
permettent de calculer les fonctions Y et G. Mais nous
ne pouvons rien dire en ce qui concerne la validité des
formules (II.1.32) et (II.1.33) pour presque tout
(u,v) € D. Pour y parvenir nous avons bescin d'hypothé-
ses supplémentaires sur la fonction f. Voici un cas

déja considéré dans [2].

THEOREME I1.2.1 :

et positive et soit

Soit f une densité spectrale continue

(11.2.1) bo,a T Jy log £(u,v) expl2in(pu+qv)]dudv.
»

On suppose

.2, z <
2 S Iyl <o
Soit
(11.2.3) o oo
. i 1 g -2ingv ~2in(putqv)
G (w,v)=exply by o* I) b, e *pE1q%=0 °p,q° :

Alors G* est continue et posséde une série de Fourier.

II'2.4 G* =( z\/_n _2' +.
( ) (u,v) (v, 5Es Cp,q expl -2i7 (putqv)]

qui converge dans L? ; on a

(I1.2.5) f£f(u,v) = exp{—Ziﬂ(pu+qV)][2

z
|(p,qﬁs C.q

et cette factorisation est canonique,

Démonstration : La condition (II.2.2) implique que la
série de Fourier de log f converge uniformément vers

log f. Posons, pour p = O,

o0

(11.2.6) bp(v) =q Z b

="wo  P,q

_2' > )
e STV fllog f(u,v)e21“pudu
(ot la série converge uniformément) et soit

1

(I1.2.7) >

H(z,v) = 7 b () + I, by (v)2P.

Alors pour tout v € I, H(.,v) est analytique sur U et H
est continue sur UxI. (U(resp.ﬁ) est le disque unité

ouvert (resp.fermé) de ¢).

D'autre part, pour z €U
1 —Zinu+z
(11.2.8) H(z,v) = 7.& ~5Tra log f{(u,v)du.
e -z
Soit
(1I1.2.9) T(z,v) = exp H(z,v).

Alors on a

o0
- P
(I1.2.10) T(z,v) pgo ap(v)z .

Les fonctions ap étant continues on peut poser
hot ~-2inqv
a(v) = Z a e
P( ) gq=—o0 P,q

~ P 2 -
ot la série converge dans L“, Par conséquent, on peut
écrire
[+ TN - ]

r(z,v) = Z(Z

pZolEe %p,q T2
’

(I1.2.11)
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avec Z E]ap,qlz <o, Il est &vident que, pour tout
(u,v), on a
(11.2.12) lim T'(xr e—Zi“u,v) = exp H(u,v)
rtl
(I1.2.13) £(u,v) = |1 2™ )2

Formons maintenant la fonction
o0

1
. oy z 4
(IT.2.18) b (@) = 5 by o + Zy by oW

Alors h, est analytique sur U et pour w € U, on a
i e—2i1rv+w
(1I1.2.15) ho(w) = 5—&) R log f£(u,v)dudv
e -w
Soit
(I1.2.16) 7v(w) = exp ho(w).
v(w) peut se mettre sous la forme :

2 b g
(I1.2.17) Y(w) = 2o Co,q w

ot Elco,q]2<w et

(11.2.18) C = exp %—&) log f(u,v)dudv.

0,0
D'autre part, on a

=2imv =2imv

(11.2.19) ’)‘*(V)déf I%m 7(‘re ) = exp ho(e ),
il
(I1.2.20) ]7*(v)|= exp %,& log f(u,v)du = exp %—bo(v)

Nous posons finalement

(I1.2.21)  6(z,v) = *O) |07 rez,v).

Alors G(.,v) est analytique sur U pour tout vE€ I et G

=2imu

est continue sur UxI. En posant G*(u,v) = G(e LV)s

on voit que G* est bien donné par (II1.2.3) et que

IG*IZ = £ pour tout (u,v).

Il est facile de voir que c* posséde une série de
Fourier du type (II.2.4). La canonicité de la factori-

sation (II.2.5) est alors due 4 (II.2.18). m

III. PROCESSUS POSSEDANT LA PROPRIETE F.4.

La notion de processus poss&dant la propriété F.4
a &té introduite dans [7]. Nous considérans ici la fac—
torisation canonique pour les processus ayant cette

propriété.

DEFINITION III.1 :

et stationnaire au sens large, posséde la propriété

On dit que le processus X, centré

F.4, si pour tout (m,n),

1 2
H 6 Hp n 1 H 8 Hm’n

PROPOSITION III.2 : Si X posséde la propriété F.4,

alors on a

(ITI.1)

(Xm,n/ﬁ;—l,n—l) = (Xm,n/ﬁL—],n—l) = Gy H )
= (Xm,n/H;-I,n—l)

= (Xm,n/HA—l) * (Xm,n/Hi—]) - (Xm,n/Hm—l,n—])

T B L R C YL RO

La démonstration est basée sur des arguments géo-—
métriques &lémentaires.

Soit X un processus possédant la propriété F.4 et
soit im n

>

(IT11.1). Alors, conformément & la dé&finition II.1.4, X

la projection de X , définie par les &galités
3

est déterministe ou non-déterministe selon que

Xm,n = Xm,n ou Xm,n #:Xm,n
niste, on a, d'aprds (II.1.5)

. Lorsque X est non-détermi-

(I11.2) ¢

z 1
0,0 ”Xm,n - Xm’n"=exp 5—{) log f(u,v)dudv > 0

et on pose

* -1 ~
(111.3) vm’n = Co,o(xm,n _ Xm,n)'
V* est un bruit blanc et X admet la représentation :
(I11.4) X = : c v* + v

m,n (P,q§>(o,o) Ps4 ‘m-p,n—q m,n

oli V est un processus orthogonal i ¥,

On dit encore que X, possédant la propriété F.4
est régulier si

III1.5 X = * .
( ) m,n (p,q§>(o,o) CP,Q Vm-p,n—q

On peut démontrer que X, avec F.4, est régulier

si et seulement si, il existe un bruit blanc v tel que

Hm,n = Hm,n(v*) pour tout (m,n), auquel cas W oest le
processus d'innovation de X. La représentation (III.5)
s'appelle une représentation canonique.

PROPOSITION III.3 :

priété F.4, les assertions suivantes sont équivalentes

Pour un processus X, ayant la pro-

(i) X est régulier
(ii) X satisfait 3 la condition (C)
iii) nul = nu? -
(1ii)  OH 0"y {o}
Démonstration : L'équivalence de (i) et (ii) est donnée

par le th&or&me II.1.9. Le fait que (i) implique ({ii)
~ , . 1 _ gl® 2_ 42, *
est la conséquence des égalités Hm = Hm(v ) et Hi Hn(v ).

Supposons que (iii) soit vraie. Alors sous 1'hypothése

- * _ ol Lol *
F.4, on a Q Hm,n = H , donc () Hm,n =Hy et 00 Hm,n_{O}‘
Puisque X # o (c'est 1l'hypothése implicite !) on

b ~

déduit de ces &galités d'espaces que X #:Xm o Alors

m,n
en utilisant l'argument de la démonstration du théoréme
II.1.9, on montre que Vm n = 0 dans (ITI.4). D'oi la

3

régularité de X. m
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PROPOSITION III.4 : Pour un processus X satisfaisant

la condition (C), les assertions suivantes sont &qui-

valentes :

(i) X posséde la propriété F.4
i I

G Oy /) o) = G /iy ()
Gii) (X ) (resp(Xy /L)),

" B ~
(Xm,n/Hm—l,n—l)) B (xm,n/Hm—l,n-l)'

Démonstration : Supposons que (ii) soit vraie et soit
Vv le processus d'inmovation normalisée correspondant
aux passés H . Alors on a 6‘= Vv~. Désignons ces deux
processus d'innovation par v, 11 est immédiat que Xm,n

admet la représentation canonique (III.3). Donc X possé-

de la propriété F.4. Supposons que 1l'on ait

! ™
(Xm,n/Hm-l,n—l) - (Xm,n/Hm—l,n-])' Alors on a
é‘ eH!  =H 6 H . Par itération, ceci im-
m1,n m-1 m,n m-1,n

1 2 o 1 [ N te . .
plique que Hn 8 Hm,n 1 Hm' D'olt F.4. L'implication de
la propriété F.4 par les autres égalités de (iii) est
démontrée de la méme manidre. Les implications inverses

" sont contenues dans la proposition III.2. m

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire
et suffisante sur la densité spectrale d'un processus

pour qu'il possé&de la propriété F.4.

THEOREME III.5 : Soit X un processus satisfaisant la

propriété (C) et soit la série de Fourier formelle

(I11.6) log £(u,v) =(p,q§522 bp,q expl -2in(pu + qwl.

Alors X posséde la propriété F.4 si et seulement si,

les coefficients b, 4 sont nuls pour p.q <o.

Démomstration : Supposons que, X satisfaisant 3 la

condition (C), posséde la propriété F.4. Il admet alors

la représentation canonique (III.5). Formons la fonction

(I11.7) G(z,w) = 2Pwd  , (z,w) € u2

C
(p,q§>(o,0) P»>q
ot U2 = UxU est le bidisque unité ouvert de 22, La
et n'y

fonction G est analytique, de classe H2 sur U2

a pas de zéros, (cf.[7]). Elle ‘admet une limite radiale

(I11.8) G*(u,v) = %%T G(r e_Zlfu,r e_21ﬂv) P.p.

De plus,

(111.9) G*(u,v) =(p §)>(o o) Cp,q expl -2in (pu+qv)] p.p.
E] »

ol la série converge dans L2 et
(I1I.10) flu,v) = [G*(u,v)l2 pP.p

Comme log G(z,w) aussi est analytique sur Uz,loglG(z,w)I

y est 2-harmonique, (cf.[9]).

Pour toute fonction intégrable h sur D, on pose

Pl h] (r eleu’p e21nv) -

=

Alors on a log|G(z,w)| <Pllog G*](z,w). Donc

1 - rz

1 - p2
. h(6,¢)dody

2 1-2p Cos{p-v) + p2

1-2r Cos(B-u) + r

Pl log G*](z,w) --log[G(z,w)I est une fonction 2-harmo-
nique positive sur u2.

Comme log Co’o=1oglG(o,o)| = Pl log G*](o,o), on a
log|G(z,w)| = Pllog G*](z,w).

D'oii log|G(z,w)|2 = P[log fl(z,w). Par ailleurs,
1og|G(z,w)l2 = 2Re[ log G(z,w)].

Donc, Pllog fl (z,w) = 2Re log G(z,w). Comme log G(z,w)
est analytique, d'aprés [9], th.2.4.1, les coefficients

<
bp’q sont nuls pour p.gq 0.

Inversement, supposons que les bp,q soient nuls
pour p.q < 0. D'aprés le théoréme cité& ci-dessus, il
existe une fonction analytique h sur U2 telle que
Pl1log f] (z,w) = 2Re(h). Posoms G(z,w) = exp h(z,w).
Alors G est analytique sur u2. pe plus log|G(z,w)[2 =
Pl 1og fl(z,w). Donc [G(z,w)[2 = exp(Pl log £](z,w)) et
on a, d'aprés 1'inégalité de Jemsen (c£.[8]) :
exp(Pllog £l (z,w)) < P f] (z,w). D'od

-2imu

&)|G(r e ,T o 2im

)|2dudv <§Jb f(u,v)dudv.

Par conséquent, G est de classe HZ, sa limite radiale
soit G¥ comme dans (II1.8 et 9) existe presque partout
et satisfait a (III.10).

Comme on a C, ={G(o,0) |=exp %-ﬂ)log f(u,v)dudv, la
factorisation obtenue est canonique simultanément au
sens des prévisions selon les passés ﬁ‘et H. I1 est
immédiat d'en déduire que 1'égalité (ii) de la propo-
sition ITI.4 est satisfaite. Donc X posséde la proprié-

té F.b. m

La méthode- de factorisation canonique de la densi-
té spectrale d'un processus possédant la propriété F.4
est similaire & celle du cas 3 1 indice, (cf.[1],[4]).
Le théoréme suivant dont la démonstration peut &tre
tirée de celle du théoréme précédent donne 1l'algori-

thme de factorisation.

THEOREME III.6 : Soit X un processus satisfaisant 3 la

condition (C) et soit (III.6) la série de Fourier

formelle de log £. On suppose que les coefficients

by, q sont tous nuls pour p.q <0, i.e.X posséde la
s possede “a
propriété F.4. Soit
1 2
= 4 » P4 (S
h(z,w) 3 bo,o +(p,q)€N2—(o,o) bp,q 2Pwl , (z,w) €ETU

et soit

G(z,w) = exp h(z,w) =(p q§>(o,o) cp,q 2Pud
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On a Zlcp,ql2 <L oo, Soit Y(u,v) =(p,q§:€NXZ bp,q expl —2im(pu + qv)]
G*(u,v)=1im G(r e—21nu’r e—21nv) Finalement, on obtient le filtre ® par la formule
rt1
@(u,v) = Yo, vl T,

¢ §)>(o,o) Cp,q expl-2im(pu + qv)]

oli la limite existe p.p et la série converge dans LZ.

Alors, on a f(u,v) = [Gﬁ(u,v)]2 et cette factorisation

est canonique.

[

2
IV. FILTRAGE LINEAIRE DES PROCESSUS STATIONNAIRES. (2]
Nous considérons ici deux processus X et Y sta-
tionnaires, centrés et stationnairement corrélés. Nous
supposons que les fonctions de ré&partition spectrale de
X et de Y sont absolument continues, de densités res— [3]

pectives fX et fy et que log fY est intégrable. Nous

désignons par fXY la densité spectrale mutuelle de (X,Y).

fY admet la factorisation canonique fY(u,v)=lG*(u,v)[2p.p
ot [4]

G*(u,v) = C expl -2im(pu + qv)l

z
(p,q)eS P,q

Le processus Y représente en général un processus d'ob~ [ 5]
servation & la sortie d'un canal et, sauf cas patholo-
gique, il ne posséde pas la propriété F.4. Comme dans

le cas 3 un indice, en utilisant la factorisation ci- Ll

dessus de fY’ on peut facilement &valuer le filtre @

qui permet de représenter

Ko/t () = HTEY g vyazg (o).

e . [7
Pour simplifier 1'écriture, nous prenons k = m et posons ]

e 1 P

= . No représentons rvl roce
Xm,n (Xm,n/?m) Nous représentons pa e ? ocessus
d'innovation V' de Y correspondant aux passés H . Comme

on a H;(v) = H;(Y), on peut écrire

- L QM munV) oy a7 v(u, v) [ 8]

m,n

oli ¥ posséde une série de Fourier du type :

Y(u,v) expl ~2im(pu + qv)l [9]

=(p. ez %p,q

(la série converge dans LZ).
Notons que fy,(u,v) = [G*(u,v)]—leY(u,v). On a [ 10}

X - X 1w

m,n m,n ¥ (p,q) ENx Z

m~p,0~q
Ceci donne

(.1 L PP e ) - Y, ldudy = 0

pour tout (p,q) €N x Z.
Soit

va(u,v) = expl -2in(pu + qv)]

z b
(U’V)EZQ Psq
ot la série converge dans L2. Alors la condition (IV.1)

est satisfaite si et seulement si

formule similaire 3 celle du cas 3 1 indice.
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