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RESUME

Dans cet exposé, on étudie le processus ponc~
tuel formé par les points de passage par un niveau
d'une fonction aléatoire X(t), puis celui formé par
les maxima locaux de celle-ci.

La fonction al&atoire X(t) est une somme de
deux fonctions aléatoires indépendantes :

X(t) = 8(t) + B(t) ol B(t) est gaussienne stationnaire,

L'accent est mis sur la détermination, puis
l'utilisation des mesures de Palm de ces processus

ponctuels.

SUMMARY

We study in this paper the point process
generated by the level crossings of the sample paths
of a random function X(t) and then the point process
generated by their local maxima. X(t) is defined as
the sum of two independant random functions :

X(t) = S(t) + B(t) in which B(t) is required to be
stationary and gaussian.

The emphasis is on the determination and then

the use of the Palm measures of this point processes.
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O

0 - INTRODUCTION

Etant donnés une fonction aldatoire réelle
{Xt ; £t € R} (en abrégé f.a.r.), un nombre réel u et
une partie B de R, on note Nu(w,B) le nombre des
points t € B qui sont tels que Xt(w) = u et M(w,B) le
nombre de maxima relatifs de la trajectoire X.(w) qui
sont dans B.

Dans le cas ou la f.a.r. (Xt) est gaussienne,
de nombreux résultats concernant les processus ponc-—
tuels Nu.et M ont E€té obtenus et démontr@s rigoureu-
sement, une grande partie de ceux—ci est rassemblée
dans [1].

Par contre, dans le cas d'une f.a.r. de loi
temporeile quelconque, les résultats obtenus d'une
fagon mathématiquement indiscutable sont beaucoup
moins complets et le sont souvent au prix d'hypothéses
artificielles qui ne sont pas, en général, suscepti-
bles d'interprétations physiques claires. Ainsi, par
exemple, le simple calcul de 1'espérance mathématique
de NU(IO,I]) exige déja de gros efforts. (cf. par
exemple [2], [3], [4]).

Dans cet exposé, on s'intéresse au cas ol la
fonction aléatoire (Xt) est, en loi, du type
X = St + Bt’ somme de deux f.a.r. ind@pendantes dont

t

la deuxiémne, Bt est gaussienne stationnaire et modé-
lise un bruit additif gaussien parasite du signal
aléatoire St'

Pour un tel modéle, on parvient 3 résoudre de
fagon mathématiquement rigoureuse un grand nombre des
problémes résolus dans le cas od (Xt) est gaussien
St = 0).

(i.e. On remarquera que les hypothéses que

l'on est amené 3 faire sont susceptibles d'interpré-
tations physiques. On peut noter &galement que 1'on
obtient une généralisation partielle de certains ré-
sultats connus dans le cas ou St = § cos(wt +9)
(ef. [1], IsD).

Ce travail est dans le prolongement de [6] et
{71, 1'accent est mis sur la notion de mesure de Palm
qui permet de présenter certains résultats d'une ma-
niére mathématiquement plus claire.

On note enfin que, en faisant tendre le bruit

Bt vers 0 on obtient pour St des résultats nouveaux.

I - LE PROCESSUS PONCTUEL DES PASSAGES PAR UN NIVEAU.

1. PRELIMINAIRES.

On note ¢ 1'ensemble des fonctions w : Ryv— R
qui sont continues, on le munit de la topologie de la
convergence compacte et on note ¥ sa tribu borélienne.
On désigne par Xt la v.a,r. définie sur Q par
Xt(w) = w(t) et plus généralement, pour

(tl""’tn) € R" par T t) le vecteur aléatoire
R

tyses

1)  Sous les hypothéses (Hl), la f.a.r.

(X, ,...,X X

0 M—> (w(tl),...,w(tn)). On rappelle que la tribu &
est engendrée par 1'algébre &/ des ensembles F de la

€A} ot A € B tribu

forme F = {w € 9 ; ﬂ(t S??-,tn)

borélienne de R .

HYPOTHESES (H1).

On note P la probabilité définie sur (2,%)

par P = PS * Pb ol PS et P, sont deux probabilités sur

#qui vérifient :

b

a) sur l'espace de probabilité (Q,lgﬁPs) les v.a.r.
Xt sont intégrables et la f.a.r (Xt) est dérivab%e en
moyenne d'ordre 1, de plus la fonction t ~— Es(lxil)
est localement bornée sur R.

b) la probabilité P_ est de Laplace-Gauss centrée

b
de covariance Eb(Xs'Xt) = r(t-s) avec r de classe Cz,
on pose A = r(0), A2='-r"(0), on suppose que la mesure

spectrale o, n'est pas purement discréte.

b

REMARQUES 1.

(Xt) est dé-
rivable en moyenne d'ordre 1 sur l'espace de probabili-
té (9, #,P), on notera désormais (it) la f.a.r. dérivée

en moyenne d'ordre | sur cet espace.

2) Du fait que la mesure o, n'est pas purement dis-—

b

créte, on en déduit (cf. [1] p. 203) que pour tout

n-uple (t],...,tn) de réels distincts, la probabilité

‘ "’kt )(P) admet une densité& par
n

L] t -
1 tn 1

rapport 3 la mesure de Lebesgue sur E?n.

Un exemple typique de signal.

Soient s : R > R une fonction dérivable &
dérivée bornée et T-périodique, {¢(t) ; t € R} une
f.a.r. 3 trajectoires continues et dérivable en moyenne
d'ordre 1 et © une v.a.r. uniformément répartie sur
[0,7[, indépendante de ¢(.). Alors le signal

St = s(t + ¢(t) + ©) conduit i une probabilité Ps qui
satisfait 1'hypothése (H1)(a).

Quelques définitions et notations. (ce sont celles

données dans [1]).

Etant donnés u € R et I = [a,b], on note
Gu(I) 1'ensemble des fonctions w € Q telles que
w(a) # u, w) # u et m_l{u} N I ait un intérieur vide.
On a Gu(I) € % et du fait des hypothéses (HI)

P(Gu(I)) = 1.

Etant donnés u € R et B € X (borélien de R),
on note Nu(w,B) le nombre (éventuellement infini) des
points t € B tels que w(t) = u (points de passage par
le niveau u), par Cu(m,B) (crossings) le nombre de ceux
de ces points t tels que dans tout voisinage de t,

il existe deux pointst et T' tels que 1 <t <7T' et

(w(t) = W) (w(t") - u) <O0.
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Un point t est un point de franchissement en
montant (resp. en descendant) du seuil de niveau u par
w s'il existe € > 0 tel que w(t1) <
TSt et w(t) =
t<t<t+e. On notera Uu(m,B) ou Cu(w,B) (resp.

u (resp. w(t) = u)
pour t-¢ < u (resp. w(t) < u) pour
Du(w,B) ou Cl:(w,B)) le nombre de points de franchis-
sement en montant (resp. en descendant) du seuil de
niveau u par w qui sont dans B.

Nous avons montré dans [6] que sous (H1),

pour tout intervalle borné I, on a :
E(N, (1)
E(C, (1)

B(C,(D) <+=

E(CL(D) + E(C (D).

Et on note enfin que pour B € #, les v.a. Nu("B)’
Cu(.,B), C:(.,B) et C;(.,B) sont % -mesurables o &
désigne la tribu P-complétée de & .

Rappelons la formule &tablie dans [6] :

b 3 . .
E(C (B)) = J dtJ [x] p_(u,x)dx
u B R t

ol pt(x,).:) est la densité de (Xt,).{t) (P).

On a la formule développée :

7

J gtJIRZexp (-

2 —

.|:exp(- Esl\_o)+ —2 s(erf(

ol ut(ds,dé) est la loi du couple (S ’St) i.e.

(u-S)2
E(C (B)) ——( ) _ZA_—) .

. . tz X t2
u, (ds,ds) = (X XD ) et erf(x) == | e dt.
t tt s /F o
REMARQUE 2.
Dans le cas ol le signal est du type
St = S.cos(wt + ®) avec © v.a.r. uniformément répar-

tie sur la période, on retrouve alors le résultat

classique de $.0. Rice ([1l, [5])

z-1S2
A / _ 2 2 _
BN, (0,1) =1(:2 2.|:e 31 s+ Je “.Io(g—u)du]
fo} 2%
1,1 1,1 mz
aveca=—(—+ )etb———(—-—).
4 Ao 2 4 A0 A2

2. MESURES DE PALM.
On donne maintenant un lemme technique qui
généralise un résultat de [6] et permettra ensuite de
déterminer les mesures de Palm des processus ponctuels
N, C,»C. et C .
LEMME 1.
Soit M = [a, (n)]

matrice de covariance non singuliére sur R X RPx R.

(resp. M = [alj]) une

(resp. g) la densité de probabilité de la
loi L.G.(O,Mn) (resp. L.G.(0,M)).

On note g,

Etant donnés une suite (en) de nombre réels

qut tend vers 0 quand n ~ +» et un borélien E de

)+1):ldu (s,8)

Rx R x Rtel que E C {(x,y,2) € Rx RP x R

|X] < |zl et lyJ] < r}, on pose :

fn(u,v,w) = JEgn(u+ € %> y+v, z+w)dxdydz

flu,v,w) = J g(u, y+v, z+w)dxdydz.
E

Alors si pour tout (i,3) lim aij(n) =a.;:,onale

n++o

résultat suivant : -
a) la suite (fn) converge vers f uniformément sur
tout compact de R x R x R;
b) <l existe NE N et C >0 tels que pour n 2 N

on att :

f(u,v,w) < (2r)P.c

I (1 + |w|)
det M

PROPOSITION 1.
Btant donnés un borélien A de R™, un n-uple
(t],...,tn) de réels distincts et un borélien B de R

on a, en posant F(A) ={w€Q; (Xt (m),...,Xt (w)) €A} :
¥

+ +
E(C (B)1 )=[dx .. .dx Jch[il"p(u,x,,...,x ,x)dx
uTE@WT RS (t,t],...,-tn)

n
ou :
P(t’tl""’tn) désigne la densité (naturelle) de

(X,,X X (@)

n

pour t#ti, i=1,...,n.

% ,...,Xt
1
REMARQUE 3.

Dans le cas particulier ol le signal est &
trajectoires p.s. absolument continues (i.e. Ps est
portée par l'egsemble 2, des fonctions absolument
continues) on peut obtenir la proposition 1 sans utili-
ser le lemme | en utilisant les résultats connus dans
le cas gaussien aprés avoir conditionné par rapport au
signal.

Venons—en maintenant 3 la mesure de Palm. Pour
t fixé dans R, on rote 6, 1l'application de Q dans Q
définie par 6 (w) = w(.+t). On supposera désormais que
la probablllte P est conservée par 6

toutFE/ettE]R onaP(e F)

i.e. que pour
PS(F).

que cela revient exactement & dlre quela f.a.r.

Remarquons

"signal

est strictement stationnaire, et donc la f.a.r. (Xt) est

Egalement strictement stationnaire. +

Dans ce cas 13, les processus Cu R Nu et Cu
sont statiomnaires puisque 1l'on a :
+ +

Cu(etw,B) = Cu(w,B+ t) et Nu(etw,B) = Nu(m,B+t).

La mesure de Palm du processus ponctuel sta-

tionnaire C+ est 1'unique mesure bornée 13: sur (Q,%)
qui ver1f1e , pour tout F €F et B ER :

{ ¢ (0,B)dP(w) = J P (8. F)dt (c£. [81)

F u B u t

on définit de mani&re analogue les mesures de Palm Pu
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10 S

de C_ et ﬁ de C (et de N ).
u u u u

Du point de vue de la signification "concré-

" > S+ A I+ -~
te'", la probabilité de Palm Pu(')/P:(Q) (quand elle

existe) modélise la notion de probabilité condition-
nelle "horizontal window" invent8e par M. Kac et
D. Slépian ([9]) puisque 1l'on a :

At

P

= 1lim P(./CT(I) > 1)
o+ u'n
P () n-+ e

u

au sens de la convergence étroite des probabilités
sur 1'espace métrisable (R,%), oi (In) est une suite
décroissante d'intervalles de longueurs > 0 telle que

N I = {0}. (c£. [8]).
nz=l ~4
Pu(F)
L
T (2)
étre interpr&té comme la probabilité de 1'8vénement F

. e
Ainsi, dans le cas od PU(BF) =0 peut

sachant (au sens h.w.) qu'il y a & 1la date 0 un point

de franchissement en montant du seuil de niveau u.
Aprés avoir remarqué que, pour tout n—uple

(tl""’tn) de réels distincts non nuls, l'application

tM—> p (u,xl,...,xn,x) est continue au point t = 0,
(t,tl,...,tn)

on peut gr3ce 3 la proposition | démontrer le résultat

suivant :

PROPOSITION 2.

Sous les hypothéses (H1) et si, de plus, le
signal est une f.a.r. strictement stationnaire (i.e.
Yee R, et(Ps) =P, la mesure de Palm du processus
ponctuel stationnalre Cz (resp. C;, resp. C,) est
L'unique mesure bornée 51 (resp. ﬁ;, resp. ﬁu) sur

(@, %) telle que pour tout n-uple (t .,tn) de réels

e
distincts et non nuls on ait :
™ % = [( (x] :p(u X x >'<)d}.(— ax, ...dx
> LA ] n, e
(tpseeest) w7 L NI B o

et P =P +P

Une formule plus explicite.
E(CT(0,1)) > 0).

(on suppose que

En posant

1 o 4 . e
.>X ) =——-—————~——Jix] P(U,sXq,- .. ,%n,%)dx

n +
E(C (0,1} ‘R (0,8 50vust)

~
pu(xl,--

on montre aisément que la transformée de Fourier de

~+
pu est donnée par :

y(_ﬁz)(ul,...,u )=

n
p 202 1
= exp(-5 £ ZR(t,,t du.u)x X ...
2 . - 37 kTTIk + —
i=1 k=1 :zmz(cu(o,l))f/\_o/\2
oo n r(t [
. k) . T (tk)
. x| ovd _ — (ymg ) otk
f v yJexp[%kEIuk(sk-k(u so) T (y SO) vy )} x

o ]Rn+2

2 42
(u=s0)? (y-50) .
S exPGh—Tﬂfz__)eXP(——_EKE——)x1deo’dsl""’dsn’dso)
° 2 (Ostysuenyty)
ol
u = (X ,X X X))
(o,t],...,tn) o tl tn (<3
et N '
r(tj)r(tk) r (tj)r (tk)
R(tj,tk) = r(tj - tk) - Ao - A2 .

Ainsi on établit que pour tout n-uple de réels
distincts non nuls (t],...,tn), on a

-~

Py ! 2
(¢ &) e, e @ Yy
1’277 ™n” P () 1" n (tl"”’tn)
ol Q<I) est la probabilité de Laplace-Gauss sur Q de
moyenneli%égl et de covariance
o ' '
R(t,s) = r(t-s) - r(t)r(s) _r'(t)r'(s) ot Q(2)
Ay A, (tl,...,tn)

est une probabilité sur @°.

En s'inspirant d'une preuve de J,de Maré ([10]),
on peut démontrer, grace aux mesures de Palm le résul-

tat suivant

PROPOSITION 3.
Soit (Tn)nEZ’
par zéro de la f.a.r. (Xt)’ (...T_1 <T0<O<T‘<...).

la suite des points de passage

Si on suppose que les hypothéses (H1) sont
vérifides, que le signal est strictement statiomnaire
et que sa Lot P est symétrique (PS(F) = PS(—F)) alors

la suite (Tn) n'est pas un processus de renouvel-

nez
lement.

3. UN RESULTAT ASYMPTOTIQUE QUAND LE BRUIT TEND VERS O.

Considérons maintenant une suite (Pén)) de
lois de bruit sur (2,%) qui vérifient (H1),(b) ; si

les suites (A

én)) et (Aén)) tendent vers 0, on en dé~
duit que la suite (Pén)) converge &troitement vers 60
sur €. On peut alors montrer que si on suppose que

PS(Gu(I)) = 1, on a pour tout intervalle borné I

J C (1)dP_ < lim inf J c (mae™ xp)y
u s u b s
Q n>+wo ‘Q

d'oli le théoréme suivant, analogue i la proposition 2
de [4], mais ici on ne suppose pas que PS est porté par

1'ensemble Qo des fonctions absolument continues.

PROPOSITION 4.
Sotent 1 = [a,b] et u € R, on considére
l'espace de probabilité (%, 9§PS), on suppose que
L'hypothése (H1), (a) est vérifide.
On fait les hypothéses complémentatres sui-—

vantes ¢
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[P R R

a) Le vecteur (Xt,).(s) admet une densité qt(x,y)

(mesurable en (t,x,y)) et pour tout 1 >0, le

Xt+T—X

sur ]R2

vecteur (X» t) admet une densité q (x,y) telle
t

»T
que l'on ait pour (x,y) € ]Rz, toute suite (tn) erotg=
sante vers t et (-rn) déerotssante vers 0 avee

t Kt <t +71_
n n n

lim q

(u+x t ,y) > qt(u,y) .
n++w .

EsTy
b) La fonetion ¢ définie sur R par

b
$(x) = J dtJ q, (x,¥) |yldy est bornée sur R et semi-
a R
continue supérieurement au point x = u.

On a alors :

L)Cu(l)dl’S = ¢(u) .

II - LE PROCESSUS PONCTUEL DES MAXIMA RELATIFS.

On note maintenant Q' 1'ensemble des fonctions
w : R — R qui sont continliment dérivables, on le
munit de la topologie de la convergence compacte des
fonctions et de leurs dérivées premiéres et on note %'
sa tribu borélienne. L'application Xt': D owvy— w' (L)

est une v.a.r. sur (Q',%'),on notera comme dans la

partie I par etl'application wm—r w(. +t).

HYPOTHESES (H2).
On note P la probabilité définie sur (Q',#!')

par P = Ps * Pb ol PS et P. sont deux probabilités sur

F' qui vérifient :

b

a) Sur 1'espace de probabilité (Q',?‘,Ps) les
v.a.r. (Xt) sont intégrables et deux fois dérivablei
en moyenne d'ordre 1, de plus la fonction tM——rES(IXEI)
est localement bornée sur R.

b) La probabilité P, est de Laplace-Gauss centrée

b
de covariance Eb(xs.xt) = r(t—-s) avec r de classe C4,
on pose AO = r(0), A2 = -r"(0), AZ; = r(l,) (0). On sup-

pose que la mesure spectrale ¢, n'est pas purement

b
discréte.

Sous les hypothéses (H2), la f.a.r. (Xt) est
deux fois dérivable en moyenne d'ordre 1 sur (Q, &#,P),

on notera (Xt) sa dérivée seconde en moyenne.

Etant donnés w € Q' et deux boréliens A et
B €%, on note MA(m,B) le nombre de maxima relatifs
de w dont l'ordonnée est dans A et 1'abscisse dans B.
On posera MIR = M.

Dans le cas d'un intervalle ouvert borné I, si

No(w',I) <+, on a alors MA(w,I) = C;(m' ;w-](A)ﬁI).

PROPOSITION 5.

Sous les hypothéses (H2), on a :

e (B) = fdx Jdt J[ﬁ]’ pL(x,O,i)di
A B R

on py (x,0,%) désigne la densité de (xt,it,it)(P).

Venons—en maintenant 3 la mesure de Palm de
MA dans le cas oii 1'on suppose que le signal est stric-
tement stationnaire.

On remarque tout d'abord que :

YF €EFon a §MA(F) =§M(F Nni{x, €A .

PROPOSITION 6.

Sous les hypothéses (H2) et si on suppose de
plus que le signal est wne f.a.r. strictement station-—
naire (i.e. et(Ps) = Pg) la mesure de Palm du processus
ponctuel stationnaire ¥ est L'unique mesure bornée
?MA sur &' qui vérifie : pour tout n-uple (tl,...,tn)
de réels distincts non nuls, on a :

[t (f’ ) =
(t,eee,t )yt
= [de J[;]_p'(x,xl,...,xn,O,;)d; dx ... dx
(O’tl""’tn)
ou p' désigne la densité (naturelle) de
(O,tl,...,tn)

(xo,xt] bees ,xtn,io,xo) (P).

.Remarquons que si f’M(Q') >0, on a :

si A(34) = 0
PM({Xo € A}

(A = mesure de Lebesgue, A = frontiére deA}

= lim P({X € A}/M(I ) =21)
4o o) n

5 1

P (2"
ol (In) est une suite décroissante d'intervalles bornés
de longueurs > 0 telle que ﬂIn = {0}. On a donc :

de Py (%,0,%) [x] “dx
JA R (0)

n];iix:’({xo EA}/M(In) =21) =

f Py (053 [} dx
R
On retrouve, pour cette loi conditionnelle (h.w) de la
hauteur d'un maximum local A 1l'instant t, sachant qu'il
y en a un i cet instant, un résultat donné dans [1]
dans le cas gaussien et &galement dans [6].

Notons que 1l'on peut également &tendre les
résultats que G. Lingren a obtenus dans le cas gaussien

([111), voir aussi [12] pour des cas non gaussiens.

Exemple de la partie I : On supposede plus que

s est 2 fois dérivable et s" bornée, que ¢(.) est une
f.a.r.du2° ordre strict. stationnaire, séparable dont le
4° moment spectral est fini. Le signal strict. station-

naire St =s(t+¢(t) +0©) aune loi Ps qui satisfait (H2) (a).
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