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RESUME SUMMARY
Les liens entre le décodage algébrique d'un code Links between algebraic decoding and Fourier trans—
cyclique correcteur d'erreurs et la transformation form are presented. We have simulated with a 8080
de Fourier discréte {t.F.d.) sont présentés. Nous microprocessor, a decoding algorithm using a FFT for
avons simulé sur microprocesseur 8080 un algorithme a (16,10) Reed-Solomon code over GF(17).

de décodage utilisant une t.F.d. rapide pour un code

de Reed Solomon (16,10) sur le corps i 17 &léments.
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1. Introduction

Le décodage algébrique des codes en blocs correc~
teurs d'erreurs est actuellement le seul procé&dé
général, de complexité acceptable permettant la
correction d'erreurs multiples. C'est dans le cas des
codes de Reed Solomon (R.S) que ce décodage est le
plus simple puisqu’il ne met alors en jeu que des
calculs sur le corps & partir duquel le code est cons—
truit. Ces codes de R.S. s'adaptent i de larges clas-—
ses de canaux et leur utilisation est souvent envisa~

gée.,

On considdre généralement des codes sur £, ={0,1}

ou sur une extension binaire Fzm : les éléments

binaires 3 transmettre sont rassembl@s par groupe de
m, chaque groupe formant ainsi un symbole d'un alpha-
« Al -4 - - - - -
bet & 2= é&léments, Fzm. Ré&cemment, on s'est intéressé
3. des codes s F
d ur F,m
bien adaptées i l'utilisation de microprocesseurs.

oli certaines opérations sont

Nous examinons le probléme du transcodage des données

binaires qui se pose alors.

Nous &tudions la réalisation d'un algorithme de

. décodage d'un code de R.S. défini sur un tel ensemble.
Cet algorithme utilise pour le calcul du syndrome une
transformation de Fourier rapide sur un corps fini
(cf. [1], [21). Le polyndme localisateur d'erreurs est
déterminé grice i 1l'algorithme d'Euclide ([3]). Le

polyndme d'erreurs est &valué i partir d'une récur-

rence suivant la mé&thode exposé&e par Reed ([2]).

Nous considérons plus particulidrement le code
(16, 10) corrigeant trois erreurs sur le corps F]7.
L'algorithme de décodage a &té simulé sur un micropro-
cesseur du type 8080. Les temps d'é&xécution des

différentes parties du programme sont donnés.

2. Notations et définitions

Soit F un alphabet 3 q &léments que l'on peut
munir d'une structure de corps. Si q est un nombre
premier, F est isomorphe 3 Z/qZ, 1'ensemble des entiers
modulo q. Plus généralement q est de la forme pi ou p
est un nombre premier. Tous les polyndmes que nous

considérons sont 3 coefficients dans F.

On étudie des codes en blocs sur ¥ dont la lon—
gueur n divise gq-1. Pour fixer les id&es nous suppo-
sons dans ce qui suit
n =

q-1 n

ce qui correspond aux codes de R.S. au sens strict.

Soit B = F" 1'espace vectoriel de dimension n sur

F. L'addition de deux &léments y et z de R s'écrit

done ¢
yrz=(y, vz, s een s Yo F 2 )
ot y = (yo, cee s yn-l) et z = (zo s e s zn_]) H

Yis 25 € F. On peut munir R d'une structure d'algdbre.
I1 faut, ‘pour cela, définir une multiplication. Deux
manidres sont envisageables
1°/ On identifie chaque &élément y de 0 avec un polynéme
y(U) de 1'algdbre dfudes polyndmes en U modulo
ut-1 et = F0]/ @) o

RESORSCRES

y, ot 2

y =y, » i

(o]

Le produit de deux éléments y et z de 6 correspond
ainsi au produit modulo -1 de y(U) et z(U).

2°/ On définit le produit composante 3 composante
yxz= (yo'zo’ ’yn~l'zn—1)

appelé parfois produit d'Hadamard. On considére

alors 1'algdbre (R, +, X).

Un code cyclique C sur F, de longueur n est un
idéal de 1'algébreafb. Tout polynSme c(U) de C est
alors multiple d'un polynSme générateur g(U) qui carac—
térise le code. Dans ce qui suit un mot du code C sera
) soit

repéré soit par un n-uplet ¢ = (co, cee s Coy

par un polyndme en U ou en X : c¢(¥) ou c(X).

3. Codage et transformation de Fourier

On considére en codage algébrique une transforma-—
tion du type Fourier discrate (t.F.d.), appelée trans-
formation de Mattson Solomon. Elle n'est généralement
pas utilisée dans des buts de calculs pratiques mais

plutdt pour des considérations théoriques.

L'existence d'une telle transformation repose sur
celle d'un &lément s d'ordre n (s = exp(2ni/n) pour la
t.F.d. habituelle). Dans le cas des codes de R.8. le
corps F possd@de un &lément d'ordre n et il n'est pas
nécessaire de le plonger dans une extension. Le groupe

multiplicatif de tout corps fini est en effet cyclique

ainsi
F 4 F-{o} = {s, 52 s eee , 8T =13, 3)
les n = q-1 puissances successives de s géndrent tous

les éléments non nuls de F.

e, An—l) un élément de R que 1’on

Soit (AO R
P AQX) = I, A, X' lLa
1 1

identifie & un polyndme de JCX

transformation discréte ¥ que nous considérons est
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définie par :
1

2 n= e i
AXyr—>a(U) =L A(s) U (4)
i=

o
L'application ' est un isomorphisme d'algdbre et cela

de deux maniéres :

fo _r (R ,+,%) (5)
(R ) —m o 6
on identifie en (5) (resp. en (6)) les polyndmes

en U (resp. en X) avec les &léments de 1'algdbre

KR, +, x).

La transformation Y’—l est donnée par :
1 1 ool iy o1
a(l) ——A(X) = 5 2 a(s ) X . (7N
i=o
En considérant la dernidre formule il devient clair que
le code C < Jfb dont tous les mots sont multiples du

polyndme générateur :
d-

1 i
g(0) =X (U=s") ©)

o

est 1l'image par‘f de 1'ensemble des polynfmes de dtx

de degré strictement inférieur & k = n—d+1. On montre

facilement qu'un tel code est de distance minimale d.

Exemple : q = 17, n = 16, les puissances successives

de 6 modulo 17 géndrent les &léments non nuls de

F=12/172 : F* = {6,2,-5,4,7,8,~3,-1,-6,-2,5,~4,-7,~8,
3,1}

Les multiples godulo X16—1 du polyndme

g0 =1 (x-6")

forment un code sur F de longueur n = 16 avec k = 10

symboles d'information et d = 7.

4. Codage et conversion q-aire /binaire

Soit A, A], e s Ak—l’ k symboles d'information

q-aires que 1l'on désire coder & 1'aide d'un (n,k)

code sur F. On forme le polynSme A(X) = Zi A Xi. Deux

procédés de codage sont envisageables

1°/ Codage mon systématique. On effectue une t.F.d sur
A. D'aprés une remarque du paragraphe précédent,
¥ (4) appartient i un (n,k) code cyclique sur F.
Cette méthode permet d'&conomiser au décodage une
t.F.d.

2°/ Codage systématique. On utilise le procé&dé clas~
sique qui consiste 3 calculer le reste r(U) de la
division de Un“k A(U) par g(U). On transmet c(U) =

2 AW - r@).

Dans des problémes de transmission de données

‘binaires ce dernier procédé permet ume meilleur conver—

sion g—aire binaire. Le nombre d'é&léments binaires
(e.b.) transmis par mot de code est respectivement

1°/ n |logy (q) + 1]

2°/ k |log, (@)] + (a=k) |log, (@) + 1] -

On suppose que les bits d'information sont groupés par
paquets de Llog2 (q)J. Chacun de ces paquets est assi—
milé 3 un &lément de F. Dans la seconde estimation,
seuls les (n-k) symboles de redondance nécessitent

chacun Llogz (q) + IJ e.b. pour leur conversion binaire.

Dans le cas q = 2m+l, on s'intéresse au sous
ensemble C' des mots de C dont les n composantes ap-—
partiemment 3 un alphabet F' 3 q—1 éléments. La cardi-
nalité |C'| de C' est le nombre W de mot de C.de
poids n, qui est connu (cf. polyndme &numérateur de
poids d'un code "maximum séparable length", [4])

-1y &) (7 3-1y . (10)

On en déduit 1'approximation :

o'} =W = (¢-F @D pour q >> 2.

Ce résultat montre que si on choisit les k symboles
d'information dans F', les n—k symboles de redondance
obtenus par codage systématique semblent tirés au
hasard parmi 1'alphabet F, en ce sens que la probabili-
té qu'ils appartienment tous & F' est environ

(=) /"%,

Si on souhaite pour des raisons de synchronisation ou
de format que chaque symbole soit représenté par

m e.b.,, on peut soit accepter que le mot codé contienne
a priori des efreurs, soit diminuer le nombre de sym—
boles binaires d'information.

Exemple : ¢ = 17, n = 16, k = 10, chaque mot de 1'en-—
semble C' est formé de 16 composantes appartenant i

un alphabet F' 3 16 éléments, et ne nécessite donc que
16 x 4 e.b. pour sa transcription binaire :

ler] = 1610

log, |¢']| = 39,48

0,7

La probabilité que les 6 symboles de contrSle appar-—
tiennent & F' est 0,7; la probabilité qu'il y ait au
plus un symbole n'appartenant pas 3 F' est 0,956. Si
1'on ne désire pas commettre "d'erreurs" au codage il
faut alors restreindre le nombre de bits d'information.
On obtient ainsi un code dont les caract8ristiques bi-
naires sont n

b
de longueur 4.

= 64, kb = 39, qul corrige 3 paquets
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5. Décodage

Le décodage algébrique d'un code en blocs comprend
trois phases principales
1/ le calcul du syndrome.
2/ le calcul du polyndSme localisateur d'erreurs.

3/ le calcul de 1'amplitude de chaque erreur.

Un mot A = (Ao

tance minimale d est transmis sur un canal bruité.

s eve s An—l) d'un code C de dis—

Chaque symbole Ai est affecté de 1l'erreur additive Ei'
A la réception on dispose du mot B de R. Avec une no-~
tation polynomiale on peut &crire :

B(X) = A(D + EX)

D'aprés les propriétés métriques du code, il est pos-
sible de d&terminer d'une maniére unique A(X) 3 partir
de B(X) si au plus t = L(d—l)/ZJ coefficients de E sont
non nuls.

Le code C est spécifié par le polyndme g(X) (cf. (8)).
Tout mot de code est un multiple de g(X) et admet donc
les méme racines que lui

(A(X) € 0) = (Vi,1< i<a, A(si) = 0) n
On appelle syndrome l'ensemble des d-1! valeurs du poly—
néme regu, B(X), aux points X = si, 1£1i<4d;

d'aprés (11)

s, 85y = E(s)
5, & Bsh) = resh (12)
Saep 2B = 5™

I1 est clair que la transformée de B(X) par ‘¥ (ou par
? -1) fournit les d-1 coefficients du syndrome

(cf. (4)).

La seconde phase du dé&codage consiste & résoudre

la congruence ('key equation')

e(Z) = :g%%%- modulo 74 (13)

ot les deux polynlmes inconnus Q(Z) et o(Z) vérifient

deglo) < deg(Q), et d'autre part :

e: = E(si)

n .
e(Z) =% 2t e s ol i

1

i=1

Seuls les (d-1) premiers coefficients de e(Z) sont
connus (syndrome) mais cela est suffisant pour carac-
tériser ce polyndme modulo Zd. L'algorithme de
Berlekamp ([5]) ou 1'algorithme d'Euclide ([3]) que
nous avons choisi, permettent de déterminer le poly-
ndme o (Z) de plus bas degré vérifiant (13).

Enfin le polyndme erreur E(X) est &valué en deux temps.
On détermine d'abord e = (eO s eee s en—l) 3 partir de

e s

1 s €4 et d"une relation de récurrence spéci-—

ilee par o (Z) = 2 Gi Zi

z
j=1
Puis E(X) est calculé par t.F.d. inverse Yp_l et

retranché de B.

Figure 1.

Schéma de principe du décodage :

A(X)
E(X) ¥
B(X)
y
t.F.d.
] B(s®) B(s) ... B(s9 D) BGsY ... B(™TH
S] cee Sy L : syndrome
2 Calcul Calcul de o (X)
3 e e e e, , e, ‘e e .
[} 1 a—i d n-1i
t.F.d inverse

E(X)

ir+

A(X)

6. Mise en oeuvre de 1'algorithme

t.F.d. rapide.

Lorsque la longueur du code est une puissance de
2 un algorithme de t.F.d. rapide s'impose pour le cal-
cul du syndrome. Cet algorithme est d'autant plus
efficace que la multiplication par 1'&lément s d'ordre
n (cf. § 3) est simple. Il est par exemple intéressant
qu'une puissance "faible" de s soit 2.
Exemple : Dans le cas q = 17, n = 16, s = 6, on peut
écrire, puisque 62 =2

A, 63 43 e Aty s etarely

j impair

A('ai) = Z

j pair
A 1'exception, peut-&tre, de la multiplication par 6i,
le calcul de A(6i) ne met donc en jeu que des additions
et des multiplications par 2. Le treillis associé& 3 la
t.F.d. rapide est représenté en figure 2. Un exemple

de transformée est donné.

Représentation des &léments du corps fini.

I1 existe plusieurs manidres de représenter les
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A =20 0 2
o
A1 =0 0 1
0 0 4 0
0 0 0
= 2 -2
A4 2
/‘
0 ) -1
0 0 0
0 0 0
0 0 8
0 0 =4
0 o} 0
Iy
0 0 0
0 2 9
A13 =1 ~1 4
0 0 0
A15 =0 0 0
Figure 2 : Treillis associé & la t.F.d. de

AR = 25" + x!3

’
w

1
o
~

NN
RN

X + ay
a
Vg ¥ T &

nombres modulo un premier de Fermat. Certaines néces-
sitent pour le décodeur une architecture et des
circuits particuliers ([ﬁ]). Elles n'ont pu &tre
retenues car nous nous sommes restreints 3 1'utilisa—
tion d'un microprocesseur 8 bits de type courant.
La multiplication se fait grice i une table de "loga-
rithme" :
a=6"+i
Cependant nous avons parfois utilisé& la représentation
"surabondante'” suivante sur 8 e.b.
a =12 a; 2t H

i=o
un nombre modulo 17 poss&de ainsi plusieurs représen—
tations. On vérifie que la multiplication par 2 est
réalisée par un décalage circulaire simple. L'addition
modulo 17 correspond i 1'addition ordinaire si on
prend le soin d'ajouter 1'éventuel bit de carry au
résultat. Cette représentation permet d'éviter les

tests par rapport a 17.

7. Résultats

Une premiére version de l'algorithme a &té simu-

lée griace au programme INTERP associé au MAC 80. Les

temps de décodage pour un mot du code (16, 10) corri-
geant 3 erreurs sur le corps 3 17 &léments sont donnés
dans le tableau 1. Rappelons qu'un tel mot peut &tre
représenté par 64 e.b. dont 40 (ou 39) sont des bits
d'information, le décodeur corrige au plus 3 paquets

d'erreurs de longueur 4.

Nombre d’erreurs 1 2 3
Phase 1 : t.F.d. 2,7 2,7 2,7
Phase 2 : calcul de 5 12 18
Phase 3 : récurrence 8 V 10 12

+ t.F.d. 2,7 2,7 2,7
Temps total en ms 19 28 35
Tableau 1.

Ces résultats peuvent €tre extrapolés pour un code
(32, 26) corrigeant trois erreurs sur le corps i 257
éléments. Il faut alors utiliser un microprocesseur
16 bits. Le temps de d&codage pour un mot (256 e.b.)

edt dans ce cas inférieur & 50 ms.
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