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RESUME

Certains moyens de transmission, par exemple en
ondes courtes avec sous-porteuses multiples ou & saut
de fréquence, peuvent Etre représentés par plusieurs
canaux peu fiables disponibles en parallele, La plura-
1ité de ces canaux constitus une redondance que l'on se
propose d'exploiter pour améliorer la fiabilité des 1'en-
semble.

Dans cette perspective, nous considérons n canaux
binaires symétriques indépendants en parall@le. Chacun
d'eux est caractérisé par sa ﬁrobabilité d'erreur
moyenne Py i=1l, 2, oe. N, inconnue mais supposée
stationnaire ou lentement variable. La redondance
nécessaire & la fiabilité globale est iniroduite par
1'emploi d'un code redondant (n,k}, dont les symboles
codés sont transmis par chacun des canaux. Nous nous
proposons d'utiliser un décodage oli chaque symbole est
pondéré en fonction de sa probabilité d'erreur, en
fonction de la fiabilité du canal qui sert & le trans-
mettre, Cette fiabilité &tant inconnue a priori, les
facteurs de pondération des symboles regus ne peuvent
8tre déduits que du fonctionnement méme du systeme,
c'est-3-dire de mani2re adaptative.

A cet effet, nous utilisons un algorithme de
décodage symbole par symbole dont le résultat lui-mé@me
est pondéré comme les symboles regus. La décision
finale sur chacun des symboles est comparée au méme
symbole avant décodage, regu en sortie de l'un des
canaux. La fréquence des différences, pondérée en fonc-
tion de la fiabilité de chaque décision, permet de dé-
terminér le coefficient de pondération du canal corres-
pondant,

On examine d'abord le cas le plus simple olt un

code (n,l), c'est-3-dire une simple répétition, est

SUMMARY

Certain transmission media e.g., HF radic with
multiple sub-carriers, or frequency hopping, can be
modelled as a number of poorly reliable channels in
parallel., This plurality constitutes a redundancy, of
which we intend to take advantage in order to improve
the overall reliability.

According to this viewpoint, we consider n paral=-
lel independent binary symmetric channels. Each of them
is characterized by its mean error probability Py
i=1l, 2, .o+ n, which is unknown but assumed to be
stationary or slowly time-varying. The needed redundancy
is introduced through (n,k) coding and the resulting n
symbols are transmitted in each channel. We intend to
use a decoding algorithm where each symbol is weighted
in terms of its error probability, depending on the
reliability of the channel from which it has been
received, Since this reliability is unknown a priori,
the weighting coefficients can only derive from the
system operation itself i.e., according to an adaptive
process,

To this end, we use a symbol=by=-symbol decoding
algorithm, whose decision itself is weighted as the
input symbols ars. The decision made on each symbol
is compared with the output of the coxresponding
channel, The frequency of the discrepancies, as
weighted according to each decision likelihood, permits
to determine the weighting coefficient of this channel.

The simplest case where an (n,l) code i.e., mere
repetition, is used, is first considered. From the
decision rule optimum in this case, we derive the
algorithm to compute the weighting coefficients. Its
convergence is discussed. We then generalize to the
case where an (n,k) code is employed, ;sing the

concept of replication decoding.
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employé. On déduit de la rpgle de décision,optimale
dans ce cas, l'algorithme de calcul des coefficients
de pondération. On en discute la convergence. On géné-
ralise ensuite au cas ob un code (n,k) est employé, &

1'aide du concept de décodage par répliques.
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0 - Introduction »

On consid2re la transmission de symboles binaires
par un ensemble de n canaux peu fiasbles, utilisés en
parall2le afin que la redondance compense leur mauvaise
qualité individuelle. Chaque symbole peut Etre purement
et simplement transmis en paralldle par l'ensemble des

canaux, cas que nous désignerons par répétition, sché-

matisé sur la figure l. On peut aussi coder chaque

bloc de k symboles avec un code de taux k/n, les sym-
boles codés étant transmis par les n canaux (figure 2).
L'ensemble de canaux peu fiables en paralléle que nous
considérons est censé modéliser un certain nombre de
voies physiques, notamment une voie radioélectrique en
ondes courtes utilisant un syst@me de modulation a
sous-porteuses multiples, ou un systdme "a& saut de
fréquence” dans lequel on associe a chacune des fré-
quences employées un canal ayant ses caractéristiques
propres,

Nous envisageons d'abord le cas de la répétition.
Nous rappelons la r2gle de décision optimale dans ce
cas, valable lorsque les erreurs dans les canaux en
parallgle sont indépendantes et de probabilité connue.
Nous examinons ensuite le cas ol ces caractéristiques
sont inconnues, stationnaires ou lentement variables.
Nous décrirans un systéme de transﬁissiun dont le fonc-
tionnement m&me permet d'apprécier la qualité des dif-
férents canaux, d'optimiser la décision en fonction
de cette évaluation et de réaliser une adaptation dyna-

mique lorsque la qualité des différents canaux évolue.

1 - Description du systéme utilisant la
xépétition

Nous considérons le schéma de communication de la
figure 1., Un m8me symbole binaire est transmis en paral-
12le 3 travers n canaux symétriques, indépendants les
uns des autres, dont les caractéristiques sont inconnues
ou mal connues. Il s'agit de prendre une décision opti-

male quant au symbole émis.

] Cana 1 p>forgene

Entrée 4 de Sortie

> —>
un symbole . .. décision
binaire

————WT}—P pondérée

Fiqure 1 Systdme utilisant la répétition

Supposons d'abord que les caractéristiques des
canaux soient parfaitement connues, en ce sens que l'on
dispose de la valeur exacte de la probabilité d'erreur
sur le i-2me canal, soit Py i=1, 2, ... n, & tout
instant. La r2gle de décision optimale, au sens de la
vraisemblance maximale, s'énonce ainsi [11 s nous défi-
nissons la "valeur relative a priori® du symbole binaire

bi issu du i-8me canal par:
l-pi
—_—, 0<p. < 1/2,
i~
Pi

(1) a, £ 8,log
1 s e

ol 8; est le signe associé 3 bi selon
by
(2) s, =(-1) 7, b, =0, 1.
Alors, la décision a Qraisemblance maximale est obte-
nue en calculant

n
(3) A=) s .
=1 *

Cette grandeur est la"valeur relativé a posteriori”
c'est-2-dire que le résultat de la décision 2 vraisem-
blance maximale sur l'ensemble des répliques du symbole
émis, regues 3 travers les n canaux, est représenté par
le signe de A, selon (2). Em outre, la probabilité

d'erreur de cette décision est donnée pax
(4) P =1/(1 + explA]) ,

homologue de

(5) Py = /(2 + axp]ail)

qui. découle directement de {(1).

On a montré [1] que cette décision comportait
toujours une amélioration de la probabilité d'erreur
moyenne par rapport & celle du meilleur des canaux,
sauf dans quelques cas ol ces probabilités d'errsur
moyennes sont égales: si une ssule des valeurs ‘rela-
tives a, est différente de 0 (i1 n'y a alors en fait
qu'un canal utilisable), ou si deux d'entre elles sont
différentes de 0 et ont toutes deux une distribution
de probabilité particuligre, 3 deux valeurs discrates
nécessairement opposées. (Il y a cependant dans le
dernier cas augmentation de l'inforﬁatiqn rague par le
destinataire, car les symboles résultant de la décision

sont bondérés selon leur vraisemblance,)
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décision

Supposons maintenant que la valeur exacte de la
probabilité d'erresur Py de chaque canal ne soit pas
disponible, mais que l'on en connaisse une estimation
Ei' On peut encore appliquer la ri2gle de décision {3)
en y remplagant a; par éi, calculée d'aprés (1) en y
remplagant p; par ﬁi. Le résultat, soit K, ne corres-
pond évidemment plus 3 la décision obtimale mais, dans
la mesure ob les estimations ﬁi sont proches de la
valeur vraie, cette décision améliore encore la pro-
babilité d'erreur moyenne par rapport a celle du meil-
leur des canaux.

On peut alors envisager d'améliorer ainsi 1'esti-
mation de la probabilité d'erreur dans le i-2me canal:
le résultat de la décision étant présumé meilleur que
le symbole regu en sortie du i-2me canal, la non coin-
cidence entre les deux signifie le plus souvent qu'une
erreur s'est produite sur ce canal, Le module de la
valeur relative a posteriori permet en outre de pondé-
rer le résultat de la décision selon sa vraisemblance
estimée. Le rapport du nombre (pondéré) de ces désac-
cords au nombre total des symboles émis, pendant un
certain temps, fournira une nouvelle évaluation de la
probabilité d'erreur dans le i-2me canal, soit ﬁi,
mieux approchée que l'estimation initiale Ei' On subs-
tituera donc si a Ei, pout tout i, et le processus
pourra 8tre répété. On peut espérer, au moins sous
certaines conditions, gue cette estimation convergera
vers la veleur vraie P; de la probabilité d'erreur du
csnal i.

5i 1'on suppose les canaux non plus stationnaires
mais que leur probebilité d'erreur évolue trés lente-
ment & 1'échelle du débit de symboles, on attend de ce
procédé une adaptation aux conditions réellss de
transmission.

Dans le cas d'un accord entre la décision globale
et le symbole regu sur le i-dme canal, il n'y a erreur
sur ce canal que si la décision est erronée, c'est-a-
dire avec la probabilité P donnée par (4) si les pondé-
rations initiales sont exactes. En cas de désaccoxd,
1'erreur sur le canal a lieu si la décision est correcte,
donc avec la probabilité 1 - P,

La probabilité moyenne d'erreur dans le i-2me

canal peut alors 8tre exprimée par l'espérance mathéma-

tique

py = E[H1 + 5,5P + 31 - 5,91 - #)]

=+El -850 -20] ,
ot S est le signe de A et ol P est donnée par (4),
Mais on a d'aprés (4)
S(1 = 2P) = S{exp{A} - 1)/(exp}Al + 1)
= th{A/2) ;

on peut donc exprimer P ainsi:
(6) p, =+ E[l - s tha/2)] .

5i 1l'on ne dispose d'aucune autre information, on
ne peut espérer déterminer que la fréquence moyenne de
i'erreur, et done obienir pour la valeur relative a;
une expression de la forme
(7 a; = 8.V, ,
oll v, est une constants, égale 3 loge[(l—pi)/pi] .

On a donc alors

1+ E s;th(A/2)

(8) v, =log —————
1 €1 .-E Sith(A/Z)

ce gue l'on peut écrire encore

(9) thiv,;/2) = E[s th(A/2)] = E [th(aiA/Z)] .

Les relations équivalentes (8) et (9) nous serviront
dans toute la suite.

11 se pourrait cependant que l'on dispose d'une
information individuelle pour chaque symbole recu, mais
incompléte, par exemple la grandeur issue d'un démodu-
lateur, soit X5 égale 3 un facteur positif prés a la
valeur relative a priori, La valeur relative vraie

serait alors

(10) a = Aixi, )\i> o,

ol A est un facteur d'échelle constant mais inconnu.
1

Alors:

Xy o= /e[ E[loge[[l + th(s,A/2)] /1 - th(siA/Z)H}
= (/E|x;[) 2Efargtn [tn(s,ar2)]}
d'olr finalement

(11) Ay = Els A)/ELx | .

Si les coefficients de pondération v ou 1es fac-
teurs A& ont initialement leur valeur vraie, (9) ou (11)
ne sont bien entendu que des identités sans intér8t
pratique particulier.

Si par contre on remplace dans (9) ou (11) la
valeur exacte de A par son estimation A calculée selon
(37, 8, y étant remplacée par son estimation §i, on

-attend de ces relations le moyen de réévaluer les
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coefficients v; ou /\i. Les espérances mathématiques
qu'elles comportent sont évidemment inaccessibles 2
1'expérience et devront y 8tre remplacées par des
moyennes temporelles qui, sous l'hypoth2se de l"ergo-

disme, en fourniront des évaluations,

de_) l.'.a_l.q_r.l.t.b.mg tizé de (9)

Pour analyser la convergence de cet algorithme,
nous allons supposer que les pondé'rations initiales
sont voisines de la valeur exacte vir c'est-a-dire de
la forme ;i = Vi + Svi, ol &’i est assez petit pour
qu'une approximation du premier ordre soit valable.
Nous supposerons qus le coefficient de pondération
résultant de notre estimation est de m@me forme, soit

vy o+ 6'\(1. Nous avons d'aprds (9):
th (vor §'v,)/2 = E [tn(s A/2)],

avec, d'aprés (3): n

A-A+$A=Z_s (v+5v)=A+Z_s gv .
j=1 5o1 4

Dans une approximation du premier ordre, compte

tenu de (9), nous avons donc:

2
(exp v, + 1) 8.expA -[
'y, = 2 Er i Y
exp v, {_(EXpA +1)2
(Bxpvi-f- 12 s.exp A n
= E 5> s 8v.f .
exp v, (expA + 1)° §a1 J

Ces relations s'expriment plus simplement sous la
forme matricielle
Sv= S
ol §'_v et & sont les vecteurs-lignes ayant pour com-
posantes J'Vi et 6vi, i=1, 2, ... n, respectivement,
et olt n est la matrice carrée d'ordrs n ayant pour

élément général

2
(Bxpvi + 1)

2
1 .
; E [Sisj exp A/{expA + 1) ]

exp v,
La probabilité d'une configuration de signes représen-
tée par le vecteur ligne g = [Bl 8y eee sn‘] , ot cha-

cune des composantes vaut +1 ou -1, vaut

”"T—T@. + 5 th{v /2)]

J=1
oy sncore

n
I l /(1 + = sjv‘i),
j=1
car

iEL + sjth(vj/z)] = 1/{1 + exp(-sjvj)] .

L'é1lémant général de la matrice !\4, peut donc &tre écrit

ms 4= (evi: 1)22( . 1/(5— K" 1)) exPZ’k"kz

o i "B lk=l (epos vt 1)
oli la premidre somme est étendue 3 tous les vectsurs 8
possibles,.

D'apr2e (3) et (7), A dépend des valeurs prises
par le vecteur 8. La fonction /et 1)2 étant paire,
les valeurs de eA/(eA+ 1)2 sont égales pour des con-
figurations de signes opposées. Ces configurations
sont représentées per des vecteurs g et 3 tels que
leur addition composante 3 composante donne le vecteur
nul: g + 8 = 0 . Dans le calcul des espérances, on
peut donc regrouper les valeurs de A qui correspondsnt
2 des vecteurs g et 8 opposés, En ne considérant plus
dans les sommes que les vecteurs 8 pour lesquels si-a +1
et en effectuant ce regroupement, on obtient 1'61ément
général, aprés calcul: ‘

5= (a *y l)sxp(Zv )(ﬁl/(e +1)j.

kli ki

. Z 8 / exp(z Vi) + axp(Z )]
2 kek+
ol la somme sur s est étendue 3 toutes les 2" ~l configu-
rations de signes telles que 8= +1, ot K* et K~ sont
1l'ensemble des indices des composantes de g8 égales
respectivement 3 +1 et -1.
Pour que le calcul déduit de (9) converge vers la

valeur vraie v_, pour chacun des canaux, il est néces-

i’
saire et suffisant que la plus grande des valeurs pro-
pres de la matrice M soit de module inférieur a 1.

Alors ep effet lim Mt = 0 et le vecteur des écarts S'Vi
troo™ .

tend vers le vecteur nul 0.

La complexité de 1l'expression de 1'&lément général
da la matrice M rend difficile 1'étude de ses valeurs
propres. Nous n'examinerons que deux cas pour lesquels
des résultats généraux peuvent Btre facilement obtenus;
celui ol n = 2 et celui o taﬁs les coefficients N
sont égaux, quel que soit n,

Dans le premier cas, 1l'équation aux valeurs pro-
pres de la matrice zl, s'écorit:

(A - l)[)\- 4z)2,/(z)z, + l)(zl + 22)] =0,
en ayant posé exp(vl) =z, et exp(vz) = 2,. Lla plus
grande valeur propre de M vaut donc 1, caxr

4z 22/(2122 + 1)(z +z, | I
I1 n'y e donc pas convergence dans ce cas.

Dans le seénnd cas, on pose exp(vl) = exp(vz) =
= ... exp(vn) = z, On trouve alors pour n = 3 que la
plus grande valeur propre @st racine double de 1!'équa-

tion aux valeurs propres et vaut 42/(Z+l)2
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plus petite que 1 pour z > 1 , Pour n»3, la plus
grande valeur propre est racine d'ordre n-l et décroft
avec n. La convergence a donc toujours lieu dans ce
cas, pourvu que n >3,

Lee simulations parasissent montrer que:

-~ pour n > 2, la convergence a toujours lieu;

-~ elle a lieu également si les conditions initiales
sont treés différentes des valeurs vraies, c'est-a-dire
lorsque 1l'hypothese qui justifie 1'approximation
linéaire cesse d'@tre admissible.

Il nous est cependant impossible de prouver ces

assertions en toute généralité.

2 - Systéme utilisant un codage (n,k)

Le schéms est slors celui de la figure 2,

Canal 1
Décodeur
Entrée Codeur Sortie
S————t (n k ) b
k symboles ] (n,k) ... ’
binaires pondéré
Canal n

Figure 2 Syst2me avec codage (n,k)

Ce cas n'est pas fondamentalement différent du
précédent, mais la r2gle de décision (3) doit Btre
remplacése par
(12) Ai =a 4+ Fi(al' eee an) ’

ol Ai’ valeur relative a posteriori, dépend maintenant
du cenal puisque les symboles émis différent d'un canal
3 un autrs. La fonction Fi("‘) est déduite d'une ma-

trice de contrfle du cods utilisé El] et ne dépend pas

de ai.

Par exemple, si le code considéré est décodable
2 seuil, la fonction Fi("°) s'exprime comme la somme

de r grandeurs de la forme
lugB(l + T—_‘ th(aj/Z)) - loge(l —]—_1 th(aj/Z)) '
jGIm j(-Im

ol a; est la valeur relative (1) du j-2me symbole et
ol les Im, m=1, 2, ... T, sont des ensemble d'indices
disjoints et ne contenant pas i qui décrivent les
répliques "orthogonales" du i-2me symbole,

Pour un code cyclique, la fonction Fi+j se déduit
de la fonction Fi par un décalage circulaire par j des
indices, On peut donc caractériser l'ensemble des

fonctions Fi en se donnant l'une d'elles.

L'expression (12) de A doit 8tre substituée & (3)
dans (9) et (11) gqui conservent leur validité. L'ana-
lyse de la convergence pourrait en principe &tre effec-
tade par les m8mes méthodes que dans le paragraphe
1 - 5, mais serait sensiblement compliquée par la
substitution de (12) & (3).
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